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Abstrakt

Opakovani principu inkluze a exkluze.

Princip inkuze a exkluze — p.2/15



Obsah prednasky

Princip inkluze a exkluze.
Priklad na pocet surjektivnich zobrazeni.

Priklad na pocet permutaci bez pevného
nodu.

Princip inkuze a exkluze — p.3/15



Princip inkluze a exkluze |

Je dana konec¢na mnozina @ objektl, u nichz rozliSujeme
konecny pocet jistych vlastnosti, indexovanych prvky
néjaké konec¢né mnoziny I. Kazdy z objektll mnoziny Q)
muze mit nékteré ze zminénych vlastnosti a jiné mit
nemusi.
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Princip inkluze a exkluze |

Je dana konec¢na mnozina @ objektl, u nichz rozliSujeme
konecny pocet jistych vlastnosti, indexovanych prvky
néjaké konec¢né mnoziny I. Kazdy z objektll mnoziny Q)
muze mit nékteré ze zminénych vlastnosti a jiné mit
nemusil.

Problém, ktery zkoumame, spociva v tom, jak urcit, kolik je
objekttl nemajicich zadnou z uvedenych vlastnosti.

Princip inkuze a exkluze — p.4/15



Princip inkluze a exkluze |

Je dana konec¢na mnozina @ objektl, u nichz rozliSujeme
konecny pocet jistych vlastnosti, indexovanych prvky
néjaké konec¢né mnoziny I. Kazdy z objektll mnoziny Q)
muze mit nékteré ze zminénych vlastnosti a jiné mit
nemusil.

Problém, ktery zkoumame, spociva v tom, jak urcit, kolik je
objekttl nemajicich zadnou z uvedenych vlastnosti.

Jestlize pro kazdé ¢ € I oznaCime A; mnozinu vSech téch
objektt z @, které maji vlastnost s indexem i, pak jde o to,

jak zjistit, kolik prvkd ma mnozZina A(0) = @ — U, 4i-

Princip inkuze a exkluze — p.4/15



Vennuv diagram

|AUBUC| = |A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|AnNBNC|
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Vennuv diagram

4

=

Q| —|AuBUC|=|Q|—|A|—-|B|—|C|+|AnB|+ |ANC|+ |BNC|—|ANnBNC|

Princip inkuze a exkluze — p.6/15



Princip inkluze a exkluze |

Véta. Bud @) kone€na mnozina. Mé&jme konec¢nou
Indexovou mnozinu I a mejme konecny soubor mnozin A,,

kde i € I, jez jsou vSechny podmnozinami mnoziny (). To
znamena, ze A; C () pro kazdé i € 1.
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Princip inkluze a exkluze |

Véta. Bud @) kone€na mnozina. Mé&jme konec¢nou
Indexovou mnozinu I a mejme konecny soubor mnozin A;,
kde i € I, jez jsou vSechny podmnozinami mnoziny (). To

znamena, ze A; C @ pro kazdé i € I. Potom pro mnozinu
A(0) = @ — U, Ai plati

A0)] = 3 ()| 4.

KCI e K
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Princip inkluze a exkluze |

Véta. Bud @) kone€na mnozina. Mé&jme konec¢nou
Indexovou mnozinu I a mejme konecny soubor mnozin A,,
kde i € I, jez jsou vSechny podmnozinami mnoziny (). To
znamena, ze A; C @ pro kazdé i € I. Potom pro mnozinu
A(0) = @ — U, Ai plati

A0)] = 3 ()| 4.

KCI e K

Poznamka. Ponévadz A; C ) pro: € I, klademe

mie(l) A = Q.
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Princip inkluze a exkluze I ||

Vztah dokazany v predchozi véte Ize prepsat na
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Princip inkluze a exkluze |11

Vztah dokazany v predchozi véte Ize prepsat na
Q_UAi = Q] —Z A;| + Z

el el {1,7}CI

1]
{1,5,k}CI el
i ik

A; N Ayl
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Princip inkluze a exkluze I ||

Vztah dokazany v predchozi véte Ize prepsat na

el el

ikt

Q-JAi =10l - )_|4

1 Z |4, N Ay

{i,gycl

1€l

Tento vztah kvuli stfidani znamének byva pravé oznacovan

terminem princip inkluze a exkluze.

Princip inkuze a exkluze — p.8/15



Princip inkluze a exkluze - priklady |

Priklad IE1. Nechtn,k € NU {0} splnuji k£ < n.
Necht S, resp. U jsou koneCné mnoziny majici n,
resp. k prvku. Je tfeba urcit, kolik existuje
surjektivnich zobrazeni g : S — U.
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Princip inkluze a exkluze - priklady |

Priklad IE1. Nechtn,k € NU {0} splnuji £ < n.
Necht S, resp. U jsou koneCné mnoziny majici n,
resp. k prvku. Je tfeba urcit, kolik existuje
surjektivnich zobrazeni g : S — U.

Reseni. Jako zakladni mnozinu Q vezmeme
mnozinu vSech moznych zobrazeni f : S — U.
Indexovou mnozinu I polozime rovnu U.
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Princip inkluze a exkluze - priklady |

Priklad IE1. Nechtn,k € NU {0} splnuji £ < n.
Necht S, resp. U jsou koneCné mnoziny majici n,
resp. k prvku. Je tfeba urcit, kolik existuje
surjektivnich zobrazeni g : S — U.

Reseni. Jako zakladni mnozinu Q vezmeme
mnozinu vSech moznych zobrazeni f : S — U.
Indexovou mnozinu I polozime rovnu U.

ProweUmame A, ={f: S—-U; wé¢ f(5)}
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Princip inkluze a exkluze - priklady |

Priklad IE1. Nechtn,k € NU {0} splnuji £ < n.
Necht S, resp. U jsou koneCné mnoziny majici n,
resp. k prvku. Je tfeba urcit, kolik existuje
surjektivnich zobrazeni g : S — U.

Reseni. Jako zakladni mnozinu Q vezmeme
mnozinu vSech moznych zobrazeni f : S — U.
Indexovou mnozinu I polozime rovnu U.

ProweUmame A, ={f: S—-U; wé¢ f(5)}
Tedy A(O)={f: S—U; f(S)=U}.

Princip inkuze a exkluze — p.9/15



Princip inkluze a exkluze - priklady ||
Vime, ze

(%) 1A0) =) DY) Aul.

VCU %




Princip inkluze a exkluze - priklady ||

Vime, ze
(5) A =D (=D () Aul.
VCU weV
Zaroven

Nwevy 4w = {f: S—=U; VN f(S)=0}
= {f:S>U; f(SYCU -V}



Princip inkluze a exkluze - priklady ||

Ale
(Npey 4wl = HSf: S—=U; f(S) CU -V}

(f: S—>U-V}=|U-V|"
= [U-V|"=(k—|V])"




Princip inkluze a exkluze - priklady ||

Ale
Nwey 4wl = {f:S—=U; f(S) CU -V}

(f: S—>U-V}=|U-V|"
= [U-V|"=(k—|V])"

Po dosazeni do (x) obdrzime
|A(O)| n ZVQU (_1)|V| ' (k i ‘V’)n
i = S (1Y (’j) (k)"
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Princip inkluze a exkluze - priklady I\

Piiklad IE2. Rekneme, Ze ¢isloi € {1,2,...,n} je pevny
bod takto permutace o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n},
plati-li, ze |o(¢) = ¢ |.
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Princip inkluze a exkluze - priklady I\

Piiklad IE2. Rekneme, Ze ¢isloi € {1,2,...,n} je pevny
bod takto permutace o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n},
plati-li, ze |o(¢) = ¢ |.

UrCete, kolik existuje permutaci mnoziny {1,2,...,n}, které
nemaji ani jeden pevny bod.

Princip inkuze a exkluze — p.12/15



Princip inkluze a exkluze - priklady I\

Piiklad IE2. Rekneme, Ze ¢isloi € {1,2,...,n} je pevny
bod takto permutace o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n},
plati-li, ze |o(¢) = ¢ |.

UrCete, kolik existuje permutaci mnoziny {1,2,...,n}, které
nemaji ani jeden pevny bod.

Reseni. Jako zakladni mnozinu Q vezmeme mnozinu | S,,
vsech moznych permutaci o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}.
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Princip inkluze a exkluze - priklady I\

Piiklad IE2. Rekneme, Ze ¢isloi € {1,2,...,n} je pevny
bod takto permutace o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n},
plati-li, ze |o(¢) = ¢ |.

UrCete, kolik existuje permutaci mnoziny {1,2,...,n}, které
nemaji ani jeden pevny bod.

Reseni. Jako zakladni mnozinu Q vezmeme mnozinu | S,,
vsech moznych permutaci o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}.

Za indexovou mnozinu / vezmeme mnozinu [{1,2,... . n}|
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Princip inkluze a exkluze - priklady V

Pro kazdé : € {1,2,...,n} polozime

A= {0 €S, |oli)=i}.

Princip inkuze a exkluze — p.13/15



Princip inkluze a exkluze - priklady V

Pro kazdé : € {1,2,...,n} polozime

A= {0 €S, |oli)=i}.

Mnozinu A(0) tvori prave ty permutace o € S,
které nemaji zadny pevny bod.
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Princip inkluze a exkluze - priklady V

Pro kazdé : € {1,2,...,n} polozime

A= {0 €S, |oli)=i}.

Mnozinu A(0) tvori prave ty permutace o € S,
které nemaji zadny pevny bod.

Podle principu inkluze a exkluze mame

@ A0 = ) (D)4

KC{1,2,...n} €K

Princip inkuze a exkluze — p.13/15



Princip inkluze a exkluze - priklady V

Mnozinu (), A; tvori prave ty permutace o € .S,,,

pro neéz

kazdé Cislo z K

je pevhym bodem.

a exklu

ze — p.14/15



Princip inkluze a exkluze - priklady V

Mnozinu (), A; tvori prave ty permutace o € .S,,,
pro nez |kazdeé Cislo z K | je pevhym bodem.

Tj. permutace mnoziny ({1,2,...,n} — K|

Princip inkuze a exkluze — p.14/15



Princip inkluze a exkluze - priklady V

Mnozinu (), A; tvori prave ty permutace o € .S,,,
pro nez [ kazde Cislo z K | je pevnhym bodem.

Tj. permutace mnoziny ({1,2,...,n} — K|

Méame pak |(,cx Ai| = (n — |K])!.
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Princip inkluze a exkluze - priklady V

Mnozinu (), A; tvori prave ty permutace o € .S,,,
pro nez [ kazde Cislo z K | je pevnhym bodem.

Tj. permutace mnoziny ({1,2,...,n} — K|

Méame pak |(),cx Ai| = (n — |K])!. Dosazenim

do rovnosti (O0) dostavame

@) A0 = S (¥ (- |K]).

KC{12,...n}

Princip inkuze a exkluze — p.14/15



Princip inkluze a exkluze - priklady V

Jednotlivi sCitanci v sume (0O0)
K.

zavisi pouze

na

uze — p.15/15



Princip inkluze a exkluze - priklady V

Jednotlivi sCitanci v sume (0O0)
K.

zavisl pouze | na

Pro kazdé ¢ € {0,1,2,...,n} je poCet téch

scitancu, v nichZ |K| = ¢, roven

(7)]

Princip inkuze a exkluze — p.15/15



Princip inkluze a exkluze - priklady V

Jednotlivi sCitanci v sume (0O0)
K.

zavisi pouze

Pro kazdé ¢ € {0,1,2,...,n} je poCet téch

scitancu, v nichZ |K| = ¢, roven

n

(OOD)  [A0)] =) (-1)

(=0

(%

)

(

n

. Je tedy

)-(nf)!

uze — p.15/15
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Princip inkluze a exkluze - priklady V

Jednotlivi sCitanci v sumé (OO) | zavisi pouze | ha
K.

Pro kazdé ¢ € {0,1,2,...,n} je poCet téch
sCitancu, v nichz |K| = ¢, roven |( )| Je tedy

Princip inkuze a exkluze — p.15/15
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