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Abstrakt

Zminime se kratce o Uplnych a distributivnich
svazech, resp. jaké vlastnosti ma retezec
realnych Cisel.
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Abstrakt

V této kapitole budeme podrobneji studovat
specialni usporadané mnoziny —
Zminime se kratce o Uplnych a distributivnich

svazech, resp. jaké vlastnosti ma retézec
realnych Cisel.
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Abstrakt

V této kapitole budeme podrobneji studovat
specialni usporadané mnoziny — svazy.
Zminime se kratce o Uplnych a distributivnich

svazech, resp. jaké vlastnosti ma retézec
realnych cCisel.

Svazy — p.2/37



Obsah prednasky

Dolni zavora a horni zavora.
Suprema a infima.
Svazy a uplné svazy.
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Obsah prednasky

Dolni zavora a horni zavora.

Suprema a infima.

Svazy a uplné svazy.

Suprema a infima ohraniCenych mnozin
realnych Cisel.

Svazy jako algebraicka struktura.
Distributivni svazy.

Svazy — p.3/37



Dolnl zavor a

Bud (A, <) uspofadana mnozinaa B C A
podmnozina. Prvek a € A se nazyva dolni
zavora mnoziny B, jestlize pro kazdy prvek
b e Bplati a <b.
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Dolnl zavor a

Bud (A, <) uspofadana mnozinaa B C A
podmnozina. Prvek a € A se nazyva dolni
zavora mnoziny B, jestlize pro kazdy prvek
b e Bplati a <b.

Podmnozina B C A se nazyva zdola
ohranicena, ma-li alespon jednu dolni zavoru
vV (A, <).
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Priklad dolni zavor a

Priklad Z 1. V hasseovskem diagramu a) je napr.
prvek {a} nebo prvek () doIni zavorou mnoziny
{{a,b}, {a,c}}. Jiné dolni zavory mnozina

{{a,b}, {a,c}} nema.
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Hornl zavor a

Bud (A, <) uspofadana mnozinaa B C A
podmnozina. Prvek a € A se nazyva horni
zavora mnoziny B, jestlize pro kazdy prvek
b€ B plati a > b.
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Hornl zavor a

Bud (A, <) uspofadana mnozinaa B C A
podmnozina. Prvek a € A se nazyva horni
zavora mnoziny B, jestlize pro kazdy prvek
b€ B plati a > b.

Podmnozina B C A se nazyva shora
ohranicena, ma-li alespon jednu horni zavoru
vV (A, <).
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Priklad hornl zavor a

Priklad Z 2. V hasseovském diagramu b)
usporadané mnoziny (N, |) je kazdé pfirozené
cislo delitelné Sesti horni zavorou mnoziny {2, 3}.
Jiné horni zavory mnozina {2, 3} nema.
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Dualni pojmy

Hornl zavora a dolni zavora jsou dualni pojmy.
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Dualni pojmy

Hornl zavora a dolni zavora jsou dualni pojmy.

Prvek a € A je horni zavorou mnoziny B v (A, <)
prave tehdy, kdyz tento prvek je dolni zavorou
mnoziny B v dualné usporadané mnoziné (A, >).
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Dualni pojmy

Hornl zavora a dolni zavora jsou dualni pojmy.

Prvek a € A je horni zavorou mnoziny B v (A, <)
prave tehdy, kdyz tento prvek je dolni zavorou
mnoziny B v dualné usporadané mnoziné (A, >).

PodmnoZzina B je shora ohraniCena v (4, <)
prave tehdy, kdyz je zdola ohraniCenav (A, >).
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Priklad dolni a horni zavor a

Priklad Z 3. V hasseovském diagramu c)
usporadané mnoziny (N, <) je kazdé prirozené
Cislo ostre vetsi nez 2 horni zavorou mnoziny
{2,3} a kazdé prirozené Cislo ostfe mensSi nez 3
dolni zavorou mnoziny {2, 3}. Jiné horni resp.
dolni zavory mnozina {2, 3} nema.

o o O
— [\S) w =~ [SM
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| nfimum

Bud (A, <) uspofadana mnozinaa B C A
podmnozina.
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| nfimum

Bud (A, <) uspofadana mnozinaa B C A
podmnozina.

Prvek a € A se nazyva infimum mnoziny B,
jestlize

a e dolni zavora mnoziny B a pro kazdou
dolni zavoru ¢ € A mnoziny B plati ¢ < a.
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| nfimum

Bud (A, <) uspofadana mnozinaa B C A
podmnozina.

Prvek a € A se nazyva infimum mnoziny B,
jestlize

a e dolni zavora mnoziny B a pro kazdou
dolni zavoru ¢ € A mnoziny B plati ¢ < a.

Takovy prvek a je nejvetsi doini zavorou mnoziny
B. Infimum mnoziny B, pokud existuje, je urceno
jednoznacné a znacl se symbolem inf B.
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Priklady infima

Priklad U 1. V usporadané mnoziné (N, <) ma
kazda neprazdna podmnozina M C N infimum
inf M — je jim nejmensi Cislo v M.
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Priklady infima

Priklad U 1. V usporadané mnoziné (N, <) ma
kazda neprazdna podmnozina M C N infimum
inf M — je jim nejmensi Cislo v M.

Pro prazdnou mnozinu () jakozto podmnozinu v N
pak infimum neexistuje. Totiz kazdé Cislo m € N
je dolni zavorou prazdné mnoziny a (N, <) nema
nejvetsi prvek.
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Priklady infima | |

Priklad U 2. V usporadané mnoziné (N, | ) ma
kazda neprazdna podmnozina M C N infimum
inf M — je jim nejvetsi spolecny delitel Cisel
obsazenych v M.
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Priklady infima | |

Priklad U 2. V usporadané mnoziné (N, | ) ma
kazda neprazdna podmnozina M C N infimum
inf M — je jim nejvetsSi spolecny délitel Cisel
obsazenych v M.

Pro prazdnou mnozinu () jakozto podmnozinu v N
pak Infimum neexistuje. Totiz kazdé Cislo m € N
je dolni zavorou prazdné mnoziny a (N, | ) nema
nejvetsi prvek.
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Supremum

Bud (A, <) uspofadana mnozinaa B C A
podmnozina.
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Supremum

Bud (A, <) uspofadana mnozinaa B C A
podmnozina.

Prvek a € A se nazyva supremum mnoziny B,
jestlize

a je horni zavora B a pro kazdou
horni zavoru ¢ € A mnoziny B plati ¢ > a.
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Supremum

Bud (A, <) uspofadana mnozinaa B C A
podmnozina.

Prvek a € A se nazyva supremum mnoziny B,
jestlize

a je horni zavora B a pro kazdou
horni zavoru ¢ € A mnoziny B plati ¢ > a.

Takovy prvek a je nejmensi horni zavorou

mnoziny B. Supremum mnoziny B, pokud
existuje, je urceno jednoznacne a znaci se
symbolem sup B.
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Supremum ainfimum A a (!

Bud (A, <) usporfadana mnozina. Pak inf A a
sup () existuji prave tehdy, kdyz v A existuje
nejmensi prvek L, a v tom pripade plati
inf A =sup() = L.
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Supremum ainfimum A a ()

Bud (A, <) usporfadana mnozina. Pak inf A a
sup () existuji prave tehdy, kdyz v A existuje
nejmensi prvek L, a v tom pripade plati
inf A =sup() = L.

Dualni tvrzeni plati pro sup A a inf ().
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Supremum ainfimum A a ()

Bud (A, <) usporfadana mnozina. Pak inf A a
sup () existuji prave tehdy, kdyz v A existuje
nejmensi prvek L, a v tom pripade plati

inf A =sup() = L.

Dualni tvrzeni plati pro sup A a inf 0.

To znamena, ze tyto prvky existuji prave tehdy,
kdyz v A existuje nejvetsi prvek T, avtom pripade
plati sup A = inf() = T.
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Supremum a infimum, svaz

Bud dale B C A podmnoZzina. Existuji-li prvky
inf B, resp. sup B, pak kazdy z téchto prvku
muze, ale obecné nemusi lezet v samotné
mnozine B.
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Supremum a infimum, svaz

Bud dale B C A podmnoZzina. Existuji-li prvky
inf B, resp. sup B, pak kazdy z téchto prvku
muZe, ale obecné nemusi leZet v samotné
mnozine B.

Prvni pripad nastava prave tehdy, kdyz mnozina
B ma nejmensi, resp. nejvetsi prvek. Tyto prvky
pak predstavuji prvky inf B, resp. sup B.
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Supremum a infimum, svaz

Bud dale B C A podmnoZzina. Existuji-li prvky
inf B, resp. sup B, pak kazdy z téchto prvku
muZe, ale obecné nemusi leZet v samotné
mnozine B.

Prvni pripad nastava prave tehdy, kdyz mnozina
B ma nejmensi, resp. nejvetsi prvek. Tyto prvky
pak predstavuji prvky inf B, resp. sup B.

Usporadana mnozina (A, <), v niz pro libovolné
prvky a,b € A existuji sup{a,b} a inf{a,b}, se na-
Zyva svaz.
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Priklady svazu

Priklad S 1. Prvni hasseovsky diagram je svaz,
druhy ne (stacCl uvazit supremum mnoziny

{alv a2})'
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Uplny svaz

Usporadana mnozina (A, <), v niz pro libovolnou
podmnozinu B C A existujl sup B a inf B, se
nazyva uplny svaz.
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Uplny svaz

Usporadana mnozina (A, <), v niz pro libovolnou
podmnozinu B C A existujl sup B a inf B, se
nazyva uplny svaz.

V usporadané mnozine (A, <) pro libovolné
prvky a,b € A plati

a <b < inf{a,b} = a <= supia,b} =0b.
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Uplny svaz

Usporadana mnozina (A, <), v niz pro libovolnou
podmnozinu B C A existujl sup B a inf B, se
nazyva uplny svaz.

V usporadané mnozine (A, <) pro libovolné
prvky a,b € A plati

a <b < inf{a,b} = a <= supia,b} =0b.

Tedy kazdy retezec je svaz. Jsou ale retézce,
které nejsou uplnymi svazy — napriklad retézec

(059}
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Priklady Uuplneho svazu |

Priklad S 2. Oba hasseovské diagramy jsou
Uplné svazy, pokud je fetézec mnozina
prirozenych Cisel. Pokud bude fetézec tvoren
nezapornymi racionalnimi cCisly, Uplnymi svazy
nebudou.
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Priklady uplneho svazu ||

Priklad S 3. Hasseovsky diagram usporadané
mnoziny Digo Znazornuje uplny svaz.
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Priklady uplneho svazu |11

Priklad S4. Bud A mnozina a bud P(A) jeji
potencni mnozina.
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Priklady uplneho svazu |11

Piiklad S4. Bud A mnozina a bud P(A) jeji
potencni mnozina.

Pak v usporadané mnozine (P(A), C) libovolna
podmnozina © C P(A) ma supremum i infimum
a plati pro né
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Priklady uplneho svazu |11

Piiklad S4. Bud A mnozina a bud P(A) jeji
potencni mnozina.

Pak v usporadané mnozine (P(A), C) libovolna
podmnozina © C P(A) ma supremum i infimum
a plati pro né

supQ=| JQ, infQ=()Q.
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Priklady uplneho svazu |11

Piiklad S4. Bud A mnozina a bud P(A) jeji
potencni mnozina.

Pak v usporadané mnozine (P(A), C) libovolna
podmnozina © C P(A) ma supremum i infimum
a plati pro né

supQ=| JQ, infQ=()Q.

(Pfitom pro podmnozinu () C P(A) zde chapeme
M 0 jako A.) Je tedy (P(A), C) Gplny svaz.
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Priklady uplneho svazu |V

Priklad S5. Bud A mnozina. Pfipomenme, ze
symbolem £(A) jsme znacili mnozinu vSech
ekvivalenci na A.
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Priklady uplneho svazu |V

Priklad S5. Bud A mnozina. Pfipomenme, ze
symbolem £(A) jsme znacili mnozinu vSech

ekvivalenci na A.
Tyto ekvivalence jakozto relace na A, tedy

jakozto podmnoziny v A x A lze porovnavat
mnozinovou inkluzi C.
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Priklady uplneho svazu |V

Priklad S5. Bud A mnozina. Pfipomenme, ze
symbolem £(A) jsme znacili mnozinu vSech

ekvivalenci na A.

Tyto ekvivalence jakozto relace na A, tedy
jakozto podmnoziny v A x A lze porovnavat
mnozinovou inkluzi C.

Vznika tak usporadana mnozina (£(A), C), ktera
tvorl Uplny svaz.
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Priklady uplneho svazu |V

Priklad S5. Bud A mnozina. Pfipomenme, ze
symbolem £(A) jsme znacili mnozinu vSech
ekvivalenci na A.

Tyto ekvivalence jakozto relace na A, tedy
jakozto podmnoziny v A x A lze porovnavat
mnozinovou inkluzi C.

Vznika tak usporadana mnozina (£(A), C), ktera
tvorl Uplny svaz.

Pro libovolné podmnoziny G,’H C £(A) existuje
infG=()GasupH =) Gx, kde
Gu={Re€e&(A): HCR VH € H}.
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Konecna suprema ve svazu

Tvrzeni. Bud (A, <) svaz. Pak pro libovolnou
neprazdnou konecnou podmnozinu B C A
existuji sup B a inf B.
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Konecna suprema ve svazu

Tvrzeni. Bud (A, <) svaz. Pak pro libovolnou
neprazdnou konecnou podmnozinu B C A
existuji sup B a inf B.

DUsledek. Kazdy kone¢ny neprazdny svaz je
uplny.
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Konecna suprema ve svazu

Tvrzeni. Bud (A, <) svaz. Pak pro libovolnou
neprazdnou konecnou podmnozinu B C A
existuji sup B a inf B.

DUsledek. Kazdy kone¢ny neprazdny svaz je
uplny.

Véta. Bud (A, <) uspofadana mnoZzina, v niz pro
kazdou podmnozinu B C A existuje inf B. Pak

pro libovolnou podmnozinu C' C A existuje také
sup C.
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Retézec realnych &isel

Tvrzeni. Kazda neprazdna zdola ohranicena
podmnozina M C R ma infimum v (R, <).
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Retézec realnych &ise

Tvrzeni. Kazda neprazdna zdola ohranicena
podmnozina M C R ma infimum v (R, <). Kazda
neprazdna shora ohraniCena podmnozina N C R
ma supremum v (R, <).
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Retézec realnych Cisdl

Tvrzeni. Kazda neprazdna zdola ohranicena
podmnozina M C R ma infimum v (R, <). Kazda
neprazdna shora ohraniCena podmnozina N C R
ma supremum v (R, <).

Pripojme k mnoziné R dva nove prvky —oo a oo a
rozsirme usporadani <z R na R U {—o0, o} tak,
aby pro kazdé r € R platilo —oo < r < co. TImto
zpusobem vznika fetézec (R U {—o0, 00}, <).
Dlsledek. Retézec (RU {—o0, o0}, <) je tplny
svaz.
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Retézec realnych Cisdl

Tvrzeni. Kazda neprazdna zdola ohranicena
podmnozina M C R ma infimum v (R, <). Kazda
neprazdna shora ohraniCena podmnozina N C R
ma supremum v (R, <).

Pripojme k mnoziné R dva nove prvky —oo a oo a
rozsirme usporadani <z R na R U {—o0, o} tak,
aby pro kazdé r € R platilo —oo < r < co. TImto
zpusobem vznika fetézec (R U {—o0, 00}, <).
Dlsledek. Retézec (RU {—o0, o0}, <) je tplny
svaz.
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Znaceni

Je-li (A, <) svaz, pak pro libovolné prvky a,b € A
prvek sup{a, b} znaCime kratce jako a Vv b a prvek
inf{a, b} znaCime kratce jako a A b.

Svazy — p.24/37



Znaceni

Je-li (A, <) svaz, pak pro libovolné prvky a,b € A
prvek sup{a, b} znaCime kratce jako a Vv b a prvek
inf{a, b} znaCime kratce jako a A b.

Takto jsou soucasne definovana také dve
Zobrazeni

Vi:AxA— A a AN: AxA— A
prirazujici kazdé dvojici (a,b) € A x A prvek
a V b, pripadne a A b.
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Svaz jako algebraicka struktura

Tvrzeni. Bud (A, <) svaz. Potom pro libovolné prvky
a,b,c € A plati nasledujici rovnosti:

aVa=a (idempotence V)

a/\a=a (idempotence A)
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Svaz jako algebraicka struktura

Tvrzeni. Bud (A, <) svaz. Potom pro libovolné prvky
a,b,c € A plati nasledujici rovnosti:

aVa=a (idempotence V)
aVb=>bVa (komutativita V)

ala=a (idempotence A)
aNb=0bAa (komutativita N)
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Svaz jako algebraicka struktura

Tvrzeni. Bud (A, <) svaz. Potom pro libovolné prvky
a,b,c € A plati nasledujici rovnosti:

aVa=a (idempotence V)
aVb=>bVa (komutativita V)
(aVb)Vec=aV (bVc) (asociativita V)

aa=a (idempotence A)
aNb=0bAa (komutativita A)
(aAb)Ac=aA (bAc) (asociativita N)
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Svaz jako algebraicka struktura

Tvrzeni. Bud (A, <) svaz. Potom pro libovolné prvky
a,b,c € A plati nasledujici rovnosti:

aVa=a (idempotence V)
aVb=bVa (komutativita V)
(aVb)Vec=aV (bVc) (asociativita V)
aV(aAb)=a (absorbce)
alNa=a (idempotence A)
aNb=0bAa (komutativita A)

(aAb)ANc=aA (bAc) (asociativita N)
aN(aVb)=a (absorbce)
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Rovnocennost pohledu na svazy |

Zacneme nejprve se svazem (A, <), na némz
vySe uvedenym zpusobem vznikaji binarni
operace V,A: A X A — A,
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Rovnocennost pohledu na svazy |

Zacneme nejprve se svazem (A, <), na némz
vySe uvedenym zpusobem vznikaji binarni
operace V,A: A X A — A,

Dostavame algebraickou strukturu (A, Vv, A),
V NiZ jsou splneny vysSe uvedené rovnosti.
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Rovnocennost pohledu na svazy |

Zacneme nejprve se svazem (A, <), na némz
vySe uvedenym zplsobem vznikaji binarni
operace V,A: A X A — A,

Dostavame algebraickou strukturu (A, Vv, A),
V NiZ jsou splneny vysSe uvedené rovnosti.

V (A, <) pro libovolné prvky a,b € A plati

a<b << aANb=a < aVb=0>b.
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Rovnocennost pohledu na svazy |

Zacneme nejprve se svazem (A, <), na némz
vySe uvedenym zplsobem vznikaji binarni
operace V,A: A X A — A,

Dostavame algebraickou strukturu (A, Vv, A),
V NiZ jsou splneny vysSe uvedené rovnosti.

V (A, <) pro libovolné prvky a,b € A plati
a<b << aANb=a < aVb=0b.

Zname-li algebru (A, V, A), muzeme z ni
usporadanou mnozinu (A, <) zpét rekonstruovat.
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Rovnocennost pohledu na svazy ||

Necht (A, vV, A) je algebra splnujici uvedené
rovnosti.
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Rovnocennost pohledu na svazy ||

Necht (A, vV, A) je algebra splnujici uvedené
rovnosti.

Pak predchozi formuli je mozno k ni poridit
usporadanou mnozinu (A, <), ktera bude
svazem, pricemz algebra odvozena z tohoto
svazu bude totozna s algebrou vychozi.
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Rovnocennost pohledu na svazy ||

Tvrzeni. Bud (A, V,A) mnozina se dvéma
binarnimi operacemi vyhovujicimi vsem
podminkam z predchoziho tvrzeni.
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Rovnocennost pohledu na svazy ||

Tvrzeni. Bud (A, V,A) mnozina se dvéma
pinarnimi operacemi vyhovujicimi vsem
podminkam z predchoziho tvrzeni.

Pak relace < na A definovana pro kazda a,b € A
pfedpisem

a<b << aANb=a < aVb=>b

je usporadani a (A, <) je svaz.
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Rovnocennost pohledu na svazy ||

Tvrzeni. Bud (A, V,A) mnozina se dvéma
pinarnimi operacemi vyhovujicimi vsem
podminkam z predchoziho tvrzeni.

Pak relace < na A definovana pro kazda a,b € A
pfedpisem

a<b << aANb=a < aVb=>b

je usporadani a (A, <) je svaz.

Navic pak v tomto svazu plati, ze pro libovolna
a,b € Ajesup{a,b} =aVb a inf{a,b} =aAb.
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Distributivni svazy |

Tvrzeni. Bud (A, <) libovolny svaz. Pak jsou
nasledujici dve podminky ekvivalentni:
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Svaz (A, <) splnujici kteroukoliv z podminek (x),
(*x) uvedenych v predchozim tvrzeni se nazyva
distributivni.
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Priklad D 1. Nasledujicl hasseovske diagramy
znazornuji uplné svazy, které jsou distributivnt.

<
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Priklad D 2. Nasledujici hasseovské diagramy znazornuiji
uplné svazy, které nejsou distributivni.
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Priklad D 2. Nasledujici hasseovské diagramy znazornuiji
uplné svazy, které nejsou distributivni.

Napriklad v usporadané mnozine M,,, n > 3, mame rovnosti
CL1\/&3 = = Cbzvag, t] (&1\/&3)/\(&2\/&3) — T, ale
(&1/\&2)\/a3:a3#—|—.
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Priklad D 2. Nasledujici hasseovské diagramy znazornuiji
uplné svazy, které nejsou distributivni.

V usporadané mnozineé N mame rovnostiaAc = a, bAc = L,

tj. (@aANc)V(bAc)=a,ale (aVb)Ac=c#a.
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Priklad D 3. Nasledujicl hasseovsky diagram znazornuje
uplny distributivni svaz, ktery vznikl jako kartézsky soucin
prvniho a tretiho svazu z prikladu D 1.
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