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V této kapitole se budeme zabyvat pocitanim se
zbytkovymi tridami.

Budeme definovat sCitani a nasobeni zbytkovych
trid.
Ukazeme, ze zbytkove tridy tvori komutativni

grupu vzhledem k takto definovanému scitani a
komutativni monoid vzhledem k nasobenit.
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Abstrakt

V této kapitole se budeme zabyvat pocitanim se
zbytkovymi tridami.

Budeme definovat sCitani a nasobeni zbytkovych
trid.
Ukazeme, ze zbytkove tridy tvori komutativni

grupu vzhledem k takto definovanému scitani a
komutativni monoid vzhledem k nasobenit.

Budeme charakterizovat invertibilni prvky vuci
operaci nasobeni.
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Obsah prednasky

Kongruence a = b (mod n) podle modulu n.
Faktorova mnozina 7Z,,.
Mnozina zbytkovych trid a operace na ni.
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Obsah prednasky

Kongruence a = b (mod n) podle modulu n.
Faktorova mnozina 7Z,,.
Mnozina zbytkovych trid a operace na ni.

(Z,,+) je komutativni grupa.
(Z,,, ) je komutativni monoid.
Invertibilni prvky v (Z,, -).
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Kongruence podle modulu

Necht n € N a necht a. b € Z. Rekneme, Ze &isla
a,b Jsou kongruentni podle modulu n, jestlize
n|a—b.
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Kongruence podle modulu

Necht n € N a necht a. b € Z. Rekneme, Ze &isla
a,b Jsou kongruentni podle modulu n, jestlize

n|a—b.

PiSeme

a =b (modn)|.

Zby

tkové tiidy — p.4/15



Kongruence podle modulu

Necht n € N a necht a. b € Z. Rekneme, Ze &isla
a,b Jsou kongruentni podle modulu n, jestlize

n|a—b.

Piseme |a = b (modn)|.

a = b (modn), prave kdyz Cisla a, b daji po déleni
Cislem n stejny zbytek.
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Relace kongruence

Zvolme Cislo n € N pevne.
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Relace kongruence

Zvolme Cislo n € N pevne.

Uvedenym predpisem je definovana binarni
relace na mnozine Z, které rikame relace
kongruence podle modulu n.
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Relace kongruence

Zvolme Cislo n € N pevne.

Uvedenym predpisem je definovana binarni
relace na mnozine Z, které rikame relace
kongruence podle modulu n.

Tato relace je ekvivalence na Z.

Prislusnou faktorovou mnozinu, to znamena roz-
klad mnoziny Z podle této ekvivalence pak zna-
cime Z,,.

Zbytkové tridy — p.5/15



Zbytkovatrida podle modulu

Pro kazdé Cislo a € Z znaCime |a],, tfidu tohoto
rozkladu obsahuijici a, takze mame

al,={beZ|a=>b(modn)},

a nazyvame tuto mnozinu zbytkovou tridou
Cisla a podle modulu n.
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Zbytkovatrida podle modulu

Pro kazdé Cislo a € Z znaCime |a],, tfidu tohoto
rozkladu obsahuijici a, takze mame

al,={beZ|a=>b(modn)},

a nazyvame tuto mnozinu zbytkovou tridou
Cisla a podle modulu n.
MUzZeme pak psat

7, = {lal, | a € 7).
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Zbytkovatrida podle modulu

Pro kazdé Cislo a € Z znaCime |a],, tfidu tohoto
rozkladu obsahuijici a, takze mame

al,={beZ|a=>b(modn)},

a nazyvame tuto mnozinu zbytkovou tridou
Cisla a podle modulu n.
MUzZeme pak psat

Zy = {lal, | a € Z}.
Nekdy téz piseme

Zw={kecZik<ny={01,...,n=1
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Vlastnosti zbytkovych trid

Pro libovolna Cisla a,b € Z mame

al, = |b], <= a=0b(modn).
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Vlastnosti zbytkovych trid

Pro libovolna Cisla a,b € Z mame
al, = |b], <= a=0b(modn).

Je-li r zbytek po deleni Cisla a € Z Cislem n, plati
n|a—r.Tedy a =r (modn).
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Vlastnosti zbytkovych trid

Pro libovolna Cisla a,b € Z mame
al, = |b], <= a=>b(modn).

Je-li » zbytek po déleni Cisla a € Z Cislem n, plati
n|a—r.Tedy a =r (modn).

Odtud |al|, = |r|., r € {0,1,...,n—1}. Zaroven
pro s,t € {0,1,...,n— 1} splhujici s # t mame
sln N [t = 0.
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Vlastnosti zbytkovych trid

Pro libovolna Cisla a,b € Z mame

al, = |b], <= a=>b(modn).
Je-li » zbytek po déleni Cisla a € Z Cislem n, plati
n|a—r.Tedy a =r (modn).

Odtud |al|, = |r|., r € {0,1,...,n—1}. Zaroven
pro s,t € {0,1,...,n— 1} splhujici s # t mame
sln N [t = 0.

Celkem
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(Zy,,+) jegrupoid
Tvrzeni. Pro libovolné n € N a pro libovolna
a,b,c,d e Z plati:
al, = |c, & |b], = d]l, = |a+Db],=][c+d],.
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(Zy,,+) jegrupoid
Tvrzeni. Pro libovolné n € N a pro libovolna
a,b,c,d e Z plati:
al, = c|, & b, =|d], = |a+10]|,=|c+d],.

Na faktorové mnoziné 7Z,, lze korektné definovat
binarni operaci +. Pro a,b € Z klademe

aln + [0 = [a+ b]n.
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(Zy,,+) jegrupoid
Tvrzeni. Pro libovolné n € N a pro libovolna
a,b,c,d e Z plati:
al, = c|, & b, =|d], = |a+10]|,=|c+d],.

Na faktorové mnoziné 7Z,, lze korektné definovat
binarni operaci +. Pro a,b € Z klademe

aln + [0 = [a+ b]n.

al,, + [b],, Je zbytkova tfida [r],,, kde r je zbytek po
déleni soucCtu a + b Cislem n.
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SCitani v i

+101112|34
0(0/1]2|3(4
111(2(3(4(0
212131401
31314012
414101123

Tabulka scitani v Zs.
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(Z.,, +) je komutativni grupa

Véta. Pro libovolné n € N je (Z,,, +) komutativni
grupa.
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(Z.,, +) je komutativni grupa

Véta. Pro libovolné n € N je (Z,,, +) komutativni
grupa.

+ na 7%, Je asociativni a komutativni.

zbytkova trida [0|,, je jednotkovym prvkem
vzhledem k operaci +.
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(Z.,,,+) je komutativni grupa

Véta. Pro libovolné n € N je (Z,,, +) komutativni
grupa.

+ na 7%, Je asociativni a komutativni.

zbytkova trida [0|,, je jednotkovym prvkem
vzhledem k operaci +.

Pro libovolné a € 7Z je trida [—a/,, inverznim
prvkem ke tridé |al,,.
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(Zm ) je grupoid
Tvrzeni. Pro libovolné n € N a pro libovolna
a,b,c,d e Z plati:
aln = |cn & [0 = d], = |a-b], = [cd]n.

Zbytkové tfidy — p.11/15



(Zm ) je grupoid
Tvrzeni. Pro libovolné n € N a pro libovolna
a,b,c,d e Z plati:
aln = [cln & [b]n = |d]l, = |a-b], = [cd],.

Na faktorové mnoziné 7Z,, lze korektné definovat
take binarni operaci -. Pro a,b € Z klademe

aln - [b]n = |a-b],.
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(Zna ) je grupoid
Tvrzeni. Pro libovolné n € N a pro libovolna
a,b,c,d e Z plati:
al, = |c]n & [b], = |d], = |a-b],, = |cd]y.

Na faktorové mnoziné 7Z,, lze korektné definovat
take binarni operaci -. Pro a,b € Z klademe

aln - [b]n = |a-b],.

al, - [b],, e zbytkova trida [r],,, kde r je zbytek po
déleni soucinu a-b Cislem n.
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Nasobeni v Zs.

10111234
010/0{0]0]0
1{0]1(2|3|4
210121413
310(3]1]4)2
41014321

Tabulka nasobeni v Zs.
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(Z,, ) € komutativni monoid

Véta. Pro libovolné n € N je (Z,, -) komutativni
monoid.
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(Z,,, ) & komutativni monoid

Véta. Pro libovolné n € N je (Z,, -) komutativni
monoid.

- ha Z,, je asociativni a komutativni.
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(Z,,, ) & komutativni monoid
Véta. Pro libovolné n € N je (Z,, -) komutativni
monoid.
- na Z,, je asociativnhi a komutativni.

zbytkova tfida [1],, je jednotkovym prvkem
vzhledem k operaci -.
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Inverzni prvky v (Z,, -)

Veta. Necht n € N a necht a € Z. Pak zbytkova
trida |a],, ma inverzni prvek v monoidu (Z,, -)
prave tehdy, kdyz (a,n) =1, to jest pravée tehdy,
kdyz Cisla a,n jJsou nesoudeélna.
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Inverzni prvky v (Z,, -)

Veta. Nechtn € N a necht a € Z. Pak zbytkova
trida |a],, ma inverzni prvek v monoidu (Z,, -)
prave tehdy, kdyz (a,n) =1, to jest pravée tehdy,
kdyz Cisla a,n jJsou nesoudeélna.

Pro libovolné n € N polozme

Z# ={lal, | a € Z, (a,n)=1}.
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Inverzni prvky v (Z,, -)

Veta. Nechtn € N a necht a € Z. Pak zbytkova
trida |a],, ma inverzni prvek v monoidu (Z,, -)
prave tehdy, kdyz (a,n) =1, to jest pravée tehdy,
kdyz Cisla a,n jJsou nesoudeélna.

Pro libovolné n € N polozme
77 = {la],| a € Z, (a,n)=1}.

77 je pravé mnozinou vSech invertibilnich prvkd
monoidu (Z,, -).
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(Z7,-) je komutativni grupa

Fakt: Soucin nesoudélnych prvkd s n je
nesoudélny prvek s n.
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(Z7,-) je komutativni grupa

Fakt: Soucin nesoudélnych prvkd s n je
nesoudelny prvek s n.

Tedy (Z7, -) je komutativni monoid.

Zbytkové tfidy — p.15/15



(Z7,-) je komutativni grupa

Fakt: Soucin nesoudélnych prvkd s n je
nesoudelny prvek s n.

Tedy (Z7, -) je komutativni monoid.

Disledek. Pro libovolné n € N je (Z7, )
komutativni grupa.
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(Z7,-) je komutativni grupa

Fakt: Soucin nesoudélnych prvkd s n je
nesoudelny prvek s n.

Tedy (Z7, -) je komutativni monoid.

DUsledek. Pro libovolné n € N je (Z7, )
Komutativni grupa.

Pro libovolné a € Z, (a,n) = 1 existuji

u,v € Z, (u,n) = 1takova, ze 1 = a-u + n-v. Tedy
1], = lal, - |u], a tfida |u],, je inverznim prvkem
ke trideé [al,,.
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