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Abstrakt

V této kapitole se budeme zabývat počı́tánı́m se
zbytkovými třı́dami.
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V této kapitole se budeme zabývat počı́tánı́m se
zbytkovými třı́dami.

Budeme definovat sčı́tánı́ a násobenı́ zbytkových
třı́d.
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V této kapitole se budeme zabývat počı́tánı́m se
zbytkovými třı́dami.

Budeme definovat sčı́tánı́ a násobenı́ zbytkových
třı́d.

Ukážeme, že zbytkové třı́dy tvořı́ komutativnı́
grupu vzhledem k takto definovanému sčı́tánı́ a
komutativnı́ monoid vzhledem k násobenı́.
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Abstrakt

V této kapitole se budeme zabývat počı́tánı́m se
zbytkovými třı́dami.

Budeme definovat sčı́tánı́ a násobenı́ zbytkových
třı́d.

Ukážeme, že zbytkové třı́dy tvořı́ komutativnı́
grupu vzhledem k takto definovanému sčı́tánı́ a
komutativnı́ monoid vzhledem k násobenı́.

Budeme charakterizovat invertibilnı́ prvky vůči
operaci násobenı́.
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Obsah přednášky

Kongruence a ≡ b (modn) podle modulu n.

Faktorová množina Zn.

Množina zbytkových třı́d a operace na nı́.
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Obsah přednášky

Kongruence a ≡ b (modn) podle modulu n.

Faktorová množina Zn.

Množina zbytkových třı́d a operace na nı́.

(Zn,+) je komutativnı́ grupa.

(Zn, ·) je komutativnı́ monoid.

Invertibilnı́ prvky v (Zn, ·).
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Kongruence podle modulu

Necht’ n ∈ N a necht’ a, b ∈ Z. Řekneme, že čı́sla
a, b jsou kongruentnı́ podle modulu n, jestliže
n | a− b.
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Kongruence podle modulu

Necht’ n ∈ N a necht’ a, b ∈ Z. Řekneme, že čı́sla
a, b jsou kongruentnı́ podle modulu n, jestliže
n | a− b.

Pı́šeme a ≡ b (modn) .

a ≡ b (modn), právě když čı́sla a, b dajı́ po dělenı́
čı́slem n stejný zbytek.
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Relace kongruence

Zvolme čı́slo n ∈ N pevně.
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Relace kongruence

Zvolme čı́slo n ∈ N pevně.

Uvedeným předpisem je definována binárnı́
relace na množině Z, které řı́káme relace
kongruence podle modulu n.

Zbytkové třídy – p.5/15



Relace kongruence
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Tato relace je ekvivalence na Z.
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Relace kongruence

Zvolme čı́slo n ∈ N pevně.

Uvedeným předpisem je definována binárnı́
relace na množině Z, které řı́káme relace
kongruence podle modulu n.

Tato relace je ekvivalence na Z.

Přı́slušnou faktorovou množinu, to znamená roz-

klad množiny Z podle této ekvivalence pak zna-

čı́me Zn.
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Zbytková třı́da podle modulu

Pro každé čı́slo a ∈ Z značı́me [a]n třı́du tohoto
rozkladu obsahujı́cı́ a, takže máme

[a]n = {b ∈ Z | a ≡ b (modn)},

a nazýváme tuto množinu zbytkovou třı́dou
čı́sla a podle modulu n.
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Zbytková třı́da podle modulu

Pro každé čı́slo a ∈ Z značı́me [a]n třı́du tohoto
rozkladu obsahujı́cı́ a, takže máme

[a]n = {b ∈ Z | a ≡ b (modn)},

a nazýváme tuto množinu zbytkovou třı́dou
čı́sla a podle modulu n.
Můžeme pak psát

Zn = {[a]n | a ∈ Z}.
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Zbytková třı́da podle modulu

Pro každé čı́slo a ∈ Z značı́me [a]n třı́du tohoto
rozkladu obsahujı́cı́ a, takže máme

[a]n = {b ∈ Z | a ≡ b (modn)},

a nazýváme tuto množinu zbytkovou třı́dou
čı́sla a podle modulu n.
Můžeme pak psát

Zn = {[a]n | a ∈ Z}.

Někdy též pı́šeme

Zn = {k ∈ Z; k < n} = {0, 1, . . . , n − 1}.
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Vlastnosti zbytkových třı́d

Pro libovolná čı́sla a, b ∈ Z máme

[a]n = [b]n ⇐⇒ a ≡ b (modn).
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Vlastnosti zbytkových třı́d

Pro libovolná čı́sla a, b ∈ Z máme

[a]n = [b]n ⇐⇒ a ≡ b (modn).

Je-li r zbytek po dělenı́ čı́sla a ∈ Z čı́slem n, platı́
n | a− r. Tedy a ≡ r (modn).
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Vlastnosti zbytkových třı́d

Pro libovolná čı́sla a, b ∈ Z máme

[a]n = [b]n ⇐⇒ a ≡ b (modn).

Je-li r zbytek po dělenı́ čı́sla a ∈ Z čı́slem n, platı́
n | a− r. Tedy a ≡ r (modn).

Odtud [a]n= [r]n, r ∈ {0, 1, . . . , n− 1}. Zároveň
pro s, t ∈ {0, 1, . . . , n− 1} splňujı́cı́ s 6= t máme
[s]n ∩ [t]n = ∅.
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Vlastnosti zbytkových třı́d

Pro libovolná čı́sla a, b ∈ Z máme

[a]n = [b]n ⇐⇒ a ≡ b (modn).

Je-li r zbytek po dělenı́ čı́sla a ∈ Z čı́slem n, platı́
n | a− r. Tedy a ≡ r (modn).

Odtud [a]n= [r]n, r ∈ {0, 1, . . . , n− 1}. Zároveň
pro s, t ∈ {0, 1, . . . , n− 1} splňujı́cı́ s 6= t máme
[s]n ∩ [t]n = ∅.
Celkem

Zn = {[0]n, [1]n, . . . , [n− 1]n}.
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(Zn,+) je grupoid

Tvrzenı́. Pro libovolné n ∈ N a pro libovolná
a, b, c, d ∈ Z platı́:

[a]n = [c]n & [b]n = [d]n =⇒ [a+ b]n = [c+ d]n.

Zbytkové třídy – p.8/15



(Zn,+) je grupoid

Tvrzenı́. Pro libovolné n ∈ N a pro libovolná
a, b, c, d ∈ Z platı́:

[a]n = [c]n & [b]n = [d]n =⇒ [a+ b]n = [c+ d]n.

Na faktorové množině Zn lze korektně definovat
binárnı́ operaci +. Pro a, b ∈ Z klademe

[a]n + [b]n = [a+ b]n.
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(Zn,+) je grupoid

Tvrzenı́. Pro libovolné n ∈ N a pro libovolná
a, b, c, d ∈ Z platı́:

[a]n = [c]n & [b]n = [d]n =⇒ [a+ b]n = [c+ d]n.

Na faktorové množině Zn lze korektně definovat
binárnı́ operaci +. Pro a, b ∈ Z klademe

[a]n + [b]n = [a+ b]n.

[a]n + [b]n je zbytková třı́da [r]n, kde r je zbytek po

dělenı́ součtu a+ b čı́slem n.
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Sčı́tánı́ v Z5

+ 0 1 2 3 4
0 0 1 2 3 4
1 1 2 3 4 0
2 2 3 4 0 1
3 3 4 0 1 2
4 4 0 1 2 3

Tabulka sčı́tánı́ v Z5.
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(Zn,+) je komutativnı́ grupa

Věta. Pro libovolné n ∈ N je (Zn,+) komutativnı́
grupa.
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Věta. Pro libovolné n ∈ N je (Zn,+) komutativnı́
grupa.

+ na Zn je asociativnı́ a komutativnı́.

Zbytkové třídy – p.10/15



(Zn,+) je komutativnı́ grupa

Věta. Pro libovolné n ∈ N je (Zn,+) komutativnı́
grupa.

+ na Zn je asociativnı́ a komutativnı́.

zbytková třı́da [0]n je jednotkovým prvkem
vzhledem k operaci +.
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(Zn,+) je komutativnı́ grupa

Věta. Pro libovolné n ∈ N je (Zn,+) komutativnı́
grupa.

+ na Zn je asociativnı́ a komutativnı́.

zbytková třı́da [0]n je jednotkovým prvkem
vzhledem k operaci +.

Pro libovolné a ∈ Z je třı́da [−a]n inverznı́m
prvkem ke třı́dě [a]n.

Zbytkové třídy – p.10/15



(Zn, ·) je grupoid

Tvrzenı́. Pro libovolné n ∈ N a pro libovolná
a, b, c, d ∈ Z platı́:

[a]n = [c]n & [b]n = [d]n =⇒ [a·b]n = [c·d]n.
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(Zn, ·) je grupoid

Tvrzenı́. Pro libovolné n ∈ N a pro libovolná
a, b, c, d ∈ Z platı́:

[a]n = [c]n & [b]n = [d]n =⇒ [a·b]n = [c·d]n.

Na faktorové množině Zn lze korektně definovat
také binárnı́ operaci ·. Pro a, b ∈ Z klademe

[a]n · [b]n = [a·b]n.
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(Zn, ·) je grupoid

Tvrzenı́. Pro libovolné n ∈ N a pro libovolná
a, b, c, d ∈ Z platı́:

[a]n = [c]n & [b]n = [d]n =⇒ [a·b]n = [c·d]n.

Na faktorové množině Zn lze korektně definovat
také binárnı́ operaci ·. Pro a, b ∈ Z klademe

[a]n · [b]n = [a·b]n.

[a]n · [b]n je zbytková třı́da [r]n, kde r je zbytek po
dělenı́ součinu a·b čı́slem n.
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Násobenı́ v Z5.

· 0 1 2 3 4
0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4
2 0 2 4 1 3
3 0 3 1 4 2
4 0 4 3 2 1

Tabulka násobenı́ v Z5.
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(Zn, ·) je komutativnı́ monoid

Věta. Pro libovolné n ∈ N je (Zn, ·) komutativnı́
monoid.
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(Zn, ·) je komutativnı́ monoid

Věta. Pro libovolné n ∈ N je (Zn, ·) komutativnı́
monoid.

· na Zn je asociativnı́ a komutativnı́.
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(Zn, ·) je komutativnı́ monoid

Věta. Pro libovolné n ∈ N je (Zn, ·) komutativnı́
monoid.

· na Zn je asociativnı́ a komutativnı́.

zbytková třı́da [1]n je jednotkovým prvkem
vzhledem k operaci ·.
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Inverznı́ prvky v (Zn, ·)

Věta. Necht’ n ∈ N a necht’ a ∈ Z. Pak zbytková
třı́da [a]n má inverznı́ prvek v monoidu (Zn, ·)
právě tehdy, když (a, n)= 1, to jest právě tehdy,
když čı́sla a, n jsou nesoudělná.
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Inverznı́ prvky v (Zn, ·)

Věta. Necht’ n ∈ N a necht’ a ∈ Z. Pak zbytková
třı́da [a]n má inverznı́ prvek v monoidu (Zn, ·)
právě tehdy, když (a, n)= 1, to jest právě tehdy,
když čı́sla a, n jsou nesoudělná.

Pro libovolné n ∈ N položme

Z
#
n
= {[a]n | a ∈ Z, (a, n)= 1}.
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Inverznı́ prvky v (Zn, ·)

Věta. Necht’ n ∈ N a necht’ a ∈ Z. Pak zbytková
třı́da [a]n má inverznı́ prvek v monoidu (Zn, ·)
právě tehdy, když (a, n)= 1, to jest právě tehdy,
když čı́sla a, n jsou nesoudělná.

Pro libovolné n ∈ N položme

Z
#
n
= {[a]n | a ∈ Z, (a, n)= 1}.

Z
#
n

je právě množinou všech invertibilnı́ch prvků
monoidu (Zn, ·).
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(Z#n , ·) je komutativnı́ grupa

Fakt: Součin nesoudělných prvků s n je
nesoudělný prvek s n.
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(Z#n , ·) je komutativnı́ grupa

Fakt: Součin nesoudělných prvků s n je
nesoudělný prvek s n.
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(Z#n , ·) je komutativnı́ grupa

Fakt: Součin nesoudělných prvků s n je
nesoudělný prvek s n.

Tedy (Z#
n
, ·) je komutativnı́ monoid.

Důsledek. Pro libovolné n ∈ N je (Z#
n
, ·)

komutativnı́ grupa.
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(Z#n , ·) je komutativnı́ grupa

Fakt: Součin nesoudělných prvků s n je
nesoudělný prvek s n.

Tedy (Z#
n
, ·) je komutativnı́ monoid.

Důsledek. Pro libovolné n ∈ N je (Z#
n
, ·)

komutativnı́ grupa.

Pro libovolné a ∈ Z, (a, n) = 1 existujı́
u, v ∈ Z, (u, n) = 1 taková, že 1 = a·u+ n·v. Tedy
[1]n = [a]n · [u]n a třı́da [u]n je inverznı́m prvkem
ke třı́dě [a]n.
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