Vlastnosti celych cisel

Pracujeme s mnozinou
N=1{1,2,3,...}
vSech prirozenych ¢isel a s mnozinou
Z=4..,-2,-1,0,1,2,...}

vSech celych ¢isel. Rekneme, ze ¢islo a € Z déli ¢islo b € Z,
jestlize existuje ¢islo z € Z takové, ze b = a-z. Pak rovnéz ri-
kame, ze ¢islo a je délitel Cisla b, a piSeme a |b. Z této definice
pro ¢islo 0 plyne, ze a|0 pro kazdé a € Z a ze 0|b kdyz a jen
kdyz b = 0. Zakladni vlastnosti je véta o déleni celych cisel se
zbytkem:

Véta. Necht a € Z, b € N. Pak existuji ¢, € Z spliujici
a=bq+r, 0<r<hb.

Pritom c¢isla ¢, r jsou urcena jednoznacné.

Poznamka. Cislo g se potom nazyva podil a ¢&islo r zbytek
po déleni ¢isla a cislem b.

Dukaz. Dokazeme existenci ¢isel g, r. Uvazme mnozinu
M={zeZ| bz <a}.

Pak M # (), ponévadz 0 € M pokud a > 0 a a € M pokud
a < 0. Dale mnozina M je zifejmé shora omezend, takze obsahuje
nejvétsi prvek, ktery oznacime g. Dale polozime r = a — b-q. Pak
ovSem a = b-q+r a ukdzeme, ze plati také 0 < r < b. Nerovnost
0 < r plyne z toho, ze b-q < a. Déle z definice Cisla ¢ plyne, ze
b-(g+ 1) > a, takze b > a — b-q, ¢ili b > r.

Dokézeme jednoznacnost ¢isel g,r. Necht ¢,¢’,r, " € Z jsou
¢isla spliujici a = bg+r, 0 <r <b,a=0bq¢ +71,0 <r <b.
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Predpokladejme naprikld, ze r < r’. Pak odec¢tenim uvedenych
rovnosti dostdvame 0 = b-(¢—¢')+r —r/, Cilir' —r = b-(¢—¢'),
kde ovsem 0 < 7' — r < b. Odtud plyne, Ze nutné¢ ¢ — ¢ = 0,
a tedy také ' —r = 0. Takze ¢ = ¢’ a r = r/, ¢imZ je ovérena
jednoznacnost g, r.

Cislo ¢ € Z se nazyva spole¢ny délitel ¢isel a, b € 7Z, jestlize
cla a také c|b. Cislo d € Z, které je spolecnym délitelem ¢isel
a,b a které je pritom nejvétsim c¢islem s touto vlastnosti, se na-
zyva nejvétsi spolecny délitel cisel a,b. Je-li a # 0 nebo
b # 0, pak tento nejvétsi spolecny délitel d cisel a,b existuje,
pritom d € N, a znadi se (a,b). Je-li a = b = 0, pak nejvétsi
spolecny délitel cisel a, b podle dané definice neexistuje.

Je zndma metoda pro nalezeni nejvétsiho spolecného délitele
(a,b) dvou ¢isel a, b € N, nazyvana Euklidav algoritmus. Pro-
vadi se postupné nasledujici déléni se zbytkem podle predchozi
véty. To znamena, ze se hledaji ¢isla qg, g1, - - -, @n, g1 € NU{0}
ary,riy,.--., n € N takova, ze plati:

a=>bqy+ry, 0<ry<hb,
b=roq+ry, 0<r <ry,
ro =112 + 12, 0 <710 <1y,
rr=roqz+r3, 0<r3<ry,

Tp—2 = Tp_1'qn + Tn, 0 S Tn < Tp-1,
Tn—1=Tnqn+1.

Posledni déleni je tedy vlastné tvaru r,_1 = r,-gue1 + rna1, kde
ale r,o1 = 0. Ponévadz b > r9g > r;1 > r9 > ..., musi tato
posloupnost déleni opravdu skoncit timto zpiisobem, coz zna-
mena, ze budto jiz 7o = 0 pokud b|a, anebo skutecné existuje
n € NU{0} takové, ze r,+1 = 0. Jestlize ovsem ry = 0, polozme
n = —1 a oznacme jesté r_; = b. Pak mame nasledujici fakt:
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Véta. Necht a,b € N. Pak pri oznaceni z predchoziho textu
plati (a,b) = r,.

Dukaz. Postupujeme-li v predchozim schematu zdola na-
horu, postupné krok za krokem odtud plyne r,|r,—1, 7 |rn—2,. . .,
rnlre, Tolri, Tolro, Tal b, ra| a, takze r, je spoleénym délitelem ¢i-
sel a,b. Necht naopak ¢ € Z je spole¢nym délitelem cisel a, b.
Postupujeme-li v predchozim schematu naopak shora doli, pak
z toho, Ze c|a, c|b, podobnym zpisobem postupné dostavame
clro, c|r1, clra, ..., c|rn_a, c|rn_1, c|r,. Takze r, = c-z pro jisté
z € Z. Ponévadz r, > 0, plyne odtud r, > c. To znamena, ze r,
je nejvétsim spolecnym délitelem cisel a, b.

Disledkem této véty je nasledujici Bezoutova rovnost:

Véta. Pro libovolna a,b € Z takova, ze a # 0 nebo b # 0,
existuji u, v € Z takova, ze (a,b) = a-u + b-v.

Dikaz. Jelia = 0 pak b # 0, (a,b) = |b| a tvrzeni je
ziejmé. Je-li b = 0 pak podobné a # 0, (a,b) = |a| a tvrzeni je
rovnéz ziejmé. Ponévadz dale plati (a, b) = (|al, |b]), staci tvrzeni
dokazat uz jen pro a,b € N. Je-li zde b | a, pak ovSsem (a,b) = b a
tvrzeni je opét ziejmé. Predpokladejme tedy dale navic, ze b fa,
a prepisSme vSechny rovnosti v predchozim schematu Fuklidova
algoritmu vyjma posledni néasledovné:

ro=a— b'QO)
r1=b—ro-qi,
reo =Ty —T1-4q2,

r3 =Ty —T2qs,

'n =Tp—2 —Tp—1qn.

Ponévadz b f a, mame zde prinejmensim prvni uvedenou rovnost.
OznaCme jesté r_y = b a r_y = a. Zpétnou indukci pro kazdé
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t=n—1,n-2,...,1,0,—1 ukdzeme, ze existuji u;, v; € Z takova,
ze r, = ri_1-u; + r;-v;. Pro 1 = n — 1 to ihned plyne z posledni
z vySe uvedenych rovnosti. Necht nyni i € {n—2,...,1,0,—1}.
Pak rovnost pro r; 1 v predchozim systému ma tvar r; 1 = r;_1—
r;*qi+1. Podle indukéniho predpokladu pro ¢ + 1 mame r, =
Ti*Wi+1+Tit1:Vi+1 Pro jistad uit1, viy1 € Z. Dosazenim z predchozi
rovnosti odtud dostavame r, = r;-u;r1 + (ric1 — 7°Giv1) Vip1 =
Ti—1'Vi+1 + ri-(Uir1 — @i+1-vi41). Tim je proveden indukéni krok
a dikaz indukci je hotov. Pro ¢ = —1 odtud plyne dokazované
tvrzeni, ponévadz r_o =a, r_1 =b a r, = (a,b).

Dtisledek. Necht a,b € Z, a # 0 nebo b # 0. Pak ¢islod € N
je nejvétsim spoleénym délitelem cisel a, b, pravé kdyz d|a, d | b
a je splnéna podminka, ze pro kazdé cislo e € N s vlastnosti, ze
el|a, e|b, plati e|d.

Poznamka. Uvedené pozadavky lze chapat jako alternativni
definici pojmu nejvétsiho spolecného délitele ¢isel a, b, kterd pro
a # 0 nebo b # 0 splyva s definici predchozi. Navic tyto pod-
minky se nezméni, zaménime-li v nich mnozinu N mnozinou
NU{0}. V tom pfipadé ale obdrzime definici, kterd urcuje nejvét-
siho spolec¢ného délitele i proa = b = 0, a to takovym zpiisobem,
ze (0,0) = 0.

Dukaz. Necht d € N je nejvétsi spolecny délitel cisel a, b a
necht e € N je néjakym spolecnym délitelem cisel a, b. Pak podle
predchozi véty existuji u,v € Z takova ze d = a-u + b-v. Dale
ela, e|b, takze existuji z,y € Z takova, ze a = e-x, b = e-y.
Odtud vyplyva, ze d = e-z-u + e-y-v, coz ukazuje, ze e | d.

Necht naopak d € N je spolecny délitel cisel a, b takovy, ze pro
kazdy spolecny délitel e € N téchto cisel plati e | d. Pak rovnéz
pro kazdy spoleény délitel f € Z téchto Cisel plati f|d, cili
existuje g € Z takové, ze d = f-g. Odtud ovSem plyne, ze f < d,
coz ukazuje, ze d je nejvetsim spolecnym délitelem cisel a, b.



Rekneme, ze ¢isla a, b € Z jsou nesoudélna, jestlize (a, b) = 1.

Dusledek. Jestlize pro ¢isla a, b, c € Z plati a | b-c a soucasné
(a,b) = 1, pak odtud plyne a | c.

Dikaz. Jestlize (a,b) = 1, pak podle predchozi véty existuji
u,v € 7Z takova, ze 1 = a-u + b-v. Odtud vynasobenim cislem c
dostavame ¢ = a-c-u + b-c-v. Jestlize tedy a | b-c, plyne odtud, Ze
alc.

Prirozené cislo p > 2 se nazyva prvocislo, jestlize priroze-
nymi ¢isly, kterd jsou jeho déliteli, jsou pouze cisla 1 a p.

Véta. Pro kazdé prirozené ¢islo a > 2 plati, ze budto a je
prvocislo, anebo a je mozno rozlozit na soucin prvocisel, pricemz
tento rozklad je jediny az na poradi Ciniteld.

Dikaz. Fakt, ze kazdé prirozené ¢islo a > 2 bud je prvocis-
lem nebo ho lze rozlozit na soucin prvocisel, dokazeme indukci
vzhledem k velikosti éisla a. Cislo a = 2 je prvocislo. Necht tedy
a > 2. Je-li a prvocislo, neni co dokazovat. Neni-li a prvocislo,
pak ma prirozeného délitele b takového, ze 1 < b < a. Tedy lze
psat a = b-c pro jisté prirozené cCislo ¢ takové, ze 1 < ¢ < a.
Podle indukéniho predpokladu pak pro kazdé z cisel b, ¢ plati,
ze jde bud o prvocislo nebo o ¢islo, které lze rozlozit na soucin
prvocisel. Pak ovSem také c¢islo a = b-c lze rozlozit na soucin
prvocisel.

Dokazeme jednoznacnost tohoto rozkladu. Predpokladejme,
7€ a =Dpi...Pn = q--...Qk, kde p1,...,Pn,q1,-..,qr JSOU PI-
vocisla. Dokazeme, ze v rovnosti pi-...p, = q1-...-qr stoji na
obou stranach stejni cinitelé, pripadné v odlisSném poradi. Po-
stupujeme indukci vzhledem k poctu n cinitel v prvnim sou-
¢inu. Je-li n = 1, je tam jedno prvocislo, coz znamena, ze také
qi--..-qx je prvocislo, takze k = 1 a p; = ¢q;. Necht tedy n > 1.
Pak z uvedené rovnosti plyne, ze pi|q;-...-qx. Vicendsobnym



pouzitim predchoziho disledku odtud odvodime, Ze pi|g; plati
alespont pro jeden index i € {1,..., k}. Skutecné, pokud p1|q,
jsme hotovi. Pokud ovsem k& > 1 a p;fq1, pak (p1,q1) = 1,
nebot p; je prvocislo. Pak ale z predchoziho dtsledku plyne,
ze p1lge- - . . -qx. Nyni pokud p1|ge, jsme opét hotovi. Pokud ale
k > 2 a p1[qa, pak (p1,q2) = 1 a opét z predchoziho disledku
plyne, Ze p1|qs- . . . -qx. Postupujeme-li takto dale, pak budto jed-
nou narazime na i € {1,..., k— 1} takové, ze p1|q;, anebo v po-
slednim kroku zjistime, ze p1|q;. Existuje tedy i € {1,...,k} ta-
kové, Ze pi1|q;. Ponévadz ¢; je prvocislo, znamena to, ze p; = ¢;.
Vydélime-li nyni shora vedenou rovnost timto prvocislem, do-
staneme rovnost ps-... P, = q1-...¢i—1°¢i+1- - - - *qx. Nyni podle
indukc¢niho predpokladu oba tyto souciny obsahuji stejné cCini-
tele, mozna v nestejném poradi. To potvrzuje dokazovanou jed-
noznacnost.

Dusledek. Existuje nekonecné mnoho prvocisel.

Dikaz. Pripustme, Ze existuje pouze kone¢né mnoho pr-
vocisel p1,ps,...,p,. Uvazme cislo a = py-po-...-p, + 1. Podle
predchozi véty cislo a je mozno rozlozit na soucin prvocisel. Od-
tud zejména plyne, Ze existuje prvocislo ¢ takové, ze ¢ | a. Ovsem
pro kazdé ¢ = 1,2,...,n mame p; fa, nebot v opa¢ném piipadé
bychom méli p; | 1, coz neni mozné. To znamen4, Ze q je prvocislo
takové, ze q # p; pro vsechna i = 1,2,...,n, coz dava spor.



