Pologrupy, monoidy, grupy

Bud G mnozina. Uvazme libovolné zobrazeni kartézské mocniny
G x G do G. O takovém zobrazeni rikame, ze je to binarni ope-
race na mnoziné G. Je-li takova binarni operace pevné zadana,
pak jsou-li a,b € G libovolné prvky a je-li prvek ¢ € G obrazem
usporadané dvojice (a,b) pfi tomto zobrazeni, piseme to zpra-
vidla ve tvaru ¢ = a - b a mluvime o binarni operaci -. Podle
okolnosti uzivame pro oznaceni binarnich operaci i jiné zavedené
symboly, napriklad +, *, o a podobné.

Je-li na mnoziné G zadana binarni operace -, pak rikame, ze
jde o grupoid a zapisujeme ho jako dvojici (G, -).

Priklady. Dvojice (N, +), (N, ), (Z,+), (Z, =), (Z, ), (Q, +),
(Q,—), (Q), (Q— {0},:), kde +, —, -, : jsou obvyklé operace
sCitani, odecitani, nasobeni a déleni v ramci ¢iselnych mnozin,
jsou grupoidy.

Bud A libovolna mnozina a bud P(A) potenéni mnozina mno-
ziny A. Pak dvojice (P(A),U), (P(A),N), (P(A),—), kde U, N
a — jsou obvyklé operace sjednoceni, pruniku a rozdilu mnozin,
jsou grupoidy.

Pro libovolnou mnozinu X jsme symbolem X< oznad¢ili mno-
zinu v8ech zobrazeni mnoziny X do X a symbolem o jsme znacili
skladani zobrazeni. Pak dvojice (X, 0) je grupoid.

Necht (G, -) je grupoid. Je-li pro kazda a, b, c € G splnéno
a-(b-c)=1(a-b)-c,

pak o operaci - fikame, Ze je to asociativni operace, a 0 grupo-
idu (G, -) mluvime jako o asociativnim grupoidu, anebo casté&ji
rikame, ze (G, ) je pologrupa.

Necht znovu (G, -) je grupoid. Je-li pro kazda a,b € G splnéno

a-b=>-aqa,
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pak o operaci - fikame, Ze je to komutativni operace, a o grupo-
idu (G, -) mluvime jako o komutativnim grupoidu.

Tvrzeni. Bud (G, ) pologrupa. Pak pro libovolné prirozené
¢islo n a pro libovolna aq, as, . . ., a, € G vysledek soucinu prvki
ai,as,...,a, v dané pologrupé v uvedeném poradi nezavisi na
jejich uzavorkovani.

Poznamka. Proto pak takovy soucin zapisujeme ve tvaru
ap-ag - ... - Qp.

Dukaz. Postupujeme indukci vzhledem k n. Pron =1 a
n = 2 neni co dokazovat a pro n = 3 je tento fakt dan asociati-
vitou operace -. Necht dale n > 3. Predpokladejme, Ze tvrzeni
plati pro vsechny hodnoty 1,2,3,...,n — 1 a dokazme, ze pak
plati také pro n. Zvolme libovolné uzavorkovani soucinu prvka
ai, as,...,a, v tomto poradi a oznacme a vysledek tohoto sou-
¢inu. Pak existuje k € {1,2,3,...,n—1} takové, Ze a = b-¢, kde
b je soucin prvkil ai,ae,...,ar a c je soucin prvki agyq,...,n,
oboji pri jistych uzavorkovanich uvedenych prvka. Ovsem podle
indukéniho predpokladu soucin prvki aq,as, ..., a; nezavisi na
zpusobu uzavorkovani, takze lze psat b = a; - d, kde d je soucin
prvkil as, ..., a; pri néjakém uzavorkovani. Vzhledem k asocia-
tivité operace - pak mizeme psat a = (a1-d)-c=a;-(d-c), kde
d-c je soucinem prvki as, . .., a, pri jistém uzavorkovani. Ovsem
opét podle indukcéniho predpokladu vysledek tohoto soucinu zase
nezavisi na zpusobu uzdvorkovani. Mame tedy a = a; - (d - ¢),
kde prvek d-c nijak nezavisi na ptivodné zvoleném uzavorkovani
soucinu prvki aq, as, ..., a,. Tim je tvrzeni dokazano.

Podobné jednoduse lze dokéazat také nasledujici fakt.

Tvrzeni. Bud (G, ) komutativni pologrupa. Pak pro libo-

volné prirozené cislo n a pro libovolna ay,as,...,a, € G vy-
sledek soucinu prvki aq,as, ..., a, nezavisi na jejich poradi ani
uzavorkovani.



Necht (G, ) je grupoid. Prvek e € G se nazyva neutralni
prvek nebo téz jednotkovy prvek grupoidu (G,-), je-li pro
kazdy prvek a € G splnéno

eE-a=a—=—a-e.

Tvrzeni. V libovolném grupoidu (G, -) existuje nejvyse je-
den jednotkovy prvek.

Dikaz. Necht e, f € G jsou jednotkové prvky grupoidu
(G, ). Pak dostavame

€:€'f:f,

kde prvni rovnost plyne z toho, ze f jednotkovy prvek, a druha
rovnost plyne z toho, Ze e je jednotkovy prvek. Takze e = f.

Z uvedeného tvrzeni plyne, ze ma-li grupoid jednotkovy pr-
vek, je tento prvek jednoznacné urcen. Proto se pro n€¢j mnohdy
pouziva specialni symbol, zpravidla je to symbol 1.

Je-li (G, -) pologrupa, ktera obsahuje jednotkovy prvek 1, fi-
kdme, Ze (G,-) je monoid.

Piiklady. Dvojice (N,:), (Z,4), (Z,-), (Q,+), (Q,-) jsou
komutativni monoidy.

Bud opét A libovoln4 mnozina a bud P(A) poten¢ni mnozina
mnoziny A. Pak dvojice (P(A),U), resp. (P(A),N) jsou komu-
tativni monoidy, v nichZ neutralnimi prvky jsou podmnoziny 0,
resp. A.

Zmovu zopakujme, ze pro libovolnou mnozinu X jsme sym-
bolem X ozna¢ili mnozinu véech zobrazeni mnoziny X do X a
symbolem o jsme zna¢ili sklddani zobrazeni. Pak dvojice (X*, o)
je monoid, nebot skladani zobrazeni je asociativni operace na
mnoziné X~ a identické zobrazeni idy zde hraje roli jednotko-
vého prvku. Tento monoid obecné neni komutativni.



Necht (G, -) je grupoid s jednotkovym prvkem 1. Jestlize pro
nektery prvek a € G existuje prvek b € G takovy, ze plati

a-b=1=0b-a,

pak prvek a se nazyva invertibilni prvek grupoidu (G,-) a
prvek b se nazyva inverzni prvek k prvku a v tomto grupoidu.

Tvrzeni. V libovolném monoidu (G, ) existuje ke kazdému
prvku a € G nejvyse jeden inverzni prvek.

Diikaz. Ozna¢me 1 jednotkovy prvek monoidu (G, -). Necht
b,c € GG jsou inverzni prvky k danému prvku a € G, takze plati
a-b=1=b-a a a-c=1=c-a. Pak mame

b=b-1=b-(a-c)=(b-a)-c=1-c=c,
takze b = c.

Z uvedeného tvrzeni plyne, Ze existuje-li v monoidu (G, )
k prvku a € G inverzni prvek, je tento prvek jediny a mizeme
pro néj proto uzit zvlastni oznaceni. Zpravidla se tento inverzni
prvek znaé¢i symbolem a~!.

Tvrzeni. Necht (G, -) je monoid a necht 1 je jeho jednotkovy
prvek. Necht n je prirozené cislo a necht a,ai,a9,...,a, € G
jsou libovolné invertibilni prvky monoidu (G, ). Pak 1, a™! a

ai-as- ... -a, jsou rovnéz invertibilni prvky a plati rovnosti
171 =1
(a_l)_l = a,
-1 -1 -1 -1
(@p-ag- ... ay)  =a, ... a3 -aj .

Dukaz. Toto tvrzeni plyne z jiz dokdzané jednoznacnosti
inverznich prvka a z fakti, Ze 1 je inverznim prvkem k 1, a je
inverznim prvkem k a=! a a;'-...-ay'-a;! je o¢ividné inverznim

prvkem k aq -as - ... - ay,.



Nyni mizeme definovat tstfedni pojem této kapitoly. Monoid
(G, ), v némz ke kazdému prvku existuje prvek inverzni, to zna-
mend monoid, jehoz vSechny prvky jsou invertibilni, se nazyva
grupa.

Priklady. Dvojice (Z,+), (Q,+), (Q — {0}, ) jsou komuta-
tivni grupy.

Bud jesté jednou A libovolnd mnozina a bud P(A) potencni
mnozina mnoziny A. Definujeme na mnoziné P(A) bindrni ope-
raci + symetrické diference nasledujicim predpisem. Pro li-
bovolné dvé podmnoziny B,C C A klademe

B+C=(BUC)—(BNC)=(B—C)U(C - B).

Lze se presvédcit o tom, Ze tato operace je asociativni na P(A)
a ze dvojice (P(A),+) je komutativni grupa, nebot jednotko-
vym prvkem je zde prazdnd podmnozina () a kazdd podmnozina
B C A je zde inverznim prvkem sama k sobé.

Vezmeéme opét libovolnou mnozinu X a uvazujme dale libo-
volné bijekce f : X — X. Takovym bijekcim jsme v minulé
kapitole rikali permutace mnoziny X. Mnozinu vSech permutaci
mnoziny X jsme oznacili S(X). Pak sklddani zobrazeni o je ope-
raci téz na mnoziné S(X), takze dvojice (S(X), o) je monoid, a
je to dokonce grupa, nebot pro kazdou permutaci f : X — X
je inverzni zobrazeni f~!: X — X permutaci, ktera je k ni in-
verznim prvkem. Uvedenda grupa se nazyva grupa permutaci
mnoziny X. Jde o grupu, kterd obecné neni komutativni.

Z posledniho tvrzeni této kapitoly bezprostredné plyne jesté
nasledujici fakt.

Disledek. Necht (G, ) je monoid a necht H C G je mnozina,
vSech invertibilnich prvkd monoidu (G, -). Pak mnozina H je
uzaviena vzhledem k operaci -, cili tato operace je operaci i na
mnoziné H, a pritom dvojice (H,-) je grupa.
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