Podgrupy a homomorfismy grup

Necht (G, -) je grupa s jednotkovym prvkem 1 a necht H C G
je podmnozina spliiujici nasledujici tfi podminky:

(Va,b € H)(a-be H),
1eH,
(Va € H)(a™! € H).

Pak fikame, ze H je podgrupa grupy (G, -). Divodem pro tuto
terminologii je fakt plynouci primo z uvedenych podminek, ze
potom totiz mnozina H je uzaviend vzhledem k operaci -, cili -
zustava operaci, i kdyz ji zzime jenom na mnozinu H, a pritom
dvojice (H,-) je opét grupa.

Pro kazdou grupu (G, -) jsou podmnoziny {1} a G mnoziny
G podgrupami grupy (G, -). Kromé nich ovSem mize mit grupa
(G,-) mnozstvi dalsich podgrup. Priklady budou néasledovat.
Podgrupy H C G grupy (G, ) splaujici H # G se nazyvaji
vlastni podgrupy grupy (G, -).

Priklady. Mnozina Z vsech celych cisel je podgrupou v grupé
(Q, +). Podobné mnozina Q — {0} vSech nenulovych racionél-
nich ¢isel je podgrupou v grupé (R— {0}, -). Rovnéz mnozina R*
vSech kladnych redlnych ¢isel je podgrupou v grupé (R— {0}, -).

V kapitole o permutacich jsme zavedli mnozinu S(X) vSech
permutaci dané mnoziny X a v kapitole o grupach jsme vidéli,
ze spolu se sklddanim zobrazeni o tak vznikd grupa (S(X), o),
nazyvana grupa permutaci mnoziny X. Budeme dale opét pra-
covat pouze s koneénymi mnozinami tvaru X = {1,2,...,n},
kde n je prirozené cislo. Pak stejné jako v kapitole o permu-
tacich misto S(X) budeme psat S,. Vzika tak grupa (S,,0°),
ktera se nazyva symetricka grupa stupné n. Dale jsme v kapi-
tole o permutacich oznacili A,, mnozinu vsech sudych permutaci



mnoziny X = {1,2,...,n}. Potom z posledniho disledku v ci-
tované kapitole plyne, ze A, je podgrupa v grupé (S,,o). To
znamend, ze pak také (A,,o) je grupa. Tato grupa se nazyva
alternujici grupa stupné n.

Necht (G,-) a (H,*) jsou dvé grupy a necht f : G — H je
zobrazeni. Rekneme, 7e f je homomorfismus grupy (G,-) do
grupy (H, x), je-li splnéna podminka

(Va,b € G)(f(a-b) = f(a) * (b))-

Tvrzeni. Jsou-li (G, ), resp. (H, %) grupy majici jednotkové
prvky 1, resp. 1 a je-li f: G — H homomorfismus grupy (G, -)
do grupy (H, ), pak jsou rovnéz splnény podminky

f)=1 a (Ya€G)(f(a™)=f(a)™).

Dikaz. Mame f(1) * f(1) = f(1- ) f(1), odkud plyne
= (1)« S0 = F(1)+ S0+ S0 = £(1) £ 2 = f(1)
DaleprokazdeaEGmamef( )x fla™l) = fla-a™t) = f(1) =
1=f(1)=f(ata)=flat)* (a) takze f(a™!) je inverznim
prvkem k prvku f(a), a tedy f(a™!) = f(a)™L.

Priklady. Vezmeéme libovolné n € N a uvazme zobrazeni
h: 7Z — 7Z, dané pro kazdé a € Z predpisem h(a) = [a],. Pak
zobrazeni h je homomorfismus grupy (Z,+) do grupy (Z,, +),
nebot pro libovolna a,b € Z mame [a + b],, = [a],, + [b]n.

Necht opét n € N je libovolné ¢islo. V kapitole o permutacich
jsme pro kazdou permutaci o € S,, definovali jeji paritu p(o) a
v poslednim disledku této kapitoly jsme vidéli, ze pro kterékoliv
dvé permutace o, 7 € S, plati p(co7) = p(0)-p(7). To znamena,
ze zobrazeni p : S, — Q — {0} prifazujici kazdé permutaci
o € S, jeji paritu p(o) je homomorfismus grupy (S, o) do grupy

(Q—{0},-).



Tvrzeni. Necht (G,-), (H,*) a (K,e) jsou grupy a necht
f: G — H,resp. g: H— K jsou homomorfismy grupy (G, -)
do grupy (H, ), resp. grupy (H, *) do grupy (K, e). Pak slozené
zobrazeni go f : G — K je homomorfismus grupy (G,-) do
grupy (K e).

Dukaz. Skutec¢né pak pro libovolna a,b € G mame

(go fila-b) =g(fla-b))=g(f(a) * f(b))
= 9(f(a)) ¢ g(f(b)) = (g © f)(a) e (g f)(D).

Tvrzeni. Necht (G,-)a (H,*) jsougrupy anecht f : G — H
je homomorfismus grupy (G, -) do grupy (H, ). Pak obraz f(G)
pti tomto homomorfismu je podgrupa grupy (H, *).

Dikaz. Necht 1, resp. 1 jsou jednotkové prvky grup (G, ),
resp. (H, ). Necht ¢,d € f(G) jsou libovolné prvky. Pak exis-
tuji prvky a,b € G takové, ze f(a) = ¢ a f(b) = d. Pak
méame ¢ xd = f(a) x f(b) = f(a-b), takze také c x d € f(G).
Déle 1 = f(1), takze téz 1 € f(G). Konecné pro kazdy prvek
c € f(G), c = f(a), kde a € G, madme ¢! = f(a)™! = f(a™1),
takze rovnéz ¢! € f(G). Je tedy f(G) podgrupa grupy (H, ).

Necht (G, -) a (H,*) jsou grupy a necht f : G — H je zobra-
zeni, které je soucasné bijekci mnoziny G' na mnozinu H a také
homomorfismem grupy (G,-) do grupy (H, *). Pak fikdme, zZe
f je izomorfismus grupy (G,-) na grupu (H,*). Nazorné lze
vyznam tohoto pojmu priblizit sdélenim, ze v takovém pripadé
jsou obé grupy (G, -) a (H, %) vlastné jenom kopiemi jedné a téze
grupy. O takovych dvou grupach pak rikame, ze jsou izomorfni.

Priklady. Grupa (Zg,+) ma dva prvky, totiz t¥idy [0]2 a [1]s.
Mnozina ¢isel {—1,1} je zfejmé podgrupou grupy (Q — {0}, ).
Takto dostavame rovnéz dvouprvkovou grupu ({—1, 1}, -). Lze se
piimo presvédcit, Ze zobrazeni mnoziny Zs na mnozinu {—1, 1}



prirazujici t¥idé [0], ¢islo 1 a t¥idé [1]s ¢islo —1 je izomorfismus
grupy (Z2,+) na grupu ({—1,1},").

Zobrazeni log : Rt — R prifazujici kazdému kladnému real-
nému ¢islu z jeho prirozeny logaritmus log(z) je bijekci mnoziny
R* vSech kladnych redlnych ¢isel na mnozinu R vSech redlnych
¢isel a soucasné je to homomorfismus grupy (R",-) na grupu
(R, +), nebot, jak zndmo, pro libovolna kladna redlna ¢isla z, y
plati log(z - y) = log(x) +log(y). Jde tedy o izomorfismus téchto
dvou grup.

Tvrzeni. Jsou-li (G,-) a (H,*) grupy a je-li f: G — H izo-
morfismus téchto grup, pak také inverzni zobrazeni f~!': H — G
je izomorfismem téchto grup.

Dikaz. Skutecné pro libovolna ¢,d € H mame

F(fHexd)) = cxd = f(f ()« f(f71(d)) = f(f (o) f(d)),

nebot f je homomorfismus. Aplikaci inverzniho zobrazeni f~!
na prvni a posledni prvek v této posloupnosti rovnosti pak ob-
drzime, ze f~(c*xd) = f~1(c) - f71(d), coz potvrzuje, ze f~! je
rovnéz homomorfismus.

Necht znovu (G, ) a (H,*) jsou grupy a necht f: G — H
je homomorfismus grupy (G, ) do grupy (H, *). Podle pfedmi-
nulého tvrzeni pak obraz f(G) pfi tomto homomorfismu je pod-
grupa grupy (H, ). Je tedy dvojice (f(G), *) sama grupou. Je-li
navic zobrazeni f prosté, pak lze toto zobrazeni chapat jako bi-
jekci mnoziny G na mnozinu f(G), a tedy jde o izomorfismus

grupy (G,-) na grupu (f(G), *), jez je podgrupou grupy (H, *).
Nyni jsme pripraveni dokazat nasledujici Cayleyho vétu.
Véta. Kazdd grupa (G,-) je izomorfni nékteré podgrupé

grupy permutaci (S(X), o) pro néjakou mnozinu X. Je-li uve-
dend grupa konecnd, miize byt mnozina X také konecna.
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Dikaz. Ke kazdému prvku a € G uvazujme zobrazeni ), :
G — G definované pro kazdé g € G predpisem A,(g) = a-g. Toto
zobrazeni je bijekce, nebot zobrazeni A\, -1 je k nému zobrazenim
inverznim, jelikoz plati Ayo A\, 1 = idg = Ay 10\, nebot a-a! =
1. a. Je tedy zobrazeni )\, permutaci mnoziny G. Nyni

muzeme definovat zobrazeni

1 =a

A G S(G)

tak, ze pro kazdy prvek a polozime A(a) = A,. Abychom dikaz
dokoncili, podle komentare predchazejiciho této vété staci, kdyz
ukazeme, ze A je prosty homomorfismus grupy (G, -) do grupy
(S(G),0). Fakt, ze zobrazeni A je prosté, plyne z toho, ze pro
libovolnd a,b € G rovnost A\, = Ay, ma za dusledek, ze a =
Aa(1) = (1) = b, tedy Ze a = b. Zbyva dokazat, ze A je
homomorfismus, ¢ili ze pro kazda a,b € G mame A(a - b) =
A(a) o A(b), tedy zZe plati

)\a-b = )\a o )\b-

Jde o rovnost zobrazeni, kterou ovérime, kdyz zkontrolujeme,
ze obé zobrazeni prirazuji kazdému prvku z G tentyz prvek.
Vezméme tedy libovolny prvek g € GG. Pak ovSsem mame

Aat(g) =a-b-g=a-X(g) = Aa(M(9)) = (Aa© X)(9)-

Je tedy A prosty homomorfismus, coz znamena, ze grupa (G, -)
je izomorfni podgrupé (A(G), o) grupy (S(G), o).



