Variace a kombinace

Shrneme zakladni poznatky z kombinatoriky. Vychozi kombina-
torickou funkci je faktorial, ktery je pro kazdé ¢islon € NU{0}
definovan predpisem:

| 1 pron = 0,
n! =
1.2.3- ... -(n—1)-n pron > 0.

Dalsi zékladni kombinatorickou funkci je binomicky koefici-
ent, nebo téz kombinaéni ¢islo, definované pro kazda dvé cisla
n,k € NU {0} splaujici k& < n predpisem:

R

Vsimnéme si, ze pak pro libovolné n € N U {0} plati
n n
(6)-()-
a dale pro libovolnd n, k € NU {0} splaujici & < n plati
n\ n
k] \n—-k)°

Nasledujici fakt lze povazovat za rekurentni formuli pro bino-
mické koeficienty.

Tvrzeni. Pro libovolna n, k € N spliujici k£ < n plati
n—1 n—1 n
()= ()= ()
Dtkaz. Postupné dostavame
(n—1>+<n—1>: (n—1)! N (n—1)!
k—1 k (k—Dl(n—k)!  Ekl(n—k—1)

C(n=DN(k4+n—-k) n! _(n
B kl-(n — k)! kl(n—k)! (k) '
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Nasleduje binomicka véta.

Véta. Pro libovolna x,y € R a pro libovolné n € N plati

(z+y)" = zn: (Z) zhy" k.

k=0
Dukaz. Postupujeme indukci vzhledem k n. Pro n = 1 neni

co dokazovat. Necht dale n > 1. Podle induk¢niho predpokladu
pro n — 1 mame

n—1 — n—1 k, n—k—1
(z+y) :Z< L >:13y :

k=0
Odtud pak s vyuzitim predchozi rekurentni formule pro bino-
mické koeficienty dostavame

(z4+y)" =(x+y)" " (z+y)
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n (—l)k n\ 1 pron =0,
P k 0 pron >0.
Diukaz. Pro n = 0 jsou obé rovnosti ziejmé a pro n > 0

plynou z binomické véty v prvnim pripadé proz =y =1 a ve
druhém pripadeé prox = —1 ay = 1.

Obecnéjsi kombinatorickou funkci je polynomicky koefici-
ent. Pro libovolnd ¢ € N a n, ky,...,k € N U {0} spliujici
n = ki + -+ k; je tento koeficient definovan predpisem:

n B n!
ki,....ke) Kkl kg

Néasleduje rekurentni formule pro polynomické koeficienty.

Tvrzeni. Pro libovolnd /e N, ne Naky, ...,k € NU{0}
spliujici n = k1 + - - - 4+ k; plati

n n—1
(kl,...,k) _Z (kl,...,kj_l,kj—1,kj+1,...,kg>’

kde suma je pfes vSechna j = 1,..., ¢ takova, ze k; € N.

Dukaz je veden obdobnym zptisobem jako dikaz vyse uve-
dené rekurentni formule pro binomické koeficienty.

Nasledujici véta je zobecnénim binomické véty.

Véta. Pro libovolné ¢ € N, libovolna z1,...,x, € R a libo-
volné n € N plati

n n 1

kde suma je pres vSechny usporddané (-tice (ki,...,k¢) Cisel
z NU {0} splaujicin = k; + - - + k.



Dukaz je podobny dikazu binomické véty s tim rozdilem, ze
nyni je vyuzita predchozi rekurentni formule pro polynomické
koeficienty.

Disledek. Pro libovolné ¢ € N a libovolné n € NU{0} plati

n n
)3 (klk) =4,

kde suma je pres vSechny usporadané (-tice (ki,..., k) Cisel
z NU {0} splaujicin = k; +--- + k.

Diukaz. Pro n = 0 je tato rovnost zfejma a pro n > 0 plyne
z predchozi véty proxz; =--- =2, = 1.

Necht n, k € N spliuji £ < n a necht S je n-prvkova mnozina.
Pak variace k-té tridy v mnoziné S jsou libovolné usporadané
k-tice

(ay,aq,. .., a)
vzajemneé ruznych prvkid aq,as,...,ar € S. Takovou usporada-
nou k-tici mizeme vnimat také jako prosté zobrazeni mnoziny
{1,...,k} do mnoziny S, které kazdému ¢islu ¢ € {1,...,k}
pritazuje prvek a; € S. Takové zobrazeni je mozno pirehledné
zapsat naptiklad ve tvaru

1 2 ... k
ay az ... Qg .

Tato zobrazeni je ovS§em mozno uvazovat i pro £ = 0, v tom
pripadé se jedna o jediné, totiz prazdné zobrazeni, a v takovém
pripadé je mozno pripustit i n = 0, tedy prazdnou mnozinu S.

Tvrzeni. Necht n,k € N U {0} spliuji ¥ < n. Pak pocet
vSech variaci k-té tridy v n-prvkové mnoziné S je roven cislu
(n—k)!
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Diukaz. Pro k =0 je tvrzeni jasné a pro n, k € N je treba si

uvédomit, ze (nﬁ!k)! =n(n—1)n-2)...-(n—k+1).

Necht n € NU {0}. Pak variace n-té tfidy v n-prvkové mno-
ziné S se nagyvaji permutace mnoziny S.

Disledek. Necht n € NU {0}. Pak pocet vSech permutaci
n-prvkové mnoziny S je roven cislu n!.

Necht dale n € NU{0} a k € N jsou libovolna ¢isla a necht S
je m-prvkovd mnozina. Uvazujeme-li nyni zcela libovolné uspo-
radané k-tice prvkt mnoziny S, tedy libovolné prvky kartéz-
ské mocniny S¥ dostivame variace k-té tiidy v mnoziné S
s opakovanim. Takové usporadané k-tice lze ovsem podobnym
zpusobem jako vySe nyni vnimat jako zcela libovolna zobrazeni
mnoziny {1, ..., k} do mnoziny S. Tato zobrazeni lze ovSem zase
uvazovat i pro £k = 0 a v tom pripadé jde opét o jediné, totiz
prazdné zobrazeni.

Tvrzeni. Necht n,k € NU{0}. Pak pocet vSech variaci k-té
t¥idy v n-prvkové mnoziné S s opakovanim je roven é&islu nk.

Poznamka. Aby toto tvrzeni platilo i pron = k = 0, je
tteba klast 0° = 1.

Necht nyni n, k € NU{0} spliuji k& < n a necht S je n-prvkova
mnozina. Pak kombinace k-té tridy v mnoziné S jsou libo-
volné k-prvkové podmnoziny 7' C S. Poznamenejme, Ze tyto
k-prvkové podmnoziny lze jednoznacné popsat pomoci jejich
tzv. charakteristickych zobrazeni. Jde o libovolna zobrazeni
f 8 —{0,1} splijici podminku ) ¢ f(a) = k. Pritom pod-
mnozina 7' C S je popsana zobrazenim f : S — {0, 1}, které je
dano predpisem:

Va € S)(f(a)=1 <= a€l).



Tvrzeni. Necht n,k € N U {0} spliuji k& < n. Pak pocet
vSech kombinaci k-té tridy v n-prvkové mnoziné S je roven Cislu

(&) = =

Dukaz plyne ihned z predminulého tvrzeni této kapitoly
a z jeho dtsledku. Staci totiz uvazit, kolik existuje permutaci
k-prvkové podmnoziny 7' C S. Tyto permutace nejsou ovsem
ni¢im jinym, nez variacemi k-té tridy v n-prvkové mnozine S.

Necht dale n,k € N U {0} jsou libovolna ¢isla a necht S
je m-prvkovd mnozina. Vedeni predchozim popisem obycejnych
kombinaci k-té tridy v mnoziné S prostrednictvim jejich charak-
teristickych zobrazeni, definujeme nyni kombinace k-té tridy
v mnoziné S s opakovanim jakozto libovolnd zobrazeni
g : S = NU {0} spliayjici podminku >, ¢ g(a) = k. Takové
zobrazeni lze interpretovat jako popis souboru k prvkia vybra-
nych z mnoziny S, v némz se ne€které prvky mohou vyskytovat
opakované. Zminény popis spociva v tom, ze pro kazdy prvek
a € S udava ¢islo g(a) pocet vyskyti prvku a v daném souboru,
tedy v dané kombinaci s opakovanim.

Tvrzeni. Necht n € N a k € NU {0}. Pak pocet vsech
kombinaci k-té tridy v n-prvkové mnoziné S s opakovanim je

(-+5)

Dikaz. Ocislujme prvky mnoziny S, takze mizeme psat
S ={ay,ay,...,a,}. Pak lze kombinace k-té tfidy v mnoziné S
s opakovanim jednoznacné zadavat pomoci posloupnosti nul a
jednicek obsahujicich k jednicek a n — 1 nul nasledujicim zptiso-
bem. Uvazme libovolnou takovou posloupnost. V této posloup-

roven Cislu

nosti jednotlivé nuly rozdéluji jednicky do mn skupin: skupina
pred prvni nulou, skupina mezi prvni a druhou nulou, atd., az
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skupina za posledni nulou. Nékteré tyto skupiny ovsem mohou
byt i prazdné. Prifadme nyni této poslounosti kombinaci k-té
tridy v mnoziné S s opakovanim, ktera obsahuje tolik prvki aq,
kolik je jednicek v prvni skupiné, tolik prvki as, kolik je jednicek
ve druhé skupiné, atd., az nakonec tolik prvki a,, kolik je jed-
nicek v posledni skupiné. Je tedy pocet uvazovanych kombinaci
s opakovanim roven poctu vyse popsanych posloupnosti nul a
jednicek. Zadat takovou posloupnost ovSem znamena urcit, na
kterych k pozicich v této posloupnosti budou stat jednicky. Je
tedy treba zadat podmnozinu obsahujici k pozic z celkového po-
¢tu n+ k — 1 pozic. Podle tvrzeni o poctu obycejnych kombinaci
k-té tridy je tento pocet roven shora uvedenému cislu.

Zavérem necht n € N U {0} a necht ¢ € N. Necht U je
(-prvkovad mnozina. Vypisme ji ve tvaru U = {by,ba,...,bs}.
Uvazme libovolnou kombinaci n-té tfidy v mnoziné U s opa-
kovanim chépanou jako soubor n prvki vybranych z mnoziny
U, v némz se nékteré prvky vyskytuji opakované. Necht ki je
pocet vyskytd prvku by, necht ks je pocet vyskyti prvku b,
atd., az ks je pocet vyskytid prvku b, v tomto souboru. Pak
tedy plati k1 4+ -+ + k¢ = n. V této situaci vznika otazka, ko-
lika navzajem odlisitelnymi zptisoby lze takovy soubor vypsat ve
tvaru posloupnosti prvki. Takovym posloupnostem se pak rika
permutace s opakovanim. Lze je zapisovat také jako uspo-
radané n-tice prvka z U, v nichz se prvek by objevuje ki-krat,
prvek by se objevuje ko-krat, atd., az prvek by se objevuje ks-krat.

Tvrzeni. Necht ¢ € N, necht U = {b,...,b} je ¢-prvkova
mnozina a necht n, k1, ..., k, € NU{0} splwuji k1 +-- -+ k¢ = n.
Pak pocet prislusnych permutaci s opakovanim v mnoziné U je

n B n!
ki,....ke)  kyle ... kg

Dikaz. Lze pouzit indukci vzhledem k ¢. Pro ¢ =1 je toto

roven Cislu

7



tvrzeni zfejmé. Necht tedy dale £ > 1. Vezméme libovolnou per-
mutaci s opakovanim uvazovaného typu v mnoziné U chapa-
nou jako usporddanou n-tici prvki. Vyjmeme-li z ni vSechny
vyskyty prvku by, dostaneme permutaci s opakovanim v mno-
ziné U —{by}. Podle indukéniho predpokladu je pocet takovychto

7 ’ 7 N4 —k e
permutaci s opakovanim roven cislu (kln kf_1>. Pfitom k re-

konstrukci ptivodni permutace s opakovanim je tieba znat, na
kterych k; pozicich v ptivodni usporddané n-tici stal prvek by.
Volbu téchto pozic je podle tvrzeni o poctu kombinaci, tentokrat
ke-té t¥idy v m-prvkové mnoziné, mozno provést (, ) zpusoby.
Odtud plyne, ze pak celkovy pocet vSsech ptivodné uvazovanych
permutaci s opakovanim je roven c¢islu

ny n — ky B n! - (n— k!
k‘g kl,...,kg_l _kg!-(n—kg)! kl!-...-kg_l!

B n! B n
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