Mnoziny

Mnozinou rozumime kazdy soubor urcitych objektti shrnu-
tych v jeden celek. Zminéné objekty pak nazyvame prvky dané
mnoziny. Pojem ,mnozina” je tedy synonymem pojmi typu
,soubor”, . souhrn”, apod.

Tento pohled na mnoziny ma sva uskali; doveden do disledk,
vedl by az k jeviim, které nazyvame paradoxy teorie mnozin.
Ovsem pro vétsinu aplikaci je toto intuitivni chapani mnozin
plné postacujici.

Je-li objekt z prvkem mnoziny A, pisSeme z € A, neni-li tomu
tak, piSeme z ¢ A.

Mnozina je tedy plné urcena svymi prvky. To znamena, ze
dvé mnoziny A, B povazujeme za stejné, praveé kdyz jsou tvoreny
stejnymi prvky. Jinak feceno, klademe A = B pravé kdyz pro
kazdy objekt z plati, ze x je prvkem A tehdy a jen tehdy, kdyz
x je prvkem B. Zapsano formuli, mame

A=B <— (Vz)(r€e A < z € B).

Rekneme, 7e mnozina A je podmnozinou mnoziny B, jestlize
kazdy prvek mnoziny A je prvkem mnoziny B. Pak piseme
A C B a mluvime o inkluzi mnozin. Podrobnéji receno, klade-
me A C B prave kdyz pro kazdy objekt z plati, ze je-li x prvkem
A, pak z je také prvkem B. Zapsano formuli, mame tedy

ACB < (Vz)(r€e A = z € B).
To také znamend, ze mame
A=B < (ACB & BCA).
Je jasné, ze pak pro libovolné mnoziny A, B, C plati

(ACB & BCC) = ACC.
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Poznamenejme jesté, ze misto A C B se nékdy pise také B D A,
a plati-li soucasné A C B a A # B, byva to kratce zapisovano
ve tvaru A C B.

Vyznacnou mnozinou je prazdna mnozina, tedy mnozina,
kterd neobsahuje zaddny prvek. Znacime ji (). V této souvislosti
dodejme, zZe pro libovolnou mnozinu A mame

ACA a 0 C A.

v

Mnozina A se nazyva konec¢na, obsahuje-li pouze konecné
mnoho rtznych prvkd; v opacném pripadé je A nekonecna
mnozina.

Pro libovolné dvé mnoziny A, B definujeme jejich sjedno-
ceni A U B jako mnozinu, kterd je tvorena témi prvky, které
jsou prvky bud mnoziny A nebo mnoziny B, tedy témi prvky,
které jsou prvky alespon jedné z mnozin A, B. To znamena, ze

klademe
AUB={z|z€ AV z € B}.

Déle definujeme prinik A N B téchto mnozin jako mnozinu,
ktera je tvorena témi prvky, které jsou soucasné prvky mnoziny
A i mnoziny B. To znamend, ze klademe

ANB={z|z€ A&z e B}

Rikdame, 7ze mnoziny A, B jsou disjunktni, je-li AN B = 0.
Konec¢né definujeme rozdil A — B mnozin A, B jako mnozinu
téch prvkd mnoziny A, které nejsou prvky mnoziny B. To zna-
menad, ze klademe

A-B={zx|z€ A&z ¢ B}.
Plati rada mnozinovych rovnosti, z nichz pozornost zasluhuji
zejména nasledujici.
Tvrzeni. Pro libovolné mnoziny A, B, C plati

AUuB=BUA

ANB=BNA (komutativita)



(AUB)UC =AU (BUC)

(ANB)NC =AN(BNC) (asociativita)

AUA=A .

ANA=A (idempotence)
AVBNCG)={A0B)n(Au0) (distributivita)
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
A—(BNC)=(A—B)U(A-C) (de Morganova pravidla)
A-(BUC)=(A-B)Nn(A-C)

Dukaz. Komutativita, asociativita a idempotence jsou
zrejmé. Také ovéreni zbyvajicich rovnosti je snadné. Dokazeme
napiiklad prvni z de Morganovych pravidel. Ovérime nésledujici
dvé inkluze:

A—(BNC)C(A-B)U(A-0C):

Necht x € A—(BNC).Pakz € A&z ¢ BNC.Paktedy z € A
&(r¢BVrg(C)Pak(zrecA&r¢B)V(recA&z¢l).
Pak ovSemz € A-BV E A—C.Takzex € (A-B)U(A—-C).

(A—B)U(A-C)C A—(BNC):
Necht z € (A—B)U(A-C). Pakz e A-BVzeA-C.
Pak tedy (asEA&asg_fB) V (z € A& z ¢ C). To znamena,
zer € A& (¢ BV ag(C) Takzepakz € A& x¢ BNC.
Tedy x € A— (BNCO).

Diikazy ostatnich rovnosti jsou obdobné.

Plati rada jinych rovnosti, napriklad nasledujici.
Tvrzeni. Pro libovolné mnoziny A, B, C' plati
A-B=A-(ANB)
A-(BuC)=(A-B)-C
A-(B-C)=(A-B)U(ANCQC)
AN(B-C)=(AnB)-C

Dukaz vSech rovnosti je podobny.
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Obecnéji bud I libovolna mnozina. Dale necht pro kazdé i € I
je A; néjakd mnozina. To znamend, ze mame cely soubor mnozin
A; pro vsechna i € I. Rikdme, 7e I je indexova mnozina tohoto
souboru. Pak sjednoceni tohoto souboru mnozin definujeme
jako mnozinu

UJAi={z| (FieI)(z e A)},

1€l
tedy jako mmnozinu vSech téch prvki, které jsou prvky alespon
jedné z mnozin A; uvedeného souboru. Je-li I # (), pak definu-
jeme také prinik tohoto souboru mnozin jakozto mnozinu

(A =A{z| (Vie I)(z € A)},

iel
tedy jako mnozinu vSech téch prvki, které jsou prvky kazdé
z mnozin A; uvedeného souboru. Pro I = () neni tento prinik
definovan. V této souvislosti dale rikdme, ze mnoziny zminéného
souboru jsou vzajemné disjunktni, jestlize pro kazda i,j € I,

’L#], plati AiﬂAj :(Z)

Plati analogie predchozich rovnosti:

Tvrzeni. Pro libovolnou mnozinu A, pro libovolnou indexo-
vou mnozinu I # () a pro libovolny soubor mnozin B;, kde i € I,
plati

AU (ﬂBi) = () (AU B)

el iel
AN (D Bi) = O ( AN Bi) (distributivita)
i€l i€l
-(NB) =U@-5)
i€l i€l (de Morganova pravidla)
-(UB) =N@-5)
el i€l

Dukaz je analogicky jako pro soubory dvou mnozin.
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Nékdy se nachazime v situaci, ze vSechny uvazované mnoziny
jsou podmnozinami néjaké zakladni mnoziny M. Pak pro libo-
volnou mnozinu A C M mnozinu M — A znac¢ime kratce A’ a
nazyvame ji doplnék mnoziny A v mnoziné M. VSimnéme si,
ze pak pro libovolnou mnozinu A C M plati napriklad

AUA =M, AnNnA =0 a A" =A.

Je-1i I indexova mnozina a jsou-li A; C M jakékoliv podmnoziny
pro vSechna 7 € I, pak v dané situaci je mozno modifikovat
definici priniku souboru mnozin A; pro ¢ € I predpisem

(NAi={zeM|(Viel)(zec A},

iel
tedy jako mnozinu vsech téch prvka z M, které jsou prvky kazdé
z mnozin A; uvedeného souboru. Pak ovSsem je tento prinik de-
finovan i tehdy, je-li I = (), a v tom piipadé je roven celé mno-
ziné M. Pro I # () je tato definice shodna s definici pfedchozi.

Dale z de Morganovych pravidel pro libovolny soubor podmno-
zin A; C M, kde ¢ € I, plyne

04~ ys

el el
!
) pp— !
(g&) Q&

a tyto rovnosti plati i v pripadé, ze I = ().

K libovolné mnoziné A vytvorme mnozinu
P(A)={X| X C A},

tedy mnozinu, jejimiz prvky jsou praveé vSechny ty mnoziny,
které jsou podmnozinami mnoziny A. Tuto mnozinu nazyvame
mnozinou vSech podmnozin mnoziny A, nebo téz potencéni
mnozinou mnoziny A.



Konstrukeci potencni mnoziny lze iterovat. VSimnéme si na-
priklad, ze

P(0) = {0},
P(P©)) = {0,{0}},
P(P(P(0))) = {0,{0},{{0}},{0,{0}}}, atd.

Teorie mnozin byva nékdy stavéna na predstave, ze neexis-
tuji zadné jiné objekty, nez jenom mnoziny. Tedy prvky mnozin
mohou byt zase jen mnoziny. VSechny ostatni typy objektt je
tedy treba ,,vytvorit” z mnozin. [lustrujeme to na mnoziné

w=1{0,1,2,3,...}

vSech nezapornych celych cisel. Prvky této mnoziny maji byt
zase mnoziny. Definujeme tedy cisla

0,1,2,3,...,n,...
indukci jako mnoziny nasledovné. Klademe
0=0, 1={0}, 2={0,{0}}, 3=1{0,{0},{0,{0}}}, ...,
tedy pro kazdé n > 1 klademe
n=1{0,1,2,...,n—1}.

Vsimnéme si mimochodem, ze pak pro kazda m,n € w mame
m < n pravé tehdy, kdyz m € n.



