Pti konstrukci nezapornych celych ¢isel jsme méli 2 = {0,1}.
Pro libovolnou mnozinu A je tedy 24 mnozinou vSech zobra-
zeni f : A — {0,1}. Déle pro mnozinu A a pro libovolnou
podmnozinu Y C A definujeme charakteristické zobrazeni
Xy : A — {0, 1} podmnoziny Y nasledovné. Pro libovolnéa € A

klademe 1 pokuda €,
xyla) = {0 pokud a ¢ Y.

Nyni jsme pripraveni dokazat nasledujici fakt.
Tvrzeni. Pro libovolnou mnozinu A je P(A) = 24,
Dukaz. Zobrazeni

9 P(A) — 24
definované pro kazdou podmnozinu Y C A predpisem
(YY) =xy

je zfejmé bijekce mnoziny P(A) na mnozinu 2.
Zasadni vyznam ma nasledujici Cantorova véta.

Véta. Pro kazdou mnozinu A plati A 2 P(A).
Dikaz. Pripustme, Ze existuje bijekce

f:A—=P(A).

Uvazujme mnozinu

v={acAlag¢ f(@)}

Pak Y C A, ¢ili Y € P(A). Ponévadz f je podle predpokladu
bijekce, existuje jediné y € A, pro néz Y = f(y).

Zkoumejme nyni, zda y € Y ¢i nikoliv. Pokud y € Y, pak
z definice mnoziny Y plyne, ze y ¢ f(y), a ponévadz f(y) =Y,
znamend to, ze y ¢ Y, coz neni mozné. Pokud vsak y ¢ Y,
pak zase z definice mnoziny Y plyne, ze y € f(y), a ponévadz
f(y) =Y, znamena to tentokrat, ze y € Y, coz opét neni mozné.
To dava spor.



Rekneme, Ze dand mnozina A je spocetna, jestlize A je ekvi-
valentni mnoziné

w=1{0,1,2,3,...}

vsech nezapornych celych cisel. Nazorné receno, mnozina A je
spocetnd, je-li mozno vSechny jeji prvky ocislovat nezapornymi
celymi cisly, tedy je-li mozno vSechny prvky mnoziny A seradit
do nekonecné posloupnosti agy, a1, as, ..., an,,... .

Priklad. Mnozina
N=1{1,2,3,...}
vSech prirozenych cisel je spocetna. Skutecné zobrazeni
v:w—N

dané predpisem

(Vk e w)(v(k) =k +1)
je bijekci mnoziny w na mnozinu N.
Priklad. Mnozina
Z=4..,-2,-1,0,1,2,...}
vSech celych cisel je spocetna. Skutecné zobrazeni

0: w—7Z

dané predpisem

e € ) (5 (0 { L jeli f sudé,)

~

—&1 je-li £ liché

je bijekci mnoziny w na mnozinu Z. Nazorné predvedeno, zna-
mend to, ze jsme seradili vSechna celd c¢isla do nekonecné po-
sloupnosti 0, —1,1,—2,2,...,—n,n,....



Tvrzeni. Kazdi podmnozina Y spocetné mnoziny A je ko-
necné nebo spocetna.

Dikaz. Ponévadz A je spoCetnd mnozina, je mozno vSechny
jeji prvky seradit do nekonec¢né posloupnosti

ap,a1,0a9,...,0p,y... .

Neni-li podmnozina Y C A konecna, tvori jeji prvky v uvedené
posloupnosti nekone¢nou podposloupnost

iy Ay y Qg v v vy Ay v ooy

kde 19 < 11 < 19 < --- < i, < .... Ponévadz je mozno takto
prvky mnoziny Y ocislovat nezapornymi celymi ¢isly, tedy Cisly
z w, je v tomto pripadé mnozina Y spocetna.

Tvrzeni. Kartézsky soucin A X B dvou spocetnych mnozin
A, B je spocetnd mnozina.

Dikaz. Ponévadz obé mnoziny A, B jsou ekvivalentni mno-
ziné w vsech nezapornych celych ¢isel, staci ukazat, ze kartézsky
Ctverec w X w je spocCetnd mnozina. Ovsem

wxw={(k,0)| k,{ € w}.

Pro kazdou usporadanou dvojici (k, £) € w X w nazvéme vyskou
této usporadané dvojice soucet k + £. Pak je jasné, ze pro kazdé
Cislo h € w existuje pravé h 4+ 1 usporadanych dvojic

(0,h),(1,h—1),(2,h—2),...,(h—1,1), (h,0)

vysky h v kartézském Ctverci w X w. VypiSme nyni podle ros-
touci vysky za sebou timto zptisobem vSechny usporadané dvo-
jice z wXw. Ocislujeme-li nyni takto serazené usporadané dvojice
z w X w nezapornymi celymi ¢isly, tedy ¢isly z w, dostaneme tak
bijekci mnoziny w na mnozinu w X w. Jsou tedy tyto dvé mnoziny
ekvivalentni, takze w X w je spocetna mnozina.



Dusledek. Mnozina Q vSech racionalnich cisel je spocetna.

Dtkaz. Kazdé racionalni cislo lze jednoznacné zadat ve
tvaru %’;, kde p € Z, ¢ € N a cisla p a ¢ jsou navzajem nesou-
délna. Racionalni cisla tedy vzajemné jednoznacné odpovidaji
tém usporadanym dvojicim (p,q) € Z x N, které pozistavaji
ze vzajemné nesoudélnych cisel. Tyto usporadané dvojice tvori
nekonecnou podmnozinu mnoziny Z X N. Mnoziny Z a N jsou
spocetné, takze podle predchozich tvrzeni je spocetny také jejich
kartézsky soucin Z x N i kazda jeho nekonecnd podmnozina. To
znamend, ze i mnozina Q vSech racionalnich cisel je spocetna.

Nekonecna mnozina, jez neni spocetnd, se nazyva nespocetna.

Tvrzeni. Mnozina R vSech readlnych cisel je nespocetna.

Dikaz. Pripustme, ze by mnozina R vSech realnych cisel
byla spocetna. Tedy by bylo mozno vSechna realna cisla seradit
do nekonecné posloupnosti

ro, 1,72, - .y Ty v .
Kazdé realné cislo je mozno jedinym zptsobem zadat jeho de-
kadickym rozvojem vcetné znaménka, vyloucime-li ty dekadické
rozvoje, v nichz se od jistého mista dale vyskytuji jen samé
cifry 9. Definujme nyni realné ¢islo s lezici v intervalu (0, 1) jeho
dekadickym rozvojem
s =0,5)8182...8p ...,

kde sq, s1,S2,...,8p,... jsou cifry zadané nasledujicim zpiso-

bem: o ;o . .

1 je-li (4 1)-ni cifra za desetinnou ¢arkou

, v dekadickém rozvoji ¢isla r; rtizna od 1,

View)|s = 4 . : L

2 je-li (¢ + 1)-ni cifra za desetinnou ¢arkou
v dekadickém rozvoji ¢isla r; rovna 1.

Pak je jasné, ze cislo s se lisi ode vSech cisel ro, r1, 79, ..., 70, ... .
To je spor s predpokladem, ze ry,r1,72,...,7,,... byla vSechna
realnd cisla. Je tedy mnozina R vSech realnych cisel nespocetna.



