
Permuta
e

Pøipomeòme, ¾e pro libovolnou mno¾inu X jsme symbolem X

X

oznaèili mno¾inu v¹e
h zobrazení f : X ! X a symbolem Æ jsme

oznaèili skládání zobrazení. Uva¾ujme dále pouze libovolné bi-

jek
e f : X ! X. Takovým bijek
ím øíkáme permuta
e mno-

¾iny X. Mno¾inu v¹e
h permuta
í mno¾iny X znaèíme S(X).

Je to podmno¾ina v mno¾inì X

X

a je uzavøená vzhledem ke

skládání zobrazení, nebo» slo¾ením který
hkoliv dvou takový
h

bijek
í vznikne opìt bijek
e.

Budeme dále vy¹etøovat pouze permuta
e koneèný
h mno-

¾in a pøitom budeme pra
ovat pouze s mno¾inami tvaru X =

f1; 2; : : : ; ng, kde n je pøirozené èíslo. Pak místo S(X) budeme

psát S

n

. Permuta
e � 2 S

n

budeme zapisovat ve tvaru

� =

�

1 2 : : : n

i

1

i

2

: : : i

n

�

;

kde i

r

= �(r) pro ka¾dé r 2 f1; 2; : : : ; ng. Poznamenejme, ¾e

pak (i

1

; i

2

; : : : ; i

n

) je obe
nì libovolná uspoøádaná n-ti
e vzá-

jemnì rùzný
h prvkù mno¾iny f1; 2; : : : ; ng, tak¾e jde vlastnì

o prvky 1; 2; : : : ; n zapsané v nìjakém obe
ném poøadí. To zna-

mená, ¾e permuta
e � 2 S

n

tímto zpùsobem odpovídají per-

muta
ím (i

1

; i

2

; : : : ; i

n

) prvkù 1; 2; : : : ; n tak, jak byly zavedeny

v kombinatori
e. Odtud plyne, ¾e existuje 
elkem n! takový
h

permuta
í. Kvùli odli¹ení ale budeme nyní uspoøádaným n-ti
ím

(i

1

; i

2

; : : : ; i

n

) vzájemnì rùzný
h prvkù mno¾iny f1; 2; : : : ; ng øí-

kat poøadí prvkù 1; 2; : : : ; n.

Prvek r 2 f1; 2; : : : ; ng se nazývá samodru¾ným prvkem

permuta
e � 2 S

n

, jestli¾e �(r) = r.

Ne
h» ` > 1 je pøirozené èíslo a ne
h» � 2 S

n

. Pak per-

muta
e � se nazývá 
yklus délky `, existují-li vzájemnì rùzné

prvky j

1

; j

2

; : : : ; j

`

2 f1; 2; : : : ; ng takové, ¾e platí �(j

1

) = j

2

,

1



�(j

2

) = j

3

, . . . , �(j

`�1

) = j

`

, �(j

`

) = j

1

a �(r) = r pro v¹e
hna

r 2 f1; 2; : : : ; ng � fj

1

; j

2

; : : : ; j

`

g. Takovou permuta
i pak zapi-

sujeme jednodu¹eji ve tvaru

� =

�

j

1

j

2

: : : j

`

�

:

Dva 
ykly � =

�

j

1

j

2

: : : j

`

�

a � =

�

k

1

k

2

: : : k

m

�

z S

n

se

nazývají nezávislé, jestli¾e fj

1

; j

2

; : : : ; j

`

g\fk

1

; k

2

; : : : ; k

m

g = ;.

Øekneme, ¾e 
ykly �

1

; �

2

; : : : ; �

t

jsou vzájemnì nezávislé, jestli¾e

jsou nezávislé 
ykly �

p

; �

q

pro v¹e
hna p; q 2 f1; 2; : : : ; tg, p 6= q.

Je vidìt, ¾e nezávislé 
ykly spolu pøi skládání komutují.

Vìta. Ka¾dou neidenti
kou permuta
i � 2 S

n

lze vyjád-

øit ve tvaru souèinu nìkolika navzájem nezávislý
h 
yklù. Toto

vyjadøení je jediné a¾ na poøadí zmínìný
h 
yklù.

Dùkaz. Existen
i uvedeného vyjádøení doká¾eme induk
í

vzhledem k poètu samodru¾ný
h prvkù permuta
e �. Ponìvad¾

� je neidenti
ká permuta
e, existuje i 2 f1; 2; : : : ; ng takové, ¾e

�(i) 6= i. Uva¾me prvky

i; �(i); �(�(i)); �(�(�(i))); : : : :

Znaème prvky této posloupnosti �

h

(i) pro h = 0; 1; 2; : : : . Po-

nìvad¾ mno¾ina f1; 2; : : : ; ng je koneèná, existují {; � splòují
í

{ < � taková, ¾e �

{

(i) = �

�

(i). Pøedpokládejme naví
, ¾e � je

nejmen¹í mo¾né èíslo s takovou vlastností. Uká¾eme, ¾e pak platí

{ = 0. V opaèném pøípadì by
hom toti¾ mìli �

{

(i) = �(�

{�1

(i))

a zároveò �

{

(i) = �(�

��1

(i)), pøièem¾ �

{�1

(i) 6= �

��1

(i), 
o¾

není mo¾né vzhledem k tomu, ¾e � je permuta
e. Tak¾e { = 0,

a tedy máme i = �

�

(i). Pøitom platí � > 1, ponìvad¾ �(i) 6= i.

Kromì toho z minimality � plyne, ¾e prvky �

h

(i) pro h =

0; 1; : : : ; �� 1 jsou vzájemnì rùzné. Tak¾e permuta
e

� =

�

i �(i) : : : �

��1

(i)

�

je 
yklus délky �. Uva¾me nyní permuta
i �

�1

Æ �. V¹e
hny sa-

modru¾né prvky permuta
e � jsou také samodru¾nými prvky

2



permuta
e �

�1

Æ� a naví
 také prvky �

h

(i) pro h = 0; 1; : : : ; ��1

jsou samodru¾nými prvky permuta
e �

�1

Æ �. Má tedy permu-

ta
e �

�1

Æ � ví
e samodru¾ný
h prvkù ne¾ permuta
e �. Je-li

�

�1

Æ � identi
ká permuta
e, pak � = � . V opaèném pøípadì

lze permuta
i �

�1

Æ � podle indukèního pøedpokladu rozlo¾it na

souèin vzájemnì nezávislý
h 
yklù ve tvaru �

�1

Æ� = �

1

Æ� � �Æ�

t

.

Pøitom prvky vystupují
í v 
ykle
h �

1

; : : : ; �

t

nejsou samodru¾-

nými prvky permuta
e �

�1

Æ �, tak¾e jsou rùzné od prvkù �

h

(i)

pro h = 0; 1; : : : ; � � 1 vystupují
í
h v 
yklu � . Tak¾e odtud

dostáváme � = � Æ �

1

Æ � � � Æ �

t

, pøièem¾ 
ykly � a �

1

; : : : ; �

t

jsou

vzájemnì nezávislé. Jednoznaènost takového rozkladu je zøejmá.

Cyklus délky 2, to znamená 
yklus tvaru � =

�

i j

�

, kde

i; j 2 f1; 2; : : : ; ng, i 6= j, se nazývá transpozi
e.

Vìta. Ne
h» n > 1. Pak ka¾dou permuta
i � 2 S

n

lze vyjá-

døit ve tvaru souèinu nìkolika transpozi
.

Dùkaz. Identi
kou permuta
i lze vyjádøit napøíklad ve tvaru

�

1 2

�

Æ

�

1 2

�

. Pokud jde o neidenti
ké permuta
e, z pøed
hozí

vìty plyne, ¾e tvrzení staèí dokázat pro 
ykly. Pro libovolný


yklus � =

�

j

1

j

2

: : : j

`

�

ov¹em platí

�

j

1

j

2

: : : j

`

�

=

�

j

1

j

`

�

Æ

�

j

1

j

`�1

�

Æ � � � Æ

�

j

1

j

3

�

Æ

�

j

1

j

2

�

:

Ne
h» (i

1

; i

2

; : : : ; i

n

) je libovolné poøadí prvkù 1; 2; : : : ; n.

Jsou-li s; t 2 f1; 2; : : : ; ng takové prvky, ¾e s < t a i

s

> i

t

,

pak øíkáme, ¾e prvky i

s

; i

t

tvoøí inverzi v poøadí (i

1

; i

2

; : : : ; i

n

).

Pro libovolnou permuta
i

� =

�

1 2 : : : n

i

1

i

2

: : : i

n

�

z S

n

de�nujeme její paritu }(�) pøedpisem

}(�) = (�1)

=(i

1

;i

2

;:::;i

n

)

; kde =(i

1

; i

2

; : : : ; i

n

) je 
elkový poèet

v¹e
h inverzí v poøadí (i

1

; i

2

; : : : ; i

n

):
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Øíkáme, ¾e uvedená permuta
e � je sudá, je-li }(�) = 1, to

znamemá obsahuje-li poøadí (i

1

; i

2

; : : : ; i

n

) sudý poèet inverzí.

Øíkáme, ¾e tato permuta
e � je li
há, je-li }(�) = �1, to

znamemá obsahuje-li poøadí (i

1

; i

2

; : : : ; i

n

) li
hý poèet inverzí.

V kontextu pøed
hozí vìty ov¹em 
harakterizujeme sudé a li
hé

permuta
e je¹tì jiným zpùsobem.

Vìta. Permuta
e � 2 S

n

je sudá, resp. li
há, právì kdy¾

ka¾dé vyjádøení � ve tvaru souèinu transpozi
 obsahuje sudý,

resp. li
hý poèet transpozi
.

Dùkaz. Tvrzení bude dokázáno, ovìøíme-li, ¾e pro libovolné

transpozi
e

�

i

1

j

1

�

,

�

i

2

j

2

�

, . . . ,

�

i

t

j

t

�

z S

n

platí

}

��

i

1

j

1

�

Æ

�

i

2

j

2

�

Æ � � � Æ

�

i

t

j

t

��

= (�1)

t

;

tedy ¾e slo¾ením sudého, resp. li
hého poètu transpozi
 vznikne

sudá, resp. li
há permuta
e. Ponìvad¾ identi
ká permuta
e je

sudá, bude k tomu úèelu staèit následují
í úvaha.

Ne
h» � 2 S

n

je libovolná permuta
e a ne
h» i; j 2 f1; 2; : : : ; ng

jsou libovolné prvky splòují
í i 6= j, tak¾e

�

i j

�

je libovolná

transpozi
e. Pak staèí ovìøit, ¾e }

�

� Æ

�

i j

��

= �}(�), tedy ¾e

slo¾ení permuta
e s transpozi
í mìní paritu permuta
e.

Ovìøíme tuto rovnost nejprve v pøípadì, ¾e uvedená trans-

pozi
e je tvaru

�

k k+1

�

pro nìjaké k 2 f1; 2; : : : ; n� 1g. Je-li

ov¹em (i

1

; i

2

; : : : ; i

n

) poøadí pøíslu¹né permuta
i �, je jasné, ¾e

pak (i

1

; : : : ; i

k�1

; i

k+1

; i

k

; i

k+2

; : : : ; i

n

) je poøadí pøíslu¹né permu-

ta
i �Æ

�

k k+1

�

. V tomto poøadí se zmìnila pouze poloha dvou

sousední
h prvkù, 
o¾ znamená, ¾e poèet inverzí se zvý¹il nebo

sní¾il o 1. Zmìnila se tudí¾ parita permuta
e.

Uva¾ujme nyní obe
nou transpozi
i, tedy transpozi
i tvaru

�

i j

�

, kde i; j 2 f1; 2; : : : ; ng splòují napøíklad i < j. Staèí si

ale uvìdomit, ¾e takovou transpozi
i lze vyjádøit ve tvaru

�

i j

�

=

�

i i+1

�

Æ

�

i+1 i+2

�

Æ � � � Æ

�

j � 2 j� 1

�

Æ

�

j� 1 j

�

Æ

�

j� 2 j� 1

�

Æ � � � Æ

�

i+1 i+2

�

Æ

�

i i+1

�

;
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kde na pravé stranì se vyskytuje li
hý poèet transpozi
 vý¹e

uvedeného spe
iálního tvaru. Pak u¾ jen staèí pou¾ít toho, 
o

bylo ukázáno v pøed
hozím odstav
i.

Dùsledek. Pro libovolné permuta
e �; �; � 2 S

n

platí

}(� Æ �) = }(�)�}(�); }(�

�1

) = }(�):

Dùkaz. První rovnost ihned plyne z pøed
hozí
h dvou vìt.

Druhá rovnost plyne z první a z faktu, ¾e � Æ �

�1

je identi
ká, a

tedy sudá permuta
e.

Buï n pøirozené èíslo. Oznaème A

n

mno¾inu v¹e
h sudý
h

permuta
í mno¾iny f1; 2; : : : ; ng. Vezmìme dále libovolnou li-


hou permuta
i # 2 S

n

� A

n

. Pak podle pøed
hozího dùsledku

je mo¾no uva¾ovat zobrazení


 : A

n

! S

n

� A

n

de�nované pro ka¾dou sudou permuta
i � 2 A

n

pøedpisem


(�) = � Æ #:

Toto zobrazení podle ji¾ zmínìného dùsledku pøevádí vzájemnì

jednoznaènì v¹e
hny sudé permuta
e na li
hé permuta
e. Sku-

teènì inverzním zobrazením by bylo zobrazení

Æ : S

n

� A

n

! A

n

de�nované pro ka¾dou li
hou permuta
i � 2 S

n

�A

n

pøedpisem

Æ(�) = � Æ #

�1

;

nebo» pak Æ Æ 
 je identita na A

n

a 
 Æ Æ je identita na S

n

�A

n

.

To ukazuje, ¾e sudý
h i li
hý
h permuta
í mno¾iny f1; 2; : : : ; ng

je stejný poèet a ¾e tento poèet je roven èíslu

n!

2

.
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