Permutace

Pfipomefime, 7e pro libovolnou mnozinu X jsme symbolem X~
oznacili mnozinu vSech zobrazeni f : X — X a symbolem o jsme
oznacili skladani zobrazeni. Uvazujme dale pouze libovolné bi-
jekce f: X — X. Takovym bijekcim rikime permutace mno-
ziny X. Mnozinu vSech permutaci mnoziny X znacime S(X).
Je to podmnoZina v mnoziné X* a je uzaviena vzhledem ke
skladani zobrazeni, nebot slozenim kterychkoliv dvou takovych
bijekci vznikne opét bijekce.

Budeme dale vysetfovat pouze permutace konecnych mno-
zin a pritom budeme pracovat pouze s mnozinami tvaru X =
{1,2,...,n}, kde n je pfirozené ¢islo. Pak misto S(X) budeme
psat S,,. Permutace o € S,, budeme zapisovat ve tvaru

(1 2 ... n)
o=1. . ],
1 12 ... 1p

kde i, = o(r) pro kazdé r € {1,2,...,n}. Poznamenejme, ze
pak (i1,19,...,1,) je obecné libovolna usporddand n-tice vza-
jemné ruznych prvkd mnoziny {1,2,...,n}, takze jde vlastné
o prvky 1,2,...,n zapsané v néjakém obecném poradi. To zna-
mena, ze permutace ¢ € S, timto zptusobem odpovidaji per-
mutacim (41,49, ...,%,) prvka 1,2,... n tak, jak byly zavedeny
v kombinatorice. Odtud plyne, Ze existuje celkem n! takovych
permutaci. Kvili odliSeni ale budeme nyni usporadanym n-ticim
(41,12, .. .,1,) vzajemné riznych prvkd mnoziny {1,2,...,n} ti-
kat poradi prvki 1,2,...,n.

Prvek r € {1,2,...,n} se nazyvid samodruznym prvkem
permutace o € S, jestlize o(r) = r.

Necht ¢ > 1 je prirozené cislo a necht o € S,. Pak per-
mutace o se nazyva cyklus délky ¢, existuji-li vzajemné rtizné
prvky j1,72,...,75¢ € {1,2,...,n} takové, ze plati o(j1) = jo,
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o(72) = J3, - -+, 0(Je-1) = Jo, 0(Je) = j1 a o(r) = r pro vsechna
re{l,2,...,n} —{j1,Jo,- .-, je} Takovou permutaci pak zapi-
sujeme jednoduseji ve tvaru

o= jo .- Jo)-
Dva Cykly0': (]1 j2 ]g) a T = (kl /CQ km) Z Sn Se
nazyvaji nezavislé, jestlize {j1, jo, . . ., Je}N{k1, ko, . . . ki } = 0.
Rekneme, ze cykly o1, 09, . . ., 04 jsou vzajemné nezavislé, jestlize

jsou nezavislé cykly o, o, pro vSechna p,q € {1,2,...,t}, p # q.
Je vidét, ze nezavislé cykly spolu pri skladani komutuji.

Véta. Kazdou neidentickou permutaci o € S, lze vyjad-
rit ve tvaru soucinu nékolika navzajem nezavislych cykli. Toto
vyjadreni je jediné az na poradi zminénych cykli.

Dtkaz. Existenci uvedeného vyjadreni dokazeme indukci
vzhledem k poctu samodruznych prvki permutace o. Ponévadz
o je neidentickd permutace, existuje ¢ € {1,2,...,n} takové, ze
o(i) # i. Uvazme prvky

i, o(i), o(o(i)), o(o(o(i))), ... .

Zna¢me prvky této posloupnosti o’ (i) pro h = 0,1,2,.... Po-
névadz mnozina {1,2,...,n} je konecna, existuji s, A splijici
s < ) takovd, ze 0”(i) = o*(i). Pfedpokladejme navic, ze A je
nejmensi mozné cislo s takovou vlastnosti. Ukazeme, ze pak plati
» = 0.V opa¢ném piipadé bychom totiz méli 0%(i) = o (o (7))
a zaroven o”(i) = o(c*"1(i)), pficemz o~ 1(i) # o*71(i), coz
neni mozné vzhledem k tomu, Ze o je permutace. Takze s = 0,
a tedy mame i = o*(i). Pfitom plati A > 1, ponévadz o (i) # .
Kromé toho z minimality A plyne, ze prvky o"(i) pro h =
0,1,..., A — 1 jsou vzajemné ruzné. Takze permutace

=i o(@) ... o*(1))
je cyklus délky A. Uvazme nyni permutaci 7~ * o 0. VSechny sa-
modruzné prvky permutace o jsou také samodruznymi prvky

1

2



1

permutace 7~ oo a navic také prvky (i) proh = 0,1,...,A—1

jsou samodruznymi prvky permutace 771 o 0. M4 tedy permu-

tace 71

77! o o identickd permutace, pak ¢ = 7. V opacéném piipadé
lze permutaci 77! o ¢ podle indukéniho piedpokladu rozlozit na

soucin vzajemné nezévislych cykli ve tvaru 77 'oo = pjo---op;,.

o ¢ vice samodruznych prvki nez permutace o. Je-li

Pritom prvky vystupujici v cyklech p1, ..., p; nejsou samodruz-
Lo g, takze jsou riizné od prvkt o’ (4)
pro h = 0,1,..., A — 1 vystupujicich v cyklu 7. Takze odtud
dostavame o = 7o p; o --- 0 p;, pricemz cykly 7 a pq,..., pt jsou
vzajemneé nezavislé. Jednoznacnost takového rozkladu je ziejma.

nymi prvky permutace 7~

Cyklus délky 2, to znamend cyklus tvaru o = (z j), kde
i,7 €{1,2,...,n}, i # j, se nazyva transpozice.

Véta. Necht n > 1. Pak kazdou permutaci o € S,, lze vyja-
drit ve tvaru soucinu nékolika transpozic.

Dukaz. Identickou permutaci lze vyjadrit napriklad ve tvaru
(1 2) el (1 2). Pokud jde o neidentické permutace, z predchozi
véty plyne, Ze tvrzeni staci dokazat pro cykly. Pro libovolny
cyklus o = (j1 J2 ... jg) ovsem plati

(1 g2 - Jo0) = (1 o) o (1 dee1) o---o (1 g3)o (J1 J2)-

Necht (i1,19,...,4,) je libovolné potradi prvkia 1,2,...,n.
Jsou-li s,t € {1,2,...,n} takové prvky, ze s < t a iy > iy,
pak fikdme, Ze prvky i, 4; tvori inverzi v poradi (iy,do,...,%,).

Pro libovolnou permutaci

(1 2 ... n)
g = . . .
11 1792 ... 1y

z S, definujeme jeji paritu p(o) predpisem

o(0) = (=1)300izin) - kde iy, dg, ..., i) je celkovy pocet

v8ech inverzi v potradi (i, i9,. .., %,).



Rikdme, 7ze uvedend permutace o je suda, je-li p(o) = 1, to

znamemd obsahuje-li poradi (41,149, ...,7,) sudy pocet inverzi.
Rikdme, Ze tato permutace o je licha, je-li p(o) = —1, to
znamemd obsahuje-li poradi (iy,4s,...,4,) lichy pocet inverzi.

V kontextu predchozi véty ovSsem charakterizujeme sudé a liché
permutace jesté jinym zptsobem.

Véta. Permutace o € S, je suda, resp. licha, prave kdyz
kazdé vyjadreni o ve tvaru soucinu transpozic obsahuje sudy,
resp. lichy pocet transpozic.

Dtkaz. Tvrzeni bude dokazano, ovérime-li, ze pro libovolné
transpozice ('él jl), ('éz jg), cen ('ét jt) z S, plati
o((ir j1)o (12 j2) o0 (i ji)) = (-1),
tedy Ze slozenim sudého, resp. lichého poctu transpozic vznikne
suda, resp. lichd permutace. Ponévadz identicka permutace je
suda, bude k tomu tcelu stacit nasledujici tvaha.

Necht o € S, je libovolna permutace a necht i, 5 € {1,2,...,n}
jsou libovolné prvky splnujici ¢ # 7, takze (z j) je libovolna
transpozice. Pak staci ovérit, ze p(a o (z ])) = —p(0), tedy ze
slozeni permutace s transpozici méni paritu permutace.

Ovérime tuto rovnost nejprve v pripadé, ze uvedend trans-
pozice je tvaru (k k + 1) pro néjaké k € {1,2,...,n—1}. Je-li
ovSem (71,19, ...,1,) pofadi prislusné permutaci o, je jasné, ze
pak (41, ..., 061, Uk+1, Ik, Tk42, - - -, 1) je poFadi pFislusné permu-
taci oo (k k + 1). V tomto poradi se zménila pouze poloha dvou
sousednich prvki, coz znamena, ze pocet inverzi se zvysil nebo
snizil o 1. Zménila se tudiz parita permutace.

Uvazujme nyni obecnou transpozici, tedy transpozici tvaru
(¢ 7), kde 4,5 € {1,2,...,n} spliuji napifklad ¢ < j. Stadi si
ale uvédomit, ze takovou transpozici lze vyjadrit ve tvaru

(i §)=( i+1)o(i+1 i+2)o-0(j—2j—1)o(j—1 j)
o(j—2j—1)o-o(i+l i+2)o(i i+1),
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kde na pravé strané se vyskytuje lichy pocet transpozic vyse
uvedeného specidlniho tvaru. Pak uz jen staci pouzit toho, co
bylo ukadzano v predchozim odstavci.

Disledek. Pro libovolné permutace o, 1, p € S, plati

p(ooT)=p(0)p(r), ™) =pp).

Dukaz. Prvni rovnost ihned plyne z predchozich dvou vét.
Druh4 rovnost plyne z prvni a z faktu, ze po p~! je identicka, a
tedy suda permutace.

Bud n prirozené ¢islo. Oznacme A, mnozinu vsech sudych
permutaci mnoziny {1,2,...,n}. Vezméme déle libovolnou li-
chou permutaci ¥ € S,, — A,,. Pak podle predchoziho disledku
je mozno uvazovat zobrazeni

v: A, = S,— A,
definované pro kazdou sudou permutaci o € A,, predpisem
Y(o) =00 9.

Toto zobrazeni podle jiz zminéného disledku prevadi vzajemné
jednoznacné vsechny sudé permutace na liché permutace. Sku-
tecné inverznim zobrazenim by bylo zobrazeni

0: S, —A, - A,
definované pro kazdou lichou permutaci 7 € S,, — A,, predpisem
6(t) =109t

nebot pak é oy je identita na A, a v o je identita na S, — A,.
To ukazuje, ze sudych i lichych permutaci mnoziny {1,2,...,n}
je stejny pocet a ze tento pocet je roven cislu %’



