Princip inkluze a exkluze

Uvazujme nasledujici situaci. Je dana konec¢nd mnozina () ob-
jektl, u nichz rozliSujeme konecny pocet jistych vlastnosti, in-
dexovanych prvky néjaké konecné mnoziny I. Kazdy z objektii
mnoziny () mize mit nékteré ze zminénych vlastnosti a jiné mit
nemusi. Problém, ktery zkoumame, spociva v tom, jak urcit, ko-
lik je objekti nemajicich zddnou z uvedenych vlastnosti. Jestlize
pro kazdé ¢ € I oznacime A; mnozinu vSech téch objekti z @,
které maji vlastnost s indexem i, pak jde o to, jak zjistit, kolik
prvkd ma mnozina A(0) = Q — U,y Ai- Této otazky se tyka
nasledujici véta.

Pro libovolnou koneénou mnozinu M znacime |M| pocet
prvkli mnoziny M.

Véta. Bud @ konecna mnozina. Méjme kone¢nou indexovou
mnozinu I a méjme kone¢ny soubor mnozin A;, kde ¢ € I, jez
jsou vsechny podmnozinami mnoziny (). To znamena, ze A; C Q)
pro kazdé ¢ € I. Potom pro mnozinu A(0) = @ — ;¢ Ai plati
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Poznamka. Ponévadz A; C @) pro ¢ € I, v souladu s tim,
co bylo uvedeno v tvodni kapitole o mnozinach, zde klademe
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Dukaz. Postupujeme indukci vzhledem k poc¢tu prvki inde-
xové mnoziny I. Je-li I = ), pak A(0) = @Q a dokazovand rovnost
plyne z rovnosti v predchozi poznamce. Predpokladejme tedy, ze
I # (). Zvolme pevné index ¢ € I. Pak mame

A(0) = (Q— U Ai) — Ay
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Pritom ztrejmé
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Podle indukéniho predpokladu aplikovaného na soubor podmno-
zin A;, kde i € I — {{}, mnozZiny @) pak mame
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a podle téhoz indukéniho predpokladu aplikovaného na soubor
podmnozin Ay N A;, kde ¢ € I — {{}, mnoziny A; dile mame
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Z, téchto rovnosti a z predchozich mnozinovych vztahti potom
plyne
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Jiné ovéreni vztahu v predchozi vété by bylo mozno vést pro-
strednictvim vypoctu, kolikrat je jeden kazdy objekt z () zapo-
¢itdn v sumé napravo. Pritom se rozlisi objekty, které zadnou
z uvazovanych vlastnosti nemaji, od objektti ostatnich a apli-
kuje se druhy z disledkt binomické véty uvedenych v predchozi
kapitole.

Vztah dokazany v predchozi vété je mozno nazornéji prepsat
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Tento vztah kvili stfidani znamének byva pravé oznacovan
terminem princip inkluze a exkluze. Jeho vyznam spociva
v tom, ze prevadi obtizny problém urcit pocet objekti na levé
strané uvedené rovnosti na obvykle snazsi problémy urcit jednot-
livé pocty objektl na pravé strané této rovnosti. Pouziti principu
inkluze a exkluze bude ilustrovano v nasledujicich prikladech.

Priklad. Necht n,k € NU{0} spliuji £ < n. Necht S, resp.
U jsou konec¢né mnoziny majici n, resp. k prvki. Je tieba urcit,
kolik existuje surjektivnich zobrazeni g : S — U.

ResSeni. Jako zakladni mnozinu Q vezmeme mnozinu vsech
moznych zobrazeni f : S — U. Indexovou mnozinu I polozime
rovnu U. Pro kazdy prvek w € U budeme u zobrazeni f : § — U
sledovat vlastnost spocivajici v tom, ze prvek w se neobjevi
v obraze f(S). To tedy znamend, ze pro kazdé w € U mame
Ay ={f: S = U] w ¢ f(S)}. Mnozinu A(0) pak tvoii ta
zobrazeni g : S — U, pro néz g(S) = U, tedy pravé surjektivni



zobrazeni. Podle principu inkluze a exkluze pak mame
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Mnozina ()¢ Aw Pritom pozlstdva ze vSech téch zobrazeni
f:S—=U,pronéz f(S) CU -V, tedy ze vSech moznych zob-
razeni mnoziny S do mnoziny U — V. Podle tvrzeni o poctu
variaci s opakovanim tak dostavame
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Dosazenim do predchozi rovnosti odtud plyne, Ze
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Vidime, ze jednotlivi s¢itanci v posledni sumé nezavisi zcela na
V', ale pouze na |V|. Pfitom pro kazdé j € {0,1,...,k} podle
tvrzeni o poc¢tu kombinaci plati, Ze pocet téch sc¢itanct, v nichz
V| = 4, ¢ili pocet téch podmnozin V' C U, pro néz |V| = j, je
roven cislu (’;) Je tedy mozné predchozi sumu castecné secist,
¢imz nakonec vychazi
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Necht n € N. Permutace mnoziny {1,2,...,n}, tedy variace
n-té tfidy v mnoziné {1,2,...,n}, miZeme zplisobem popsa-
nym v predchozi kapitole chapat také jako prosta zobrazeni, a
tudiz jako bijekce o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}. Rekneme, Ze
¢isloi € {1,2,...,n} je pevny bod takto zadané permutace o,
plati-li, ze o (i) = i.

Priklad. Necht n € N. Je treba urcit, kolik existuje permu-
taci mnoziny {1,2,...,n}, které nemaji ani jeden pevny bod.
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Regeni. Jako zakladni mnozinu @ vezmeme mnozinu vsech
moznych permutacio : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}. Tato mno-
zina se obvykle znaci symbolem §,,. Jako indexovou mnozinu [
vezmeme mnozinu {1,2,...,n}. Pro kazdé ¢isloi € {1,2,...,n}
budeme u zminénych permutaci o sledovat vlastnost spocivajici
v tom, zZe Cislo ¢ je pevnym bodem permutace o. To znamena,
ze pro kazdé i € {1,2,...,n} mdme A; = {0 € S, | o(i) = i}.
Mnozina A(0) potom pozistava pravé z téch permutaci o € S,,,
které nemaji zadny pevny bod. Podle principu inkluze a exkluze
pak mame
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Pritom mnozinu (), A; tvori pravé ty permutace o € S, pro
néz kazdé cislo z K je pevnym bodem. Jedna se tedy vlastné

o permutace mnoziny {1,2,...,n} — K. To ovSem znamena, zZe
mame

() Ail = (n = |K]|)!.
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Dosazenim tohoto poznatku do predchozi rovnosti dostavame
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Jednotlivi scitanci v této sumé opét nezavisi plné na K, ale
pouze na | K |. Pritom pro kazdé ¢ € {0,1,2,...,n} je pocet téch
s¢itanci, v nichz |K| = ¢, roven (7). Je tedy mozno uvedenou
sumu castecné secist, ¢imz vychazi



takze dostavame
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Rozepiseme-li tento vztah podrobnéji, nakonec obdrzime
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To znamend, ze pri velkych cislech n se pravdépodobnost, ze
ndhodné vybrand permutace mnoziny {1,2,...,n} nebude mit
zadny pevny bod, blizi k hodnoté % :



