
Prin
ip inkluze a exkluze

Uva¾ujme následují
í situa
i. Je dána koneèná mno¾ina Q ob-

jektù, u ni
h¾ rozli¹ujeme koneèný poèet jistý
h vlastností, in-

dexovaný
h prvky nìjaké koneèné mno¾iny I. Ka¾dý z objektù

mno¾iny Q mù¾e mít nìkteré ze zmínìný
h vlastností a jiné mít

nemusí. Problém, který zkoumáme, spoèívá v tom, jak urèit, ko-

lik je objektù nemají
í
h ¾ádnou z uvedený
h vlastností. Jestli¾e

pro ka¾dé i 2 I oznaèíme A

i

mno¾inu v¹e
h tì
h objektù z Q,

které mají vlastnost s indexem i, pak jde o to, jak zjistit, kolik

prvkù má mno¾ina A(0) = Q �

S

i2I

A

i

. Této otázky se týká

následují
í vìta.

Pro libovolnou koneènou mno¾inu M znaèíme jM j poèet

prvkù mno¾iny M .

Vìta. Buï Q koneèná mno¾ina. Mìjme koneènou indexovou

mno¾inu I a mìjme koneèný soubor mno¾in A

i

, kde i 2 I, je¾

jsou v¹e
hny podmno¾inami mno¾inyQ. To znamená, ¾e A

i

� Q

pro ka¾dé i 2 I. Potom pro mno¾inu A(0) = Q�

S

i2I

A

i

platí

jA(0)j =

X

K�I

(�1)

jKj

�

�

�

�

�

�

\

i2K
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i

�

�

�

�

�

:

Poznámka. Ponìvad¾ A

i

� Q pro i 2 I, v souladu s tím,


o bylo uvedeno v úvodní kapitole o mno¾iná
h, zde klademe

\

i2;

A

i

= Q:

Dùkaz. Postupujeme induk
í vzhledem k poètu prvkù inde-

xové mno¾iny I. Je-li I = ;, pak A(0) = Q a dokazovaná rovnost

plyne z rovnosti v pøed
hozí poznám
e. Pøedpokládejme tedy, ¾e

I 6= ;. Zvolme pevnì index ` 2 I. Pak máme

A(0) =

�

Q�

[

i2I�f`g

A

i

�

� A

`
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=
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=

�
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Pøitom zøejmì
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Podle indukèního pøedpokladu aplikovaného na soubor podmno-

¾in A

i

, kde i 2 I � f`g, mno¾iny Q pak máme
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a podle tého¾ indukèního pøedpokladu aplikovaného na soubor

podmno¾in A

`

\ A

i

, kde i 2 I � f`g, mno¾iny A

`

dále máme
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Z tì
hto rovností a z pøed
hozí
h mno¾inový
h vztahù potom

plyne

jA(0)j =
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K�I�f`g

(�1)

jKj

�

�

�

�

�

�

\

i2K

A

i

�

�

�

�

�

�

X

f`g�K�I

(�1)

jKj�1

�

�

�

�

�

�

\

i2K

A

i

�

�

�

�

�

=

X

K�I�f`g

(�1)

jKj

�

�

�

�

�

�

\

i2K

A

i

�

�

�

�

�

+

X

f`g�K�I

(�1)

jKj

�

�

�

�

�

�

\

i2K

A

i

�

�

�

�

�

=

X

K�I

(�1)

jKj

�

�

�

�

�

�

\

i2K

A

i

�

�

�

�

�

:

2



Jiné ovìøení vztahu v pøed
hozí vìtì by bylo mo¾no vést pro-

støedni
tvím výpoètu, kolikrát je jeden ka¾dý objekt z Q zapo-

èítán v sumì napravo. Pøitom se rozli¹í objekty, které ¾ádnou

z uva¾ovaný
h vlastností nemají, od objektù ostatní
h a apli-

kuje se druhý z dùsledkù binomi
ké vìty uvedený
h v pøed
hozí

kapitole.

Vztah dokázaný v pøed
hozí vìtì je mo¾no názornìji pøepsat

ve tvaru
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�

�

A

i

\A

j

�
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Tento vztah kvùli støídání znamének bývá právì oznaèován

termínem prin
ip inkluze a exkluze. Jeho význam spoèívá

v tom, ¾e pøevádí obtí¾ný problém urèit poèet objektù na levé

stranì uvedené rovnosti na obvykle snaz¹í problémy urèit jednot-

livé poèty objektù na pravé stranì této rovnosti. Pou¾ití prin
ipu

inkluze a exkluze bude ilustrováno v následují
í
h pøíklade
h.

Pøíklad. Ne
h» n; k 2 N [f0g splòují k � n. Ne
h» S, resp.

U jsou koneèné mno¾iny mají
í n, resp. k prvkù. Je tøeba urèit,

kolik existuje surjektivní
h zobrazení g : S ! U .

Øe¹ení. Jako základní mno¾inu Q vezmeme mno¾inu v¹e
h

mo¾ný
h zobrazení f : S ! U . Indexovou mno¾inu I polo¾íme

rovnu U . Pro ka¾dý prvek w 2 U budeme u zobrazení f : S ! U

sledovat vlastnost spoèívají
í v tom, ¾e prvek w se neobjeví

v obraze f(S). To tedy znamená, ¾e pro ka¾dé w 2 U máme

A

w

= ff : S ! U j w =2 f(S)g. Mno¾inu A(0) pak tvoøí ta

zobrazení g : S ! U , pro nì¾ g(S) = U , tedy právì surjektivní
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zobrazení. Podle prin
ipu inkluze a exkluze pak máme

jA(0)j =

X

V�U

(�1)

jV j

�

�

�

�

�

�

\

w2V

A

w

�

�

�

�

�

:

Mno¾ina

T

w2V

A

w

pøitom pozùstává ze v¹e
h tì
h zobrazení

f : S ! U , pro nì¾ f(S) � U � V , tedy ze v¹e
h mo¾ný
h zob-

razení mno¾iny S do mno¾iny U � V . Podle tvrzení o poètu

varia
í s opakováním tak dostáváme

�

�

�

�

�

\

w2V

A

w

�

�

�

�

�

= (k � jV j)

n

:

Dosazením do pøed
hozí rovnosti odtud plyne, ¾e

jA(0)j =

X

V�U

(�1)

jV j

� (k � jV j)

n

:

Vidíme, ¾e jednotliví sèítan
i v poslední sumì nezávisí z
ela na

V , ale pouze na jV j. Pøitom pro ka¾dé j 2 f0; 1; : : : ; kg podle

tvrzení o poètu kombina
í platí, ¾e poèet tì
h sèítan
ù, v ni
h¾

jV j = j, èili poèet tì
h podmno¾in V � U , pro nì¾ jV j = j, je

roven èíslu

�

k

j

�

. Je tedy mo¾né pøed
hozí sumu èásteènì seèíst,

èím¾ nakone
 vy
hází

jA(0)j =

k

X

j=0

(�1)

j

�

�

k

j

�

� (k � j)

n

:

Ne
h» n 2 N . Permuta
e mno¾iny f1; 2; : : : ; ng, tedy varia
e

n-té tøídy v mno¾inì f1; 2; : : : ; ng, mù¾eme zpùsobem popsa-

ným v pøed
hozí kapitole 
hápat také jako prostá zobrazení, a

tudí¾ jako bijek
e � : f1; 2; : : : ; ng ! f1; 2; : : : ; ng. Øekneme, ¾e

èíslo i 2 f1; 2; : : : ; ng je pevný bod takto zadané permuta
e �,

platí-li, ¾e �(i) = i.

Pøíklad. Ne
h» n 2 N . Je tøeba urèit, kolik existuje permu-

ta
í mno¾iny f1; 2; : : : ; ng, které nemají ani jeden pevný bod.
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Øe¹ení. Jako základní mno¾inu Q vezmeme mno¾inu v¹e
h

mo¾ný
h permuta
í � : f1; 2; : : : ; ng ! f1; 2; : : : ; ng. Tato mno-

¾ina se obvykle znaèí symbolem S

n

. Jako indexovou mno¾inu I

vezmeme mno¾inu f1; 2; : : : ; ng. Pro ka¾dé èíslo i 2 f1; 2; : : : ; ng

budeme u zmínìný
h permuta
í � sledovat vlastnost spoèívají
í

v tom, ¾e èíslo i je pevným bodem permuta
e �. To znamená,

¾e pro ka¾dé i 2 f1; 2; : : : ; ng máme A

i

= f� 2 S

n

j �(i) = ig.

Mno¾ina A(0) potom pozùstává právì z tì
h permuta
í � 2 S

n

,

které nemají ¾ádný pevný bod. Podle prin
ipu inkluze a exkluze

pak máme

jA(0)j =

X

K�f1;2;:::;ng

(�1)

jKj

�

�

�

�

�

�

\

i2K

A

i

�

�

�

�

�

:

Pøitom mno¾inu

T

i2K

A

i

tvoøí právì ty permuta
e � 2 S

n

, pro

nì¾ ka¾dé èíslo z K je pevným bodem. Jedná se tedy vlastnì

o permuta
e mno¾iny f1; 2; : : : ; ng �K. To ov¹em znamená, ¾e

máme

�

�

�

�

�

\

i2K

A

i

�

�

�

�

�

= (n� jKj)! :

Dosazením tohoto poznatku do pøed
hozí rovnosti dostáváme

jA(0)j =

X

K�f1;2;:::;ng

(�1)

jKj

� (n� jKj)! :

Jednotliví sèítan
i v této sumì opìt nezávisí plnì na K, ale

pouze na jKj. Pøitom pro ka¾dé ` 2 f0; 1; 2; : : : ; ng je poèet tì
h

sèítan
ù, v ni
h¾ jKj = `, roven (

n

`

). Je tedy mo¾no uvedenou

sumu èásteènì seèíst, èím¾ vy
hází

jA(0)j =

n

X

`=0

(�1)

`

�

�

n

`

�

� (n� `)!

=

n

X

`=0

(�1)

`

�

n!

`!

;

5



tak¾e dostáváme

jA(0)j = n! �

n

X

`=0

(�1)

`

`!

:

Rozepí¹eme-li tento vztah podrobnìji, nakone
 obdr¾íme

jA(0)j = n! �

�

1�

1

1!

+

1

2!

�

1

3!

+ � � �+

(�1)

`

`!

+ � � � +

(�1)

n

n!

�

| {z }

!

1

e

pro n!1

:

To znamená, ¾e pøi velký
h èísle
h n se pravdìpodobnost, ¾e

náhodnì vybraná permuta
e mno¾iny f1; 2; : : : ; ng nebude mít

¾ádný pevný bod, blí¾í k hodnotì

1

e

.
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