Relace

Zakladni konstrukéni jednotkou pri tvorbé kartézskych soucini
mnozin a relaci mezi mnozinami je pojem uspoiadané dvo-
jice prvki. Intuitivné mu rozumime tak, ze kazdym dvéma prv-
kim a,b pritadime novy objekt (a,b), nazyvany usporddanou
dvojici, v némz zalezi na potradi prvkl a,b. Obecnéji pro kazdé
k > 2 lze zavést predstavu usporadané k-tice prvku tak, ze
kazdym k prvkim ay, ..., a; pritadime novy objekt (as, ..., ax),
jejich usporadanou k-tici, s vyznacenym poradim téchto prvki.
Chceme-li tyto nové objekty vytvaret jen s pouzitim mnozin,
miizeme pouzit nasledujici definici. Usporadanou dvojici prvki
s prvni slozkou a a druhou slozkou b rozumime mnozinu

(a,b) = {{a},{a,b}}.
Je jasné, ze pak pro libovolné prvky a, b, ¢, d plati
(a,b) =(c,d) <= a=c & b=d.

Déle s pouzitim indukce miizeme definovat usporddanou k-tici
prvkil se slozkami ayq, ..., a; napriklad nasledovné. Pro &k = 2
jsme tak jiz ucinili, a je-li £ > 3, klademe

(a1,...,ar) = ((a1,...,a5-1),ax),

kde pouzivame indukcni predpoklad, tedy fakt, Zze pro k& — 1
jsme tento objekt jiz zavedli, a dale pouzijeme jesté jednou pred-
chozi konstrukci usporadané dvojice. Opét pro libovolné prvky
ai,...,ag, by, ..., b plati

(al,...,ak):(bl,...,bk) <— a1=b & ... & a; = by.

Nyni pro libovolné dvé mnoziny A, B definujeme jejich kar-
tézsky soucin A x B jako mnozinu, jejimiz prvky jsou prave



v8echny usporadané dvojice (a,b), kde a € A, b € B. To zna-
menad, ze klademe

Ax B={(a,b)|ac A & be B}.
Je-li A = B, nazyvame mnozinu A X A kartézskym c¢tver-
cem mnoziny A a znaéime ji A?. Z uvedené definice je jasné, ze
mnoziny A X B a B X A jsou obecné ruzné. Déle pro libovolné
mnoziny A, B, C také mnoziny
(Ax B)xC={((a,b),c)]ac A & beB & ce (C},
Ax (BxC)={(a,(bc))|]ac A & beB & ceC}

jsou formalné rizné. Nicméné rozdil mezi objekty ((a,b),c) a
(a, (b, c)) se ¢asto prehlizi — oboji lze vnimat jako usporddanou
trojici — a lze tedy mluvit prosté jen o kartézském soucinu

A x B x C. Takze mame
AxBxC={(a,bc)lac A& beB & ceC}.

Podobné pro kazdé k > 2 a libovolné mnoziny Ay, ..., A, defi-
nujeme jejich kartézsky soucin A; x --- X A; jako mnozinu

Al X - xAk:{(al,...,akH ap €A & ... & a; EAk}
Vezmeme-li v vahu predchozi induktivni konstrukci usporada-
nych k-tic, znamena to vlastné, ze jsme kartézsky soucin A; X
-+« X Ay definovali jako soucin (... (A; X Ag) X ...) x A, tedy
s uzavorkovanim odleva. Jestlize Ay = --- = A, = A, dosta-
vame tak definici kartézské mocniny A* pro vsechna k > 2.
Navic klademe také A' = A a z dtivodi, které budou vysvétleny
pozdéji, definujeme jesté AY jako mmnozinu {0}.

Plati rada jednoduchych rovnosti:

Tvrzeni. Pro libovolné mnoziny A, B, C plati:
(AUB)xC=(AxC)U (B x (),
(ANB)xC=(AxC)n(Bx(0),
(A-—B)xC=(AxC)—(BxC(C).
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Analogické rovnosti plati i pro C' x (AU B), C x (AN B) a
C x (A—-B).

Dukaz vSech rovnosti je snadny.

Tvrzeni. Pro libovolnou mnozinu C, pro libovolnou indexo-
vou mnozinu I # ) a pro libovolny soubor mnozin A;, kde i € I,

plati:
(UAZ> x C = U(Ai x C),

el 1€l
(ﬂAZ) x O = () (Ai x C).
el 1€l

Dukaz je analogicky jako pro systém dvou mnozin.

Necht A, B jsou libovolné mnoziny. Pak libovolnd podmno-
zina p kartézského soucinu A x B se nazyva relace mezi mno-
zinami A a B. Jsou-lia € A, b € B takové prvky, ze (a,b) € o,
pak rikdme, ze prvek a je v relaci ¢ s prvkem b, a zapisujeme to
zpravidla ve tvaru a pb. Jestlize (a,b) ¢ o, piSeme obvykle a gb.

Priklad. Bud A mnozina a bud P(A) potencni mnozina
mnoziny A. Prvky mnoziny P(A) jsou podmnoziny X C A.
Definujme podmnozinu ¢ C A x P(A) takto:

o0={(a,X) e AxP(A)| ae X}
Pak g je relace mezi mnozinami A a P(A).

Necht A, B jsou opé&t libovolné mnoziny. Pak ) C A x B,
takze () je relace mezi mnozinami A a B a nazyva se prazdna
relace mezi A a B. Rovnéz celd mnozina A X B je relaci mezi
mnozinami A a B a nazyva se univerzalni relace mezi A a

B. Necht dale o C A x B je libovolna relace mezi A a B. Pak
defini¢nim oborem Dom p relace p rozumime mnozinu

Domp={a€ A| (3b € B)(apb)},
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tedy mnozinu vSech téch prvkia z A, které jsou v relaci ¢ alespon
s jednim prvkem z B, a oborem hodnot Im p relace o rozumime
mnozinu

Imo={be B| (Jda€ A)(apb)},

tedy mnozinu vsech téch prvki z B, s nimiz je v relaci o alespon
jeden prvek z A.

Definujeme sklddani relaci. Necht A, B, C' jsou mnoziny a
necht p € A X B an C B x C jsou relace. V této situaci
definujeme relaci n o o € A x C vzniklou slozenim relaci o a n
nasledujicim zplsobem:

noo=-{(a,c) € AxC| (b€ B)(apb & bnc)}.
Zapis n o p cteme ,m po o”.

Priklad. Bud A mnozina. Uvazme opét jeji potencni mno-
zinu P(A). Prvky mnoziny P(A) jsou vsechny podmnoziny X C
A. Uvazme déle poten¢ni mnozinu P(P(A)). Prvky mnoziny
P(P(A)) jsou libovolné podmnoziny Q@ C P(A). Takové pod-
mnoziny @ ale nejsou nic jiného nez soubory nékterych pod-
mnozin X C A. Pro kazdy takovy soubor Q oznac¢me strucné
U Q sjednoceni souboru Q, to znamena sjednoceni vsech téch
podmnozin X C A, které jsou prvky souboru Q.

V minulém ptikladu jsme definovali relaci ¢ € A x P(A)
predpisem:

o={(a,X) e AxP(A)| ae X}
Definujme podobné relaci n C P(A) x P(P(A)) predpisem:
n={(X,Q) € P(4) x P(P(4))| X € Q}.

Pak slozena relace no o C A x P(P(A)) ma podle predchozi
definice tvar:

noo={(a,Q) € AXxP(P(A))| (X e P(A))(ae X & X € Q)},

4



coz podle definice sjednoceni |J Q znamend, ze tato relace je
dana predpisem:

noe={(a,Q) € AxP(P(A))|aclQ}.

Skladani relaci je asociativni:

Tvrzeni. Necht A, B, C, D jsou mnoziny a necht o C A X B,
nC BxC, uCC x D jsou relace. Pak plati:

(nom)oo=po(noo).

Dtkaz. Na obou stranach této rovnosti jsou relace mezi
mnozinami A a D. Dokdzeme inkluzi (uon) oo C po(no o).
Necht tedy a € A, d € D jsou takové prvky, ze (a,d) € (uon)oo.
Pak podle definice skladani relaci existuje prvek b € B takovy, ze
(a,b) € pa (b,d) € pon. Opét podle téze definice existuje prvek
c € C takovy, ze (b,c) € n a (¢,d) € p. Pak ovSem (a,c) € nop,
takze (a,d) € po (nop). Opacnd inkluze po (no ) C (pomn)op
se dokaze analogicky.

Ke kazdé relaci o mezi mnozinami A a B definujeme inverzni
relaci o~! mezi mnozinami B a A nésledovné:

o' ={(b,a) € Bx Al aogb}.
To znamena, ze plati
(Va € A)(Vb € B)(apb <= bo 'a).

Odtud okamzité plyne, ze Dom ™! = Imyp, Imp~! = Dom p.
Dale je jasné, ze plati

(™) =0

Navic mezi skladanim relaci a inverznimi relacemi existuje na-
sledujici souvislost:



Tvrzeni. Necht A, B,C jsou mnoziny a necht o C A X B,
n C B x C jsou relace. Pak plati:

(noo) =90 ton™

Dukaz. Na obou stranach této rovnosti jsou relace mezi
mnozinami C' a A. Dokézeme inkluzi (no o)™ C o' on™l
Necht a € A, ¢ € C jsou takové prvky, Ze (c,a) € (no o)~!. Pak
(a,c) € nop. To znamena, ze existuje prvek b € B takovy, ze
(a,b) € g a (b,c) € n. Odtud plyne, Ze (b,a) € o1 a (c,b) € n71,
takze pak (c,a) € o~ on~!. Opacné inkluze o~lon=t C nop)~!

se dokaze obdobné obracenym postupem.



