Svazy

Bud (A, <) usporddand mnozina a B C A podmnozina. Prvek
a € A se nazyva dolni zadvora mnoziny B, jestlize pro kazdy
prvek b € B plati a < b. Podmnozina B C A se nazyva zdola
ohranicend, ma-li alespon jednu dolni zavoru v (A, <). Dudl-
nimi pojmy k témto pojmim jsou horni zavora podmnoziny
B a shora ohrani¢ena podmnozina B. To opét znamena, ze
prvek a € A je horni zavorou mnoziny B v (A, <) pravé tehdy,
kdyz tento prvek je dolni zdvorou mnoziny B v dualné uspo-
rddané mnoziné (A, >), a podmnozina B je shora ohrani¢ena
v (A, <) pravé tehdy, kdyz je zdola ohranicend v (A, >).

Bud opét (A, <) usporddand mnozina a B C A podmnozina.
Prvek a € A se nazyva infimum mnoziny B, jestlize

a je dolni zavora mnoziny B a pritom
pro kazdou dolni zavoru ¢ € A mnoziny B plati ¢ < a.

To znamena, ze takovy prvek a je nejveétsi dolni zdvorou mnoziny
B. Je tedy infimum mnoziny B, pokud existuje, urceno jedno-
znacné a znaci se symbolem inf B. Dudlnim pojmem k tomuto
pojmu je supremum mnoziny B a znaci se symbolem sup B.

Priklad. V usporddané mnoziné (N, |) ma kazda neprazdnd
kone¢na podmnozina M C N supremum sup M — je jim nejmensi
spolecny nasobek cisel obsazenych v M. Pro prazdnou mnozinu
0 jakozto podmnozinu v N pak plati sup@® = 1. Zadna neko-
necnd podmnozina M C N zde ovSsem nema horni zavoru a tedy
ani supremum, nebot kazdé c¢islo m € N ma jen konecny pocet
prirozenych déliteld.

Priklad. Bud A nekonecni mnozina. Ozna¢me F(A) mno-
zinu vSech téch podmnozin X C A, pro néz jedna z mnozin
X, A — X je konecna. Je-li nyni ¥ C A takova podmnozina,
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ze obé mnoziny Y, A — Y jsou nekonec¢né, pak mnozina jedno-
prvkovych mnozin {{y}| y € Y} je podmnozinou v F(A), ktera
v usporadané mnoziné (F(A), C) nema supremum. M4 zde totiz
nekonec¢né mnoho hornich zavor, z nichz ale zadna neni nejmensi.

Poznamky. Bud (A, <) uspofddand mnozina. Pak inf A a
sup () existuji pravé tehdy, kdyz v A existuje nejmensi prvek
z, a v tom piipadé plati inf A = sup( = z. Dudlni tvrzeni
plati pro sup A a inf (). To znamen4, Ze tyto prvky existuji prave
tehdy, kdyz v A existuje nejvétsi prvek y, a v tom pripadé plati
sup A = inf() = y.

Bud dale B C A podmnozina. Existuji-li prvky inf B, resp.
sup B, pak kazdy z téchto prvkd miize, ale obecné nemusi lezet
v samotné mnoziné B. Prvni pripad nastava prave tehdy, kdyz
mnozina B ma nejmensi, resp. nejvétsi prvek. V takovém pripadé
prave tyto prvky predstavuji prvky inf B, resp. sup B.

Uspordadand mnozina (A, <), v niz pro libovolné prvky
a,b € A existuji sup{a, b} a inf{a, b}, se nazyva svaz.

Uspotradana mnozina (A, <), v niz pro libovolnou podmno-
zinu B C A existuji sup B a inf B, se nazyva uplny svaz.

Vsimnéme si, ze v usporadané mnoziné (A, <) pro libovolné
prvky a,b € A plati

a <b <= inf{a,b} =a <= sup{a,b} =b.

Odtud ihned plyne, ze kazdy retézec je svaz. Jsou ale Tetézce,
které nejsou uplnymi svazy — napriklad fetézec (Q, <).

Priklad. Bud A mnozina a bud P(A) jeji potenc¢ni mno-
zina. Pak v usporddané mnoziné (P(A), C) libovolna podmno-
zina Q@ C P(A) mé supremum i infimum a plati pro né

supQ=[JQ, mfQ=()Q.



(Pfitom pro podmnozinu ) C P(A) zde chapeme () () jako A.)
Je tedy (P(A), C) tplny svaz.

Priklad. Bud A nekone¢nd mnozina. Neni tézké oveérit, ze
pak usporadand mnozina (F(A), C) z predminulého prikladu je
svaz, ale vidéli jsme tam, ze to neni uplny svaz.

Priklad. Usporddand mnozina (N, |) je svaz, nebot pro
kazda m,n € N je sup{m,n} nejmensi spole¢ny nasobek ¢i-
sel m,n a inf{m,n} je nejvétsi spolecny délitel ¢isel m,n. Neni
zde ale nejvétsi prvek, takze nejde o aplny svaz. Podobné uspo-
rddand mnozina (w, |) je svaz a lze se presvédcit, ze se jednd
dokonce o uplny svaz.

Tvrzeni. Bud (A, <) svaz. Pak pro libovolnou neprazdnou
konecnou podmnozinu B C A existuji sup B a inf B.

Dukaz. Postupujeme indukci vzhledem k poc¢tu prvka v B.
Obsahuje-li B jeden nebo dva prvky, neni co dokazovat. V in-
dukénim kroku mame ukazat, ze pro libovolnou neprazdnou ko-
necnou podmnozinu B C A, B # A, pro niz sup B a inf B exis-
tuji, a pro libovolny prvek a € A— B existuji také sup(BU{a}) a
inf(BU{a}). Ovérime napriklad existenci sup(BU{a}). Uvazme
prvek ¢ = sup{sup B, a}. Ponévadz ¢ > sup B a ¢ > a, je jasné,
ze ¢ je horni zdvora mnoziny B U {a}. Necht nyni d je libo-
volna horni zévora mnoziny B U {a}. Pak d > a a d je rovnéz
horni zavora mnoziny B, odkud plyne d > sup B. Celkem tedy
d > sup{sup B, a}, ¢ili d > c. To ukazuje, ze ¢ = sup(B U {a}).

Dusledek. Kazdy konecny neprazdny svaz je uplny.

Casto uzivdme nasledujiciho jednodussiho oznaceni. Je-li
(A, <) svaz, pak pro libovolné prvky a,b € A prvek sup{a, b}
znaCime kratce jako a V b a prvek inf{a, b} znacime kratce jako
a A\ b. Pak je mozno formulovat nasledujici fakt.



Tvrzeni. Bud (A, <) svaz. Potom pro libovolné prvky
a,b,c € A plati nasledujici rovnosti:

aVa=a aNa=a (idempotence)

aVb=bVa aANb=bAa (komutativita)
(avb)Ve=aV (bVe) (anb)ANc=aA(bAc) (asociativita)
aV(aAb)=a aA(aVb)=a (absorbce)

Dukaz. Idempotence a komutativita jsou zifejmé. Pokud jde
o asociativitu, podobny obrat jako v predchozim dikazu ukaze,
ze prvky na obou strandch prvni rovnosti jsou rovny sup{a, b, c}
a prvky na obou stranach druhé rovnosti jsou rovny inf{a, b, c}.
Rovnéz ovéreni zakonti absorbce je snadné.

Vyznam uvedenych rovnosti spociva také v tom, ze tyto rov-
nosti netoliko vyplyvaji z definice pojmu svazu, ale bylo by
mozno ukazat, ze témito rovnostmi je pojem svazu jiz kom-
pletné charakterizovan zhruba v tom smyslu, Ze by je bylo mozno
pouzit jako vychodisko pro jinou, ekvivalentni definici tohoto
pojmu.

Tvrzeni. Bud (A, <) libovolny svaz. Pak jsou néasledujici
dvé podminky ekvivalentni:

(x)  (Ya,b,c € A)(aAN(bVec)=(aAb)V (aAc)),
(%) (Ve,f,g € A)(eV (fAg)=(eV f)A(eVyg)).

Dikaz. Necht plati podminka (*) a necht e, f, g € A. Pak

(eVi)n(evg)=((eV)ne)Vv(leVf)Ag) (podle (x))

=eV(gN(eVf)) (absorbce)
—evigrdVignf)  (podle (+))
=(eV(gNe)V(gNf) (asociativita)
=eV (fAg), (absorbce)



takze plati také podminka (x*). Analogicky se ukaze, ze z (*x)
plyne (x).

Svaz (A, <) spliujici kteroukoliv z podminek (x), (x*) uve-
denych v predchozim tvrzeni se nazyva distributivni. Zminéné
tvrzeni vlastné rika, ze svaz (A, >) dudlni k distributivnimu
svazu (A, <) je rovnéz distributivni.

Vsechny svazy uvedené v piedchozich prikladech této ka-
pitoly jsou distributivni. Uvidime ale, ze existuji svazy, které
nejsou distributivni.

Véta. Bud (A, <) usporadand mnozina, v niz pro kazdou
podmnozinu B C A existuje inf B. Pak pro libovolnou podmno-
zinu C' C A existuje také sup C.

Poznamka. Uvedeny predpoklad v sobé zahrnuje pozadavek
existence prvku inf ), tedy existenci nejvétsiho prvku v (A, <).

Dikaz. Bud C' C A libovolnd podmnozina. Necht D je
mnozina vSech hornich zavor mnoziny C v (A, <). Uvazme prvek
f = inf D. Ukéazeme, ze pak f = sup C. Nejprve si vSimnéme,
ze pro kazdy prvek ¢ € C plati, ze ¢ < d pro vSechna d € D,
coz znamena, ze c¢ je dolni zavorou mnoziny D v (A4, <). Ovsem
f je nejvetsi dolni zavora této mnoziny. Nutné tedy plati ¢ < f
pro vSechna ¢ € C'. To znamend, ze f je horni zavorou mnoziny
C v (A, <). Necht dale g € A je libovolnd horni zavora této
mnoziny. Pak g € D, odkud plyne, ze f < g. To potvrzuje, ze
f=supC.

Dokazand véta vlastné ¥ika, ze usporddand mnozina (A, <)
je uplnym svazem, jakmile pro libovolnou podmnozinu B C A
existuje inf B.

Poznamenejme také, ze plati rovnéz véta dualni k uvedené
véte, tedy véta, v niz jsou prohozena suprema a infima.



Priklad. Bud A mnozina. Pfipomenme, ze symbolem £(A)
jsme znacili mnozinu vsech ekvivalenci na A. Tyto ekvivalence
jakozto relace na A, tedy jakozto podmnoziny v A x A lze po-
rovnavat mnozinovou inkluzi C. Vznika tak usporddand mno-
zina (E(A), C). Ukdzeme, ze se jednd o tplny svaz. K tomu
podle predchozi véty staci ukazat, ze pro libovolnou podmno-
zinu G C E(A) existuje infG. Snadno se ovSem vidi, ze je-li
G # (), pak priinik () G vSech ekvivalenci z G je zase ekvivalence
na A. Odtud ihned plyne, ze v tom pripadé mame

inf G = ﬂ G

Konecné je jasné, ze pro G = () je inf ) = A x A. Je tedy opravdu
(E(A), C) Gplny svaz. Poznamenejme, Ze ma-li mnozina A ale-
spon tii prvky, jedna se soucCasné o priklad svazu, ktery neni
distributivni.

Zavérem dokazeme nasledujici fakt tykajici se fetézce (R, <)
vSech realnych cisel usporadanych obvyklym zptisobem podle
velikosti.

Tvrzeni. Kazda neprazdnda zdola ohranicend podmnozina
M C R ma infimum v (R, <). Kazda neprazdna shora ohrani-
¢end podmnozina N C R mé supremum v (R, <).

Dukaz. Ponévadz se jednd o dvé vzajemné dudlni tvrzeni
a zobrazeni prirazujici kazdému cislu » € R cislo —r je izo-
morfismus fetézce (R, <) na dudlni fetézec (R, >), staci dokazat
napriklad prvni z uvedenych tvrzeni. Pouzijeme k tomu repre-
zentaci realnych ¢isel pomoci fezti v (Q, <) z konce minulé ka-
pitoly, tedy fakt, ze fetézec (R, <) je izomorfni s tam popsanym
fetézcem (R, <).

Bud tedy M C R libovolné neprazdnd zdola ohrani¢ené pod-
mnozina. Necht s € R je takové cislo, ze s < r pro vsechna
r € M. Necht ¥ C R je mnozina vsech fezli odpovidajicich ¢is-
lim z M pfi zminéném izomorfismu a necht (G, H) je fez v R
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odpovidajici ¢islu s. Pak z toho, ze s < r pro vSechna r € M,
plyne, ze L C H pro vsechny fezy (K, L) v ¥. Uvazme mnozinu

vzniklou sjednocenim mnozin L vSech fezu (K, L) obsazenych
v ¥. Pak ovSsem také V' C H. Je tedy mnozina V neprazdna a
zdola ohranicena. Pritom tato mnozina nema nejmensi prvek,
nebot kdyby existoval prvek ¢ € V', ktery by zde byl nejmensim
prvkem, bylo by ¢ € L pro néktery tez (K, L) v ¥ a t by pak byl
nejmensi prvek v L, coz neni mozné, nebot takové rezy nejsou
v R obsazeny. Navic je vidét, ze pro kazdé v € V' a pro kazdé
q € Q splnhyjici v < g plati také ¢ € V. Skutecné pak totiz zase
v € L pro néktery fez (K, L) v ¥, odkud plyne g € L. Polozime-
li tedy U = Q—V, vime podle pfedchozi kapitoly, ze (U, V') je Fez
v (Q, <), aje to bud dedekindovsky fez 1. druhu nebo mezera. To
znamend, ze (U, V') je fez v R. Necht w € R je ¢islo odpovidajici
tomuto rezu ve shora zminovaném izomorfismu. Ponévadz pro
kazdy tez (K, L) v ¥ mame L C V, plyne odtud, ze w < r pro
vsechna r € M. Necht konecné z € R je jakékoliv takové ¢islo, ze
z < r pro vsechna r € M. Necht (X,Y) je fez v R odpovidajici
¢islu z. Pak odtud plyne, ze L C Y pro vSechny tezy (K, L)
v ¥. To ale celkem znamend, ze V' C Y, takze z < w. Tim je
prokéazano, ze w = inf M.

Uvedené tvrzeni je mozno jesté preformulovat nasledujicim
zpusobem. Pripojme k mnoziné R dva nové prvky —oo a oo a
rozsifme usporddani < z R na RU{—o00, o0} tak, aby pro kazdé
r € R platilo —oco < r < oco. Timto zplisobem vznika retézec
(R U {—00,0}, <). Neni tézké si rozmyslet, ze pak predchozi
tvrzeni lze prevést do nasleduji podoby.

Diisledek. Retézec (R U {—o00, 0}, <) je tplny svaz.



