Zobrazeni

Pojem ,zobrazeni” nejprve vymezime nasledovné. Necht A, B
jsou libovolné mnoziny. Zobrazenim f : A — B mnoziny A
do mnoziny B rozumime predpis, ktery kazdému prvku a € A
prirazuje praveé jeden prvek b € B. Pro takové prvky pak piseme,
ze b= f(a), a tfikame, Ze b je obrazem prvku a pfi zobrazeni f.

Uvedené vymezeni daného pojmu ovsem obsahuje blize ne-
specifikovany pojem , predpis”. Abychom byli schopni se bez to-
hoto prostredku obejit, uvazujme k danému zobrazeni f : A — B
relaci o C A x B definovanou formuli

(Va € A)(Vb € B)(apb < b= f(a))

a nazyvanou graf zobrazeni f. VSimnéme si, ze pak relace o
splnuje podminku
Dom p = A,

nebot zobrazeni f kazdému prvku z A prirazuje néjaky obraz, a
dale podminku

(Va € A)(Vb,b' € B)(aob & apb = b=V,

nebot zobrazeni f kazdému prvku z A prirazuje jediny obraz.
Pritom relace p zobrazeni f kompletné urcuje, nebot p je vlastné
vyctem vSech usporddanych dvojic (a,b) € A x B takovych, ze
b= f(a).

Na druhé strané libovolnou relaci p C A x B spliujici vyse
uvedené dvé podminky je mozno chapat timtéz zptsobem jako
popis urcitého zobrazeni f, které je pak mozno zadat predpisem

(Va € A)(Vbe B)(b= f(a) < apb),

nebot ze zminénych podminek plyne, ze pak kazdy prvek z A
ma sviij obraz a ze tento obraz je jediny.

1



Chceme-li tedy podat definici pojmu ,,zobrazeni” jenom s po-
moci pojmu zavedenych v teorii mnozin, nabizi se moznost primo
ztotoznit zobrazeni f s jeho grafem p, tak jak byl popsan vyse.
Timto zptsobem dostavame nasledujici mnozinovou definici da-
ného pojmu:

Necht A, B jsou libovolné mnoziny a necht f C A x B je
relace mezi nimi. Rekneme, Ze f je zobrazeni mnoziny A do
mnoziny B a piseme f : A — B, jestlize jsou splnény podminky

Dom f = A
a dale
(Va € A)(Vb,t' € B)(afb & afbl = b=1").
V tom pripadé, jak bylo uvedeno shora, misto zapisu a f b, pri-
padné (a,b) € f, zpravidla piseme b = f(a).

Necht A, B jsou mnoziny. Zobrazeni f : A — B se nazyva
surjekce, nebo téz zobrazeni na mnozinu B, plati-li

Imf = B.

Pri takovém zobrazeni f kazdy prvek b € B ma alespon jeden
vzor, tedy prvek a € A takovy, ze b = f(a). Zobrazeni f : A —
B se nazyva injekce, nebo téz prosté zobrazeni, spliuje-li
podminku

(Vb € B)(Va,a' € A)(afb & d fb = a=4d).

Pri takovém zobrazeni f kazdy prvek b € B méa nanejvys jeden
vzor, tedy prvek a € A takovy, ze b = f(a). Zobrazeni f :
A — B se nazyva bijekce, nebo téz vzajemné jednoznacné
zobrazeni mnoziny A na mnozinu B, je-li f soucasné injekce i
surjekce.

Necht A, B jsou mnoziny a necht f : A — B je bijekce.
Pak inverzni relace f~! k relaci f je zase zobrazeni. To ihned
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plyne z vyse uvedenych podminek, nebot pozadavky, aby f byla
surjekce a injekce, presné odpovidaji podminkam, které je tieba
splnit, aby f~! bylo zobrazeni. Mame tedy zobrazeni f~!: B —
A, které samo je rovnéz bijekce, nebot zase pozadavky nutné
k tomu, aby f bylo zobrazeni, znamenaji, ze f~! je surjekce a
injekce. Rikdme, ze f~! je inverzni zobrazeni k zobrazeni f.

Definujeme skladani zobrazeni. Ponévadz zobrazeni jsou
specidlni typy relaci, definujeme toto skladani stejnym zptso-
bem jako sklddani relaci. Je ale zfejmé, ze jsou-li A, B, C' mno-
ziny a jsou-li f: A — B a g: B — C zobrazeni, pak je-
jich slozenim dostaneme relaci g o f, kterd je opét zobrazenim
gof : A— (. Pritom toto zobrazeni je ocividné dano predpi-
sem

(Va € A)((g 0 f)(a) = g(f(a))).
Pripomenme, ze skladani relaci, a tedy i skladani zobrazeni je
asociativni.

Definujme pro libovolnou mnozinu A zobrazeni itdy : A — A
predpisem (Va € A)(ids(a) = a). Toto zobrazeni se nazyva
identita na A. Je jasné, ze pak pro libovolné mnoziny A, B
a pro libovolné zobrazeni f : A — B plati

foidy=f=idpof,
a je-li f navic bijekce, pak plati také
flof =ida, fof™' = idp.
Dtlezity je nasledujici fakt.
Véta. Necht A, B jsou mnoziny a necht
f:A—=B, g: B—A

jsou zobrazeni. Pak f je bijekce s vlastnosti, ze f~! = g, pravé
tehdy, kdyz plati go f =id4 a fog=idp.
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Dtikaz. Je-li f bijekce a je-li ¢ = f~!, pak samoziejmé
gof=idy a fog=ridp.

Necht naopak zobrazeni f, g spliuji go f =1d4 a fog = idp.
Ukazeme nejprve, ze f je bijekce. Necht b € B je libovolny prvek.
Polozme a = ¢(b). Pak f(a) = f(g(b)) = idg(b) = b, takze
vidime, ze f je surjekce. Necht déle a,a’ € A jsou takové prvky,
ze f(a) = f(d'). Pak ovsem a = id4(a) = g(f(a)) = g(f(d')) =
ida(a') = d, cili a = d/, takze f je také injekce. Celkem f je
bijekce a existuje tedy inverzni zobrazeni f~!, které je rovnéz
bijekce. Odtud pak dostavame ¢ = idgqog = flo fog =
floidg=f1 clig=fl

Jsou-li A, B mnoziny a je-li f: A — B zobrazeni, pak mno-
zinu Im f zna¢ime rovnéz f(A) a nazyvame ji obraz pfi zobra-
zeni f. Je-li dale C' C A libovolnd podmnozina, mizeme defi-
novat zobrazeni g : C' — B predpisem (Ve € C)(g(c) = f(c)).
Pak toto zobrazeni g se nazyva restrinkce nebo téz ztzZeni
zobrazeni f na mnozinu C' a znadi se f|c.

Pro libovolné dvé mnoziny A, B symbolem B4 zna¢ime mno-
zinu vech zobrazeni f : A — B. Poznamenejme, ze je-li A = (),
pak B4 je B, a to je mnozina vSech zobrazeni f : § — B.
Pro takové zobrazeni f oviem méame f C () x B, pficemz ale
) x B =0, takze nutné f = () je prazdné zobrazeni. To zna-
mend, ze B? = {(}. Ponévady pf¥i nasi konstrukei nezdpornych
celych ¢isel bylo 0 = (), je to diivod, pro¢ jsme diive definovali
mnozinu B jako {0}.

Rekneme, Ze dvé mnoziny A, B jsou ekvivalentni, anebo téz

ze maji stejnou mohutnost, jestlize existuje bijekce f : A — B.
Pak piseme A = B.

Tvrzeni. Pro libovolné mnoziny A, B, C' plati:
(A x B)Y =2 AY x BY,
(AB)C ~ ABXC‘



Dikaz. Uvazme nejprve zobrazeni p : AX B — A aq :
Ax B — B dané pro libovolnda € A, b € B predpisy p(a,b) = a
a q(a,b) = b. Pak zobrazeni

¢ : (Ax B)Y — A® x BY
definované pro kazdé zobrazeni f : C' — A x B predpisem

o(f) = (o f qof)

je ziejmeé bijekce uvedenych dvou mnozin.

Uvédomme si déle, Zze pro kazdé zobrazeni g : C — AP a
pro kazdé ¢ € C je g(c) : B — A zobrazenim B do A. Nyni
k libovolnému zobrazeni g : C — AP definujme zobrazeni § :
B x C — A predpisem §(b,c) = (g(c))(b) pro libovolnd b € B,
¢ € C. Pak zobrazeni

w : (AB)C’ — ABxC
definované pro kazdé zobrazeni g : C' — AP predpisem

(g) =g
je ztejmé bijekce uvedenych dvou mnozin.

Pripomenme, ze pri nasi konstrukci nezapornych celych cisel
jsme méli 2 = {0, 1}. Pro libovolnou mnozinu A a pro libovolnou
podmnozinu Y C A definujme charakteristické zobrazeni
Xy : A — 2 podmnoziny Y nasledovné. Pro libovolné a € A
klademe

xy(e) = 0 pokuda ¢Y.

Nyni jsme pripraveni dokdzat nasledujici fakt.

{1 pokud a € Y,

Tvrzeni. Pro libovolnou mnozinu A je P(A) = 24,

Dukaz. Zobrazeni
9. P(A) — 24
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definované pro kazdou podmnozinu Y C A predpisem
(YY) =xy
je ziejmeé bijekce uvedenych dvou mnozin.
Zasadni vyznam ma nasledujici Cantorova véta.

Véta. Pro kazdou mnozinu A plati A 2 P(A).

Dikaz. Pripustme, ze existuje bijekce f: A — P(A). Uva-
zujme mnozinu ¥ = {a € Al a ¢ f(a)}. Pak Y C A cili
Y € P(A). Ponévadz f je podle predpokladu bijekce, existuje
jediné y € A, pro néz Y = f(y). Zkoumejme nyni, zda y € Y
¢i nikoliv. Pokud y € Y, pak z definice mnoziny Y plyne, ze
y ¢ f(y), a ponévadz f(y) =Y, znamena to, ze y ¢ Y, coz neni
mozné. Pokud v8ak y ¢ Y, pak zase z definice mnoziny Y plyne,
ze y € f(y), a ponévadz stale f(y) =Y, znamend to, ze y € Y,
coz opét neni mozné. To dava spor.

Poznamenejme, ze dvé konecné mmnoziny maji stejnou mo-
hutnost, pravé kdyz maji stejny pocet prvki. Rekneme, Ze dana
mnozina je spoc¢etna, jestlize ma stejnou mohutnost jako mno-
zina w vSech nezapornych celych ¢isel. Kazda podmnozina spo-
cetné mnoziny je konecna nebo spocetna. Neni tézké ukazat, ze
mnoziny N, Z,Q vSech prirozenych, celych a raciondlnich c¢isel
jsou vSechny spocetné. Nekone¢nd mnozina, kterd neni spocetna,
se nazyva nespocetna. Z Cantorovy veéty a z tvrzeni, které ji
predchézi, tak plyne, ze napriklad mnozina 2“ je nespocetna.
Argumentem podobnym tomu, ktery byl pouzit v predchozim
diikazu, lze ukéazat, ze mnozina R vSech realnych cisel je ne-
spocetna. Presnéji je mozné ukazat, ze mnoziny R a 2* maji
stejnou mohutnost. O mnozinach, které maji stejnou mohutnost
jako mnozina R, fikdme, ze maji mohutnost kontinua.



