1. MNOZINY

Pojem mnoziny je zakladnim pojmem matematiky. MnoZina je urcena svymi
prvky, t.j., mnozinou rozumime souhrn prvkia. Teorii mnozin vybudoval némecky
matematik G.Cantor v roce 1872. VysSe uvedené vymezeni pojmu mnoziny neni
presnou definici. Vede také k rozportum nebot jsou "souhrny”, které za mnoziny
povazovat nemuzeme. Pozdéji uvidime, Ze nemuZzeme vytvorit "mnozinu” vsech
mnozin. Nejjednodussi priklad takové zakazané "mnoziny” nalezl B.Russel v roce
1900. Je to souhrn M = {a\x ¢ x} vSech mnoZin z, které neobsahuji sebe jako
prvek. Totiz, pokud by M byla mnozZina, muzeme si polozit otazku, zda M € M.
Pokud ano, pak, podle definice M plati M ¢ M. Pokud ne, pak, opét podle definice
M, plati M € M. V obou ptipadech dostavame spor. ReSeni problému definice
pojmu mnoziny podava axiomatickd teorie mnozin. My budeme pracovat v tzv.
naivni teorii mnozin, t.j., na zakladé vyse uvedené nepresné ”definice”. Budeme
vsak opatrni v jejim pouzivani: ne vsechny souhrny budeme povazovat za mnoziny.
Zaroven si naznacime, jak vypada axiomaticka teorie mnozin.

Zakladni (a vlastné jedinou) vlastnosti mnozin je, ze maji prvky. PiSeme a € A,
coz znamena, ze a je prvkem mnoziny A. Mala a velkd pismena pouzivame pro
nazornost; ve skutecnosti v teorii mnozin neni nic jiného nez mnoziny, t.j., 1 a
je mnozina. Fakt, Ze mnozZina je urcena svymi prvky je vyjadren nasledujicim
axiomem (ktery je prvnim axiomem axiomatické teorie mnozin):

Aziom extensionality: Dvé mnoziny jsou stejné, pravé kdyz maji stejné prvky.

Pomoci predikatové logiky (v jazyce s jedinym bindrnim relaénim symbolem €,
coz je jazyk axiomatické teorie mnozin) se tento axiom zapise nasledovné:

(Ve,y)(x =y & (V2)(z €2 < z €y))

Pro mnoziny A, B piseme A C B a fikame, ze mnozina A je podmnozinag mnoziny
B, jestlize libovolny prvek mnoziny A je prvkem mnoziny B. Ziejmé plati

ACA
ACBaBCC=ACC

A=B& ACBaBCA
Jsou-li A, B mnoziny, muzeme z nich utvorit nové mnoziny
AUB = {z\z € A nebo x € B}
ANB={s\r € Aax € B}
A—B={s\v € Aax ¢ B}
které postupné nazyvame sjednoceni, prunik a rozdil mnozin A a B.

Existuje mnoZina, ktera se vyznacuje tim, ze nema zadné prvky. Nazyva se
prazdnd a oznacéuje se (). Pro libovolnou mnoZinu A plati

hC A
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Mnoziny A, B se nazyvaji disjunktni, jestlize AN B = (). Plati nasledujici pravidla,
ktera se postupné nazyvaji komutativni, asociativni, idempotentni a distributioni
zakony:

AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

Je-li A podmnozinou mnoziny M, pak rozdil M — A se nazyva doplnék (nebo
také komplement podmnozZiny A. Znacéime jej A’. Plati nasledujici pravidla, ktera
se postupné nazyvaji zakony jednotky, negace a de Morgana:

AUM =M
ANM=A
Auld=A
ANd =10
AUA =M
ANA =10
M =0
0 =M
A//:

(AnB) =A"UDB
(AuB) =A"nB.

Obecnéji, plati
A—(BUC)=(A-B)Nn(A-C)



A—(BNC)=(A-B)U(A-C).

Méame-li mnoZiny A, B, miZeme utvorit novou mnozinu {A, B}, kterd méa za
prvky pravé A a B. Tento zptusob tvorby mnozin se nazyva aziom dvojice. Jeho
pomoci miZzeme z prazdné mnoZiny () vytvorit nové mnoziny, napt. {0}, {{0}},
{0,{0}}, atd. Timto zptsobem miZzeme definovat ptirozena éisla: 0 =0, 1 = {0},
2={0,{0}},3=10,{0},{0,{0}}}, atd. Vzdy n ={0,1,--- ,n—1}. Tedy pfirozena

¢isla jsou mnoziny. Rovnéz mtzeme utvorit mnozinu vSech nezapornych celych ¢isel
w :{071727"' 7n7"'}'

Nazyvame to aziom nekonecna.
Pro libovolnou mnoZinu A a libovolnou "mnoZinovou vlastnost” ¢(x) miZeme
utvorit novou mnozinu

{a € A\p(a) plati}.

Presna definice mnozinové vlastnosti je, ze se jedna o formuli predikatové logiky v
jazyce s jedinym binarnim relacnim symbolem €. Tento zptsob tvorby mnozin se
nazyva azxiom vyclenéni. Timto zptusobem vznikly mnoziny:

ANB={aec A\a € B}

A—B={ac A\a ¢ B}.

Pro libovolnou mnozinu A tak také mtiZzeme utvofit mnoZinu
ﬂ A = {a\a € A pro libovolné A € A}.

Psaci pismo jsme opét pouzili pouze pro nazornost. Obvyklé oznaceni je pomoci
indexti: mame mnozinu I a mnoziny A; pro libovolné 7 € I a vytvarime mnozinu

ﬂ A; ={a\a € A; pro libovolné i € I}.
el

Pro sjednoceni mnozin potiebujeme novy zptisob tvorby mnozin nazyvany aziom
sjednoceni. Riké, Ze pro libovolnou mnozinu A4 muZeme utvorit novou mnozinu

| J A= {a\ existuje A € A tak, 7e a € A}.
Zejména
AuB=|J{4,B}.
Obvyklé znadeni je
| 4i = {a\a € A; pro n&jaké i € I},
tel

Plati nasledujici pravidla:

AU (\]lgi = (\]/4 U B;

el el



AN L,Jlgi = L,qu N B;

el el
(U4 =4
tel i€l
(A4 =J 4
tel i€l

Usporddand dvojice (a,b) se definuje jako mnozina

(a,b) = {{a}, {a,b}}.

Tato definice je v duchu teorie mnozin: vSe je mnozina, tedy i usporadana dvojice.
Snadno se ovéri, ze plati

(a,b) =(c,d) & a=cab=d.
Kartezsky soucin mnozin A, B nyni definujeme jako

Ax B=A{(a,b)\a € A,b € B}.

Plati
(AUB)xC=(AxC)U(BxC)
Cx(AUB)=(CxA)U(C x B)
(ANB)xC=(AxC)N(BxC)
Cx(ANB)=(CxA)N(C x B).

Tato pravidla lze rozsitit i na nekonecéna sjednoceni a pruniky:

(J4anxc=Juix0)

el el
([VAi) xC =4 xC)
el el

(a podobné z druhé strany). Vsimnéme si, Ze pro A # B plati
AxB#BxA

Podobneé
(AxB)xC#Ax(BxC).

Je-li A mnozZina, mtuzeme utvorit mnozinu
P(A) ={X\X C A}

vsech podmnozin mnoziny A. Nazyvame to aziom mnoziny podmnozin.



Dosud jsme se seznamili s néasledujicimi axiomy teorie mnozin: axiom exten-
sionality, axiom prazdné mnoziny, axiom vyclenéni, axiom dvojice, axiom sjedno-
ceni, axiom mnoziny podmnozin a axiom nekoneéna. Prvni udéava, kdy jsou dvé
mnoziny stejné, dalsi popisuji "povolené” zptsoby tvorby mnozin. K tplné Zermelo-
Fraenkelové teorii mnozin (coz je standartni axiomatika teorie mnozin, oznacuje
se ZF) nam chybi jiz jen dva dosti technické axiomy: axiom regularity a axiom
nahrazeni. (Prvni z nich #ik4, Ze vSechny mnoziny ”vzniknou” z préazdné mnoziny.)
Napt. kartézsky souéin A x B vznikne vyélenénim z mnoziny P(P(A U B)); totiz
uspoiadané dvojice (a,b) jsou prvky této mnoziny.

Idedlni teorie mnozin by kromé axiomu extensionality obsahovala pouze axiom
fikajici, Ze pro libovolnou mnozinovou vlastnost () je

{a\g(a) plati}

mnozina. Russeliv paradox vsak ukazuje, Ze tato teorie je sporna. Axiomy Zermelo-
Fraenkelovy teorie mnozin uvadéji povolené pripady vyse uvedeného ”idealniho”
axiomu.

2. ZOBRAZENI

Definice. Zobrazeni f : A — B mnoziny A do mnoZiny B je predpis piitazujici
kazdému prvku mnoziny A prvek mnoziny B.

Tato definice neni, z hlediska teorie mnozin, pfesna nebot obsahuje nedefinovany

pojem " predpis”. Presnou definici si uvedeme v pristi kapitole.
Zobrazeni f: A — B se nazyva prosté (nebo také injektivni), jestlize plati

flar) = flaz) = a1 = as.

Nazyva se zobrazeni mnoziny A na mnozinu B (nebo také surjektivni), jestlize pro
libovolné b € B existuje a € A tak, ze f(a) =b. Zobrazeni, které je souc¢asné prosté
i na se nazyva bijektivni (nebo také bijekce). Mnoziny A, B se nazyvaji isomorfni,
Jestlize existuje bijekce A — B. Znac¢ime A = B.

Bud f : A — B bijektivni zobrazeni. PoloZme

f_l(b) = a pravé kdyz f(a) = b.

Pak f~!: B — A je zobrazeni, které nazyvame inverzni k f. Zfejmé to je rovnéz
bijektivni zobrazeni a plati

(F7 =1

Predpis
ida(a) =a

definuje zobrazeni id4 : A — A, které se nazyva identické (nebo rovnéz identita)
na A. Je to zrejmé bijekce a plati

(idA)_l =1d4.



Obecnéji, je-li A C B, pak zobrazeni inkluze 1 : A — B je definovano predpisem
ila) =a

pro a € A.
Budte f: A — B a g: B — C zobrazeni. Pak predpis

(go f)la) =g(f(a))

definuje zobrazeni go f : A — C. Tento postup se nazyva skladani zobrazeni a
g o f se nazyva sloZené zobrazeni. Plati nasledujici pravidla (h : C — D je dalsi
zobrazeni):

ho(gof)=(hog)of
foida=f idpof=7f
fof_IZidB f_lof:idA.
Jedna se o asociativni zakon, vlastnost jednotky a vlastnost inverzniho zobrazeni.
V poslednim pravidle je samozrejmé f bijekce. Navic, inverzni zobrazeni je touto
vlastnosti urceno jednoznacéné. To znamena, Ze
fog=idgagof=ida=g=f"

Symbolem B4 oznaéime mnozinu viech zobrazeni A — B.

Pro libovolnou mnoZinu A existuje pravé jedno zobrazeni ) — A. Nazyva se
prazdné zobrazeni a oznaéuje se o4. Tedy A? = {04} je jednoprvkova mnoZina.

Ziejmé (A4, 0) je monoid. Tento monoid neni obecné komutativni. Napiiklad,
oznadime-li symbolem k, : A — A konstantni zobrazeni s hodnotou a, t.j. k.(z) = a
pro vsechna @ € A, pak plati

kooky=Fk,akyok, =ks.

Bijektivni zobrazeni mnoziny A — A se nazyva permutace mnoziny A. Sym-
bolem S(A4) oznad¢ime mnozinu viech permutaci mnoziny A. Pak (S(A), o) je grupa.
Tato grupa opét neni obecné komutativni. Nazyva se symetrickd grupa.

Zobrazeni

pr:AXB—A py:AXB—B
dand predpisem
pi(a,b) =a pay(a,b) =b
se nazyvaji projekce.

Véta 2.1. Pro libovolné mnoziny A, B, C plati nasledujici pravidla:
(1) (A x B)¢ = A x B¢
(2) (AB)C o ABxC
(3) ABYC =2 AB x AC.

V' (3) musi mnoziny B,C byt disjunktni.

Diikaz. (1) Bijekce F : (A x B)Y — A® x BY je ddna piedpisem

F(f):(plof7p20f)7



kde py : Ax B — Aapy: AX B — B jsou projekce.
(2) Bijekce F : (AB)Y — AB*C je déna piedpisem

F(f)(bye) = f(e)(b)

kde f: C — AP,
(3) Jsou-li B, C disjunktni, pak bijekce F : ABYY — AB x A je dana pTredpisem

F(f)=(fi, f2)
kde fy je ztizeni f : BUC na B (t.j., f1(b) = f(b)) a f2 je zZeni f na C. O
Kartézsky soucin miizeme pomoci pojmu zobrazeni popsat nasledovné:
AxB=A{f:{1,2} - AUB\f(1) € A, f(2) € B}.

To nas vede k nasledujici definici kartézského soucinu libovolného (i nekoneéného)
systému mnozin A;, ¢ € I, kde I je mnozina:

[4:=1{f:1-{]A\f() € Ai pro libovolné i € I}.
el el

Projekce

pi: H Al — Al
el
jsou definovany predpisem p;(f) = f(7).
Pro libovolnou podmnozinu B mnoziny A definujeme charakteristickou funkci
xB : A — 2 této podmnoziny predpisem (zde 2 = {0,1})

xB(a)=1<a€ B.

Zobrazeni F : P(A) — 24, F(B) = xp je ziejmé bijekce. Tedy

Je-li f: A — B zobrazeni, pak mnozina

F(A) = {f(a)\a € A}

se nazyva obraz mnoziny A v zobrazeni f. Libovolné zobrazeni f : A — B lze
zapsat jako slozeni zobrazeni na a prostého zobrazeni

f:A— f(A) — B.

Definice. Rekneme, %e mnoziny A, B maji stejnou mohutnost, jestlize A = B.

Jedna se pouze o jiny nazev pro skutecnost, ze mnoziny A, B jsou isomorfni.
MnozZina A se nazyva konecnd, pokud ma stejnou mohutnost jako néktera z mnozin

n={0,1,....,n—1}, kde n € w.



Priklady 2.2. (1) Dvé koneéné mnoZiny maji stejnou mohutnost, pravé kdyz maji
stejny pocet prvki.

(2) MnoZiny Z a 2Z maji stejnou mohutnost nebot zobrazeni f : Z — 2Z,
f(z) = 2x je bijekce. Tedy vlastni podmnoZina nekoneéné mnoziny muZze mit
stejny pocet prvki jako celd mnozZina.

(3) Mnoziny w, N a Z maji stejnou mohutnost. Sta¢i uvazovat bijekce f:w — N
a ¢ :w — Z dané predpisy

f@) =a+1
g2n)=n g2n+1)=—-(n+1).

(4) UkaZzeme, %e mnozina Q racionélnich ¢éisel ma stejnou mohutnost jako w.
Podobné jak pro Z sta¢i ukazat, ze mnozina QT kladnych racionalnich éisel ma
stejnou mohutnost jako w. Napiseme tato ¢isla jako vykracené zlomky do radki.
Do prvniho fadku dame vSechny vykracené zlomky s ¢itatelem 1, do druhého fadku
vsechny vykracené zlomky s ¢itatelem 2, atd. Vznikne c¢tvercova tabulka, ktera
ma spocetné mnoho radka a spocetné mnoho sloupcta. Vypiseme-li jeji prvky po
diagonalach (t.j., 1, %, 2, %, ...), seradime kladna racionélni ¢isla do posloupnosti.
Tedy Q1 ma stejnou mohutnost jako w.

2.3 Cantorova véta. Mnoziny X a P(X) nikdy nemaji stejnou mohutnost.
Diikaz. Bud f: X — P(X) zobrazeni. Polozme Y = {z € X\a ¢ f(x)}. Pfedpok-
ladejme, Ze existuje z € X tak, ze f(z) =Y. Pak plati

z€Y & z2¢Y,

coZ je spor.

4

Mnozina, kterda ma stejnou mohutnost jako w se nazyvéa spocetnd. Nekoneéna
mnozina, ktera neni spocetna se nazyva nespocetna. V predchozim prikladu jsme
vidéli, ze N, Z a Q jsou spocetné mnoziny.

Véta 2.4. Podmnozina spocetné mnoziny je bud koneéna nebo spocetna.

Diikaz. Bud X nekoneénd podmnoZina w. UvaZme zobrazeni f : w — X takové, Ze
f(n) je nejmensi prvek v X —{f(0),..., f(n—1)}. Ponévad? f je ziejmé bijektivni
zobrazeni, mnozina X je spocetna. O

Véta 2.5. Bud' f : w — X zobrazeni. Pak f(w) je konecna nebo spocetna mnozina.

Diikaz. Definujme zobrazeni ¢ : f(w) — w tak, %e g() je nejmens{ prvek v f~1(x).
Pak ¢ je prosté, takze tvrzeni plyne z 2.4. O

Véta 2.6. Mnozina R je nespocetna.
Diikaz. Definuyme zobrazeni f : 2% — R desetinnym rozvojem
f(R) =0,h(0)A(1)A(2)...
kde h : w — 2. Ponévadz f je prosté zobrazeni, z 2.3. a 2.4. plyne, Ze mnozina R
neni spocetna. O

Otazka, zda libovolna nekoneéna podmnozina v R je bud spocetna nebo mohut-
nosti stejné jako R, je nerozhodnutelna.



3. RELACE

Definice. (Binarni) relaci R (mezi mnozinami A, B) definujeme jako podmnozinu
R C A x B.

Obecné, muzeme definovat n-arni relaci jako podmnozinu R C Ay x --- x A,, pro
n=1,2,---. Napfiklad unarni relace je podmnozina R C A.

Zobrazeni f : A — B je odpovida jako relaci Ry C A x B s vlastnosti, ze pro
libovolné a € A existuje pravé jedno b € B tak, Zze (a,b) € Ry. Tim je podana
slibovana "mnozinova” definice pojmu zobrazeni. Prislusna relace Ry je vlastné
graf zobrazeni f.

Radu pojmti o zobrazenich, mfizeme zobecnit na relace (relace je vlastnd ¢astec-
né, vicehodnotové zobrazeni). Napt. definiéni obor relace R C A x B je

{a € A\ existuje b € B tak, ze (a,b) € R}
a obor hodnot je
{b € B\ existuje a € A tak,ze (a,b) € R}.
Skladant relaci R C A x B a S C B x C se definuje predpisem
SoR={(a,c)\ existuje b € B tak, ze (a,b) € R,(b,c) € S}
Plati So R C A x C. Déle (proT C C x D)
To(SoR)=(ToS)oR
wdgpoR=R=Roidy,.
Inverzni relace ™' k relaci R C A x B se definuje jako
R = {(b,a)\(a,b) € R}.
Plati R™! C B x A. Ziejmsé
-1
Rf—l — Rf .
Definice. Pokud R C A x A, pak fikdme, Ze R je relace na mnoziné A. Relace R
na mnoziné A se nazyva:

(1) reflexivni, pokud id4 C R
(t.J., pokud pro libovolné a € A plati (a,a) € R)

(2) symetrickd, pokud R™! = R
(t.J., pokud (a,b) € R implikuje (b,a) € R)

(3) tranzitivni, pokud Ro R C R
(t.J., pokud (a,b) € R a (b,c) € R, pak (a,c) € R.

Relace R na mnoziné A se nazyva relace ekvivalence, pokud je soucasné reflex-
ivni, symetricka i tranzitivni.

Bud f : A — B zobrazeni. Pak relace
Jp = {(ar,a2)\f(a1) = f(az)}

je relace ekvivalence na mnoziné A. Nazyva se jddro zobrazeni f. Ukazeme, ze

libovolna relace ekvivalence je jadrem néjakého zobrazeni.
Bud R relace ekvivalence na mnoziné A. Pro a € A poloZzime

R, = {b € A\(a,b) € R}.

R, se nazyva trida relace ekvivalence R urcena prvkem a.
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Lemma 3.1. Bud R relace ekvivalence na mnoziné A a a,b € A. Pak plati

(1) a € R,

(2) Ry, = Ry & (a,b) € R

(3) Ro N Ry #0 & R, = Ry.

Diikaz. (1) ihned plyne z reflexivity R.

(2) Necht R, = Ry. Ponévadz a € R, = Ry, plati (b,a) € R, t.j., (dle symetrie)
(a,b) € R. Naopak, necht (a,b) € R. Pro libovolné ¢ € Ry plati (b,¢) € R, t.].
(a,¢) € R (podle tranzitivity), takze ¢ € R,. Dokazali jsme, ze Ry C R,. Opacna
inkluze plyne ze symetrie R.

(3) Necht R, N Ry # (. Pak existuje ¢ € R, N Ry, takze plati (a,c),(b,c) € R,
t.j., (a,c),(¢,b) € R a tedy (a,b) € R. Podle (2) R, = R;. O

Mnozina

A\R={R,\a € A}
se nazyva faktorovda mnozina relace ekvivalence R na mnoziné A. Zobrazeni
pr:A— A\R
dané predpisem
pr(a) = R,
se nazyva projekce (pfislusna k relaci ekvivalence R na A).

Véta 3.2. Pro libovolnou relaci ekvivalence R na mnoziné A plati
R=J,;.

(T.j., relace ekvivalence je vZdy jadrem své projekce.)

Diikaz. Plati
pr(a) =pr(b) & R, = Ry & (a,b) € R.

0
Véta 3.3. Bud f : A — B zobrazeni. Pak
A\Jy = f(A).
Diikaz. Definujme zobrazeni g : A\J; — f(A) vztahem
(1) 9((Jp)a) = fla).
Ponévadz
(Jf)ay = (Jf)ar & (a1,02) € Jp & flar) = f(az)
g je bijekcee. O

Poznamka 3.4. Piedpis (1) z predchoziho dikazu definuje prosté zobrazeni g :
A\Jy — B. Plati f = p;, og, takze libovolné zobrazeni f lze rozlozit na slozeni
zobrazeni na pj, nasledovaného prostym zobrazenim g .

Rizna zobrazeni mohou mit stejné jadro. Napr., zobrazeni f je prosté, prave

kdy? Jp = ida.
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Definice. Rozklad R mnoziny A je mnozina R C P(A) neprazdnych podmnoZin
mnoziny A splnujici

(1) UR = A

(2) X1 N X5 =0 pro libovolna X1, Xs € R, X; # Xs.

Pro libovolnou relaci ekvivalence R na mnoziné A je A\ R rozklad mnoZiny A.
Ukazeme, ze rozklady presné odpovidaji relacim ekvivalence.

Véta 3.4. Bud R rozklad mnoziny A. Polozme
Rr = {(a,b)\ existuje X € R tak, ze a,b € X}.
Pak Rg je relace ekvivalence na A a plati

R = A\Rr

Diikaz. Uvazujme zobrazeni r : A — R takové, ze
a € r(a).

Ziejmé Rr = J,, takZe Ry je relace ekvivalence. Vztah R = A\Rg je ziejmy. 0O

Praveé popsana korespondence mezi rozklady a relacemi ekvivalence na mnoziné
A je vzéajemné jednoznacna:

R = A\RR aR= R(A\R)-

Vidéli jsme, Ze nezaporna celd ¢isla lze sestrojit pomoci mnozin, véetné (Peanovy)
aritmetiky. UkaZeme, Ze totéZ plati i pro cela a racionalni ¢isla (v pristi kapitole to
provedeme i pro realna ¢isla).

Konstrukce celych ¢isel: Definujme na mnoziné w x w relaci ~ vztahem

(a,b) ~ (¢,d) < a+d=c+b.

Jedna se o relaci ekvivalence; reflexivita a symetrie jsou zfejmé, tranzitivita se overi
nasledovné: z (a,b) ~ (¢,d) ~ (e, f) plyne a+d = c+b,c+ f = e+d, t.]., postupné
a+d+c+f=c+bte+f,a+f=b+eal(abd)~(ef).
Polozime
Z=wxw\n~.

Tt¥idu ekvivalence ~ urdéenou prvkem (a,b) budeme znaéit symbolem (a,b) (tato
tiida hraje roli rozdilu @ — b). Déle polozime

(a,b) + (¢,d) = (a +¢,b+d)

(a,b) - (¢,d) = (ac + bd, ad + be)
Pritom plati
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Je treba ovérit, ze vyse uvedené definice nezavisi na volbé reprezentanti. Ukazeme
to pro séitani (pro nasobeni to je analogické). Znamend to dokdzat, Ze

(a,b) ~ (d', V), (c,d) ~ ('d') = (a+c,b+d) ~ (a + "V +d).

Skuteéné, a +b =a' +b,c+d = +dimplikujea+c+ 0 +d =d + +b+d.

Prirozenému ¢islu n odpovida celé éislo (n,0). Zejména 0 = (0,0).
Konstrukce racionalnich ¢isel: Definujme na mnoziné Z x Z* (zde Z* oznacuje
mnozinu nenulovych celych ¢isel) relaci ~ vztahem

(a,b) ~ (¢,d) & ad = cb.
Podobné, jak vyse se ovéri, ze se jedna o relaci ekvivalence. Polozime

Q=(ZxZ)\ ~.

T¥idu ekvivalence prvku (a,b) opét znacime symbolem («a,b) (tato t¥ida nyni hraje
roli zlomku ). Polozime

(a,b) + (¢, d) = (ad + be, bd)

(a,b) - (¢,d) = (ac,bd).

Opét musime ovérit nezavislost na volbé reprezentanti.

Celému éislu a odpovida racionalni ¢islo (a,1). Zejména 1 = (1,1). Pro a,b # 0
plati

1

(a,b) = (b,a)

4. USPORADANE MNOZINY

Relace R na mnoziné A se nazyva antisymetrickad, jestlize
RNR™' Cidy
t.j., pokud pro libovolné prvky a,b € A plati
(a,b) € R,(b,a) € R = a=0b.

Definice. Relace R na mnoziné A, ktera je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni
se nazyva usporadani.
Rekneme, ze (A, <) je usporadand mnozina, jestlize < je relace usporadani na

A.

Usporadana mnozina (A, <) se nazyva linedrné usporadand (nebo také fetézec),
jestlize pro libovolna a,b € A plati bud a < b nebo b < a.
V usporadané mnoziné (A, <) symbolem a < b rozumime a < b, a # b.
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Priklady. (1) N,Z,Q,R jsou linearné usporadané mnoziny (vzhledem k usporada-
ni podle velikosti).

(2) Pro libovolnou mnozinu A je = usporadani na A. Vznikld uspofadand
mnozina se nazyva protifetézec (samoziejmeé se nejednd o linedrni usporadani, ma-li
A aspon dva prvky).

(3) Casto mfizeme usporadanou mnozinu (4, <) znazornit graficky. Prvky mno#i-
ny A nakreslime jako body a tiseckou spojime sousedni prvky. Tim rozumime prvky
a,b € A takové, ze a < b, pricemz neexistuje ¢ € A takové, ze a < ¢ < b. Piseme
a < b. Body a,b € A takové, ze a < b pritom kreslime tak, Ze a je nize nez b. Tyto
obrazky se nazyvaji Hasseovy diagramy.

(4) Pro libovolnou mnozinu X je (P(X), <) uspofdadand mnoZina, kterd neni
linearné usporadana (pokud A ma aspon dva prvky).

V dalsim budeme usporadanou mnozinu vétsinou struéné oznacovat pouze sym-
bolem A. Prvky a,b € A se nazyvaji nesrovnatelnée, pokud neplati ani a < b ani
b < a. Znadime je a || b. Nejmensi prvek usporadané mnoziny A je prvek a takovy,
ze pro libovolné = € A plati a < x. Minimalni prvek a je definovan tim, Ze neex-
istuje prvek = € A tak, ze * < a. Nejmensi prvek je, pokud existuje, jediny a je
zaroven minimélni. Minimalnich prvka muaZe byt vic a nemusi byt nejmensi (napf.
v protifetézci). Analogicky definujeme nejuétsi pruek a mazimalni proek.

Je-li (A, <) uspofadand mnozina, pak (A,>) je rovnéz uspofddand mnoZina;
nazyva se dudlné usporadand. Oznacéujeme-ji A°P. Nejvétsi (maximalni) prvek
uspofadané mnoziny A je vlastné nejmensi (minimalni) prvek dudlné usporadané
mnoziny A°P. Takové pojmy nazyvame dudlni. Podobné k libovolnému tvrzeni
o usporadanych mnozinach existuje dudlni tvrzeni (a plati-li vychozi tvrzeni pro
libovolnou usporadanou mnozinu, pak dualni tvrzeni plati rovnéZz pro libovolnou
uspofadanou mnozinu). Napt., uspofadand mnozina obsahuje nejvyse jeden nejvétsi
prvek.

Relace, ktera je reflexivni a tranzitivni se nazyva preusporadani. Predusporadand
mnozina je dvojice (A,C), kde C je predusporadani na mnoziné A.

Priklady predusporadanych mnozin, které nejsou usporadané, jsou

(1) (Z,]), kde | je relace délitelnosti.

(2)(Formp,C), kde Formp oznacuje mnozinu vsech formuli vyrokové logiky
jazyka P a

ACB & EA-B.

Véta 4.1. Bud (A, C) predusporadana mnozina. Pro a,b € A klademe
a~b<s al b azaroven b C a.
Pak ~ je relace ekvivalence na A. Polozime-li pro a,b € A\ ~
a<beald,

pak (A\ ~, <) je usporadana mnozina.

Diikaz. Snadno se ovéri, ze ~ je relace ekvivalence na A. Definice relace < na
faktorové mnoziné je korektni (t.j., nezdvisi na volbé reprezentantt) nebot

ap ~ az,by ~by,a1 Eby & ay C by.
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Reflexivita a tranzitivita relace < okamzité plyne z reflexivity a tranzitivity vychozi
relace C. Zbyva ovérit, ze < je antisymetricka. Avsak

a<bb<asalbblasa~bea=h.

Aplikujeme-li Vétu 4.1. na preduspotradanou mnozinu (Z,|), plati
a~b< a=>bnebo a= —-b.

Tedy indukovand uspofddand mnoZzina je vlastné totéz jako (Z™T,]). V piipadé
predusporadané mnoziny (Formp,C) plati

A~B& FAB

Definice. Budte A, B usporadané mnoziny a f : A — B zobrazeni. Rekneme, 7e
f je isotonni, pokud plati

ay < az = flar) < flaz).

Jsou-li A, B usporadané mnoziny a f : A — B bijektivni zobrazeni takové, ze f
i f~! jsou isotonni, pak fikdme, Ze f je isomorfismus. Usporadané mnoziny A, B se
v tom pripadé nazyvaji isomorfni a znacime A = B.

Definice. Bud A usporddand mnozina a X C A. Rekneme, Ze prvek a € A je
horni zavora podmnoziny X, jestlize plati + < a pro libovolné = € X.

Rekneme, %e a je supremum podmnoziny X, jestlize je horni zavorou X a pro
libovolnou horni zavoru b mnoziny X plati a < b.

Tedy supremum X je nejmensi horni zavora X. Oznacujeme ho supX. Dualné se
definuje dolni zdvora podmnoziny X a infimum podmnoziny X (t.j., nejvétsi dolni
zavora X ). Znac¢ime jej infX.

Uvédomme si, Ze supf) je nejmensi prvek usporadané mnoziny A (pokud existuje)
a infl) je nejvétsi prvek A.

V usporadané mnoziné (P(A), C) plati

supX = UX

mmzﬂx

Véta 4.2. Bud A usporadana mnozina, v niz libovolna podmnozina ma supremum.
Pak libovolna podmnozina v A ma infimum.

Diikaz. Necht X C A. Bud X~ mnozina dolnich zédvor X v A. UkaZeme, Ze plati
infX = supX ™.

Zrejmeé plati, ze infX, jestlize existuje, je supX ~. Je treba ukazat, ze supX ™~ je
infX. K tomu staci ukazat, ze supX~ € X . Avsak pro libovolna z € X ay € X~
plati y < z, takze supX~ < x. Tedy supX~— € X . O
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Definice. Usporadand mnozZina, jejiz libovolna podmnoZzina méa supremum i infi-
muim se nazyva uplny svaz.

Dualni véta k Vété 2. rika, ze pokud libovolna podmnozina usporadané mnoziny
A ma infimum, pak A je uplny svaz.

Doplhme, Ze usporadand mnozina A se nazyva svaz, pokud libovolna jeji neprazd-
na koneéna podmnoZina mé supremum i infimum (coZ je totéZ jako pozadavek, ze
libovolna dvouprvkova podmnozina méa supremum a infimum).

Véta 4.3. (Tarski) Bud A dplny svaz a f : A — A isotonni zobrazeni. Pak f ma
pevny bod, t.j., existuje a € A s vlastnosti f(a) = a.

Diikaz. Polozme

M ={z\z < f(x)}.
Pro libovolny prvek « € M plati f(x) € M. Skuteéné, z € M plyne x < f(z),
tedy f(z) < f(f(x)) a proto’i f(z) € M.

Polozme a = supM. Tedy pro libovolné x € M plati x < f(x), tedy f(x) < f(a),
takze @ < f(x) < f(a). Tedy f(a) je horni zévora podmnoZiny M. PonévadZ a
je supremum M, méme a < f(a). Tedy a € M a jiz jsme ovérili, Ze to znamena
fla) € M. Tedy f(a) < a, jelikoz a je supremum M. Dokézali jsme, Ze plati
fla) = a. Tedy a je hledany pevny bod. O

Pevny bod sestrojeny v predeslém diukazu je ziejmé nejvétsim pevnym bodem
zobrazeni f. Dualné,

inf{\ f(2) < o}
je nejmensim pevnym bodem f.

Ukazeme, 7Ze za zesilenych predpokladi lze pevny bod ziskat "konstruktivné”.
Rekneme, Ze zobrazeni f : A — B tplnych svazit zachovdvd suprema, jestlize pro
libovolnou podmnozinu X € A plati

F(supX) = supf(X).

Takové zobrazeni je vidy isotonni:

a<b=b=supla,b} = f(b) = sup{f(a). f(b)} = fla) < F(D).

Poznamenejme, ze pro libovolné izotonni zobrazeni f : A — B plati

supf(X) < f(supX).

Véta 4.4. Bud A dplny svaz a f : A — A zobrazeni, které zachovava suprema.
Pak f ma pevay bod.

Diikaz. Bud ag nejmensi prvek v A, jenz existuje nebot A je Uplny svaz. Pro
libovolné n = 0,1,2,... polozime an41 = f(ay,). Pak pro a = sup{a,\n =1,2,...}
plati

#(a) = flsup{an\n € w}) = sup{f(an)\n € w} = supfans1\n € w} = a.

Tedy a je pevny bod f. O



16

Poznamka 4.5. Praveé sestrojeny pevny bod je zfejmé nejmensim pevnym bodem
f. Ve Véte 4.4. by stacilo predpokladat, ze f zachovava suprema fetézcia. Vyznam
tohoto obecnéjsiho tvrzeni je vidét z nasledujictho prikladu.

Priklad 4.6. Bud X mnozina a P(X x X) mnoZina vSech podmnozin mnoziny
X x X (t.j., relaci na mnoziné X ) usporadana inkluzi. Bud R € P(X x X) relace
na X a A podmnoZina uspofadané mnoziny P(X x X) tvofena vsemi relacemi
obsahujicimi R

A={Se€P(X xX)\RCS}

Definujme zobrazeni f : A — A predpisem
f(S)y=SuSos.

Snadno se ovéri, ze f zachovava suprema fetézci. Nejmensi pevny bod zobrazeni
f (sestrojeny v dikaze véty 4.4) je nejmensi tranzitivni relace na mnoziné X ob-
sahujici relaci R. Nazyva se tranzitivni obal relace R.

Poznamenejme, Ze f nezachovava vSechna suprema.

Bud A usporddand mnozina, a,b € A. Budeme oznacovat a V b = sup{a,b}
a aAb = inf{a,b}. Casto také budeme znacit \/ X = supX a AX = infX.
Pripomenme, 7Ze usporadand mnozina A se nazyva svaz, pokud pro libovolné prvky
a,b € AexistujiaVbiaAb.

Lemma 4.7. Bud A svaz, a,b,c € A. Pak plati

aV(bAe)<(aVb)A(aVe)

(
bAc<ec<(aVe) Tedy platiaV(bAec)<(aVb)aaV (bAc)<(aVe). Odsud
plyne tvrzeni lemmatu. O

Diikaz. Necht a,b,c € A. Plati a < (aVb),a < (aVe),bANe<b<(aVDd)a
b

Rovnost v 4.5 obecné neplati. Svazy, v nichz tato rovnost plati, se nazyvaji
distributivni.
Podobné jak v 4.5 se ukaze, ze pro libovolnou mnozinu I plati

a A \/bl > \/(a/\bl)
el el
Dokonce, pro libovolné mnoziny I, J;, ¢ € I plati
(1) AV i =\ Nais
i€l jed; feriel
kde F je mnozina vSech zobrazeni f : I — |J J; takovych, Ze f(i) € J; pro libovolné
el
1€ 1.
Dikaz je nésledujici: pro libovolné f € F' a libovolné ¢ € I plati

/\Gif(i) < aipiy < \/ aij-

el JjET;
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Tedy pro libovolné f € F plati

/\Gif(i) < /\ \/ aj.

iel i€l jeT;

Odsud vsak jiz plyne dokazovana nerovnost (1).

Konstrukce realnych cisel: V teorii mnozin jiZz umime sestrojit racionalni
¢isla. Nyni ukazeme, jak lze sestrojit ¢isla realna. Piredevsim vSak musime definovat
usporadani na mnozinach Z a Q.

V Z polozime

(a,0) <(c,d) = a+d<c+b

(odpovida to tomu, 7e a —b < c—d). VQ

) < (c,d), b,d>0<ad<ch

<

(a7

(odpovid4 to tomu, Ze ab™ < cd™1).

Rez v mnoziné Q raciondlnich ¢isel definujeme jako dvojici (X,Y) neprazdnych
podmnozin mnoziny Q spliujici

(H)XNY =90

2) XuY=0Q

B)ereXyeY =a<y.

Rezy v Q jsou jednoho z nasledujicich t¥ typu:

(a) mezera: X neobsahuje nejvétsi prvek a Y neobsahuje nejmensi prvek

(b) dedekindovsky tez 1.druhu: X obsahuje nejvétsi prvek a Y neobsahuje nej-
mensi prvek

(b) dedekindovsky tez 2.druhw: X neobsahuje nejvétsi prvek a Y obsahuje nej-
mensi prvek.

(Ctvrta moznost, ze X obsahuje nejvétsi prvek a Y~ obsahuje nejmens{ prvek (takovy
fez by se nazyval skok) nemtze v Q nastat.)

Nyni R definujeme jako mnoZinu véech fezti, které jsou bud mezery nebo dedekin-
dovské fezy 1.druhu. (Pritom mezery odpovidaji iracionalnim éislim a dedekin-
dovské fezy 1.druhu éisltim raciondlnim.) Uspofadani a aritmetické operace defin-
ujeme pro realna ¢isla nasledovné:

(X,V)< (X, Y)e XCX

(X, )+ (X", Y)Y =( ,Y+Y")

(X,V)- (X", Y)=( ,YV-Y').
Zde

X+Y={z+y\reX,yeY}

X YV={r-y\veX,yel}.
Plati

sup(X;,Y;) = (U X, ﬂYz)
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5. KOMBINATORIKA

Bud S koneénd mnozina. Variace definujeme jako usporadané vybéry prvki
mnoziny S a kombinace jako neusporadané vybéry. Ma-li mnozina S n prvka,
mluvime o variacich (kombinacich) n prvka. M&-1i pfislusny vybér k prvka, mlu-
vime o variacich (kombinacich) k-té tridy. Variace i kombinace mohou byt jak
bez opakovani, tak s opakovanim. Variace k-té tridy z n prvkd jsou pravé zo-
brazeni k-prvkové mnoziny X do n-prvkové mnoziny S. Z 4.1. (3) ihned plyne, ze
pocet variaci s opakovanim k-té t¥idy z n prvki je n*. Variace (tim se rozumi bez
opakovani) k-té tiidy z n prvkd jsou pravé prosté zobrazeni X — S.
Véta 5.1. Pocet variaci k-té tridy z n prvki je roven (nﬁ—'k), (kde k < n).
Dikaz. Indukei vzhledem ke k. Variace sy ...s;p—y dava pravé n — k + 1 variaci
81 ...85-15¢. Tedy pocet variaci k-té t¥idy je n(n —1)...(n — k + 1). O

Bijektivni zobrazeni S — S jsou pravé permutace mnoziny S. Z 5.1. ihned
plyne, Ze pocet permutaci n-prvkové mnoziny je n".

Kombinace k-té t¥idy z n prvka jsou pravé k-prvkové podmnoziny mnoziny o n
prveich.

Véta 5.2. Pro k < n je pocet kombinaci k-té tridy z n prvki roven

n!

(n — k)E!

Diikaz. Kazda kombinace k-té tiidy urcuje k! variaci. Tvrzeni tedy plyne z 5.1. O

Cisla
n\ n!
k) (n — k)'k!

se nazyvaji kombinacni. Maji nasledujici vlastnosti; 1ze je odvodit piimo z definice
nebo pomoci binomického rozvoje.

W ()= (%)
(2) ¥ () =2"

(3) X (=1)F() =0

(4) X (=1 k() =0

(9) (") = () + ()

(vztah odvodime derivovanim binomického rozvoje (1+x)™ podle x a dosazenim
xr=—1).

b

3l

)

o
M=g

N
31
4=

4

~~
~—

~—

Véta 5.3. Pocet kombinaci k-té tridy z n prvki s opakovanim je roven
n+k—1
k

Diikaz. Bud s ... s, kombinace s opakovanim k-té t¥idy vybrana z mnoziny S o n
prveich. Dopliime ji vSemi prvky mnoziny S. Tedy pro S = {a, b, ¢, d.e} a kombinaci
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s opakovanim bbd dostaneme abbbedde. Navzajem razné prvky oddélime svislou
¢arou. V nasem piikladé dostaneme a|bbb|c|dd|e. V obecném piipadé dostaneme

n + k prvka rozdélenych n — 1 ¢arami. PonévadZ pocet moznych mist pro svislé
n—l—k—l) _ <n—|—k—1
n—1 - k
kombinaci s opakovanim. O

cary je n + k — 1, pocet moznosti je ( ) To je vsak pravé pocet

Méjme nyni n-prvkovou mnozinu S a vlastnosti Py, ..., Pr. Bud n; pocet prvki
mnoziny S s vlastnosti P; a obecnéji n;, ;. pocet prvkt mnoziny S s vlastnostmi
Py, ..., P.. Necht n(0) oznacuje pocet prvkd mnoZiny S, které nemaji zadnou z
vlastnosti P;.

Véta 5.4. (princip inkluze a exkluze).
n(0)=n—>Y ni+ Y nip—+ (=D > g+ (1)
i i1 <io i1 <o <lig

Ditkaz. Prvek, ktery nema zadnou z uvazovanych vlastnosti se pocita jednou ve
scitanci n a v dalsich s¢itancich se neobjevi. Prvek, ktery ma prave vlastnost P; se
objevi jednou ve séitanci n a jednou ve druhém séitanci > n;, takZe jeho prispévek

(3
k pravé strané je 0. Staci, kdyz ukazeme, Ze totéz nastane pro pro libovolny prvek

majici pravé vlastnosti Py, ..., P; . Takovy prvek prispiva jednickou do kazdého
souctu
Z Mgy i,
i <<l
pro s < r a pro libovolny vybér i; < --- <42 j1,..., . Takovych vybéra je pravé

(Z) Tedy celkovy prispévek naseho prvku k souc¢tu vpravo v principu inkluze a
exkluze je

() () () () e

Jako aplikaci principu inkluze a exkluze si uvedeme nasledujici tvrzeni.

4

Véta 5.5. Pro k < m je pocet vsech zobrazeni m-prvkové mnoziny na k-prvkovou
mnozinu roven

Diikaz. Za vychozi mnozinu S vezmeme mnozinu vSech zobrazeni m-prvkové mnozi-
ny do k-prvkové mnoziny ay,...,ar. Za vlastnost P; vezmeme, Ze prvek a; nepatri
do obrazu daného zobrazeni f € S. Pak n(0) je rovno hledanému poétu surjek-
tivnich zobrazeni. Dale n = k™ a n;,. ;, je rovno poc¢tu zobrazeni m-prvkové
mnoziny do mnoziny {a;\i # i1,...,is}, t.j., (k —s)™. Tedy

k m
5 = (s
1 < <1
Odsud plyne tvrzeni véty. O

Eulerova funkce ¢ pritazuje prirozenému c¢islu n pocet vsech éisel 0 < k < n
nesoudélnych s n.
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Véta 5.6. Plati

o) =n]J01 -

p

1
-)
p
kde p probiha vsechna prvocisla délici n.

Dikaz. Polozime S = {1,...,n}. P, bude znamenat, ze p déli i. Pak n(0) = ¢(n)

a zrejmé

n
Tpy..p, = ﬂ
Tedy
99(”) - Z + Z pnpzz N
i1 <io
1
1_2 112<; pl1p12 )_nlgl(l_z_))

6. ZAKLADY TEORIE GRAFU

Relace R na mnoziné A se nazyva ireflezivni, jestlize plati (a,a) ¢ R prolibovolny
prvek a € A.

Definice. Graf (G, R) definujeme jako koneénou mnozinu G spolu s ireflexivni
symetrickou relaci R na G.

Grafy v nasem smyslu jsou pravé koneéné neorientované grafy bez smycek. Jsou
rovnéz grafy nekonecné, orientované (relace R neni nutné symetrickd) a grafy se
smyckami (pfipousti se i relace, které nejsou ireflexivni).

Nami definovany graf je pravé mnozina GG spolu s mnozinou E dvouprvkovych
podmnozin mnoziny G:

{a,b} € E & (a,b) € R.
Prvky mnoziny G se nazyvaji vrcholy grafu a prvky mnoziny E hrany grafu. Stupen
s(a) vrcholu a grafu (G, R) definujeme jako poéet vrchold b takovych, Ze (a,b) € R.

Véta 6.1. > s(a) = |R|.
aeCG

Dikaz. Je ztejmy.
Dusledek 6.2. V libovolném grafu je pocet uzlii lichého stupné vzdy sudy.
= 2|E| je sudé ¢islo. O

Cesta v grafu se definuje jako posloupnost a1, as,...,a, navzajem raznych vr-
choldi takova, 7e (a;,a;41) € Rproi=1,...,n — 1. Rikdme, Ze tato cesta spojuje
vrcholy a7 a a,. Pokud nepredpokladame, Ze vrcholy a;, ¢ = 1,...,n — 1 jsou
navzajem ruzné, rikame, ze mame definovan sled v grafu.

Graf se nazyva souvisly, jestlize libovolné dva navzajem rtzné vrcholy lze v ném
spojit cestou. Kruznice v grafu (G, R) je posloupnost ay,as,...,an, any1 = a3
vrcholt takova, Zze ay,aq, ..., a, jsou navzajem ruzné, n > 2 a (a;,a;41) € R pro
1 =1,...,n. Strom je souvisly graf bez kruznic.
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Véta 6.3. Libovolny strom (G, R) majici aspoii dva vrcholy obsahuje aspoi dva
vrcholy stupné 1.

Diikaz. Bud aq,...,a, nejdelsi cesta v (G, R). Pak s(a;) = s(an,) = 1 nebot v
opacném pripadé by cesta sla prodlouzit. O

Véta 6.4. Souvisly graf (G, R) je strom, pravé kdyz |G| = |E| + 1.
Diikaz. Bud (G, R) strom. Rovnost |G| = |E| + 1 dokéZeme indukei. Pro |G| =1

tvrzeni plati. Predpokladejme, ze plati pro kazdy graf o n vrcholech a uvazujme
graf (G, R) o n + 1 vrcholech. Podle 6.3 G obsahuje vrchol v stupné 1. Pak graf
(G'=G—{v},R = RN (G x G)) je strom. Podle indukéniho predpokladu plati
|G| = |E'|+ 1. Avsak |G| =|G'|+ 1 a |E| = |E'| + 1, takZe tvrzeni plati i pro graf
(G, R).

Opacnou implikaci rovnéz dokaZeme indukei. Tvrzeni plati pro |G| = 1 a pred-
pokléddejme, ze plati pro vSechny grafy o n vrcholech. Bud (G, R) graf o n+1 vrcho-
lech takovy, ze |G| = |E| 4+ 1. Pokud G obsahuje vrchol stupné 1, jeho odebranim
opét dostaneme graf (G', R') splaujici rovnost |G'| = |E’| + 1. Podle indukéniho
predpokladu je tento graf strom, takze stromem je i vychozi graf (G, R). Pokud G
neobsahuje vrchol stupné 1, pak plati

20E|=|R| =) s(a) >2|G| =2|E|+2,
aelG

coZ neni mozné. O
Kostra grafu (G, R) je strom (G, R') takovy, ze R’ C R.
Véta 6.5. Libovolny souvisly graf obsahuje kostru.

Diikaz. Udame algoritmus nalezeni kostry v souvislém grafu (G, E') (pro jeho zadani
je vyhodnéjsi popsat graf pomoci vrchold a hran). Postupné volime hrany ey, ..., e,
tak, ze vznikly graf neobsahuje kruznici. Postup se zastavi, pokud hranu e, jiz
nelze pridat. UkaZeme, ze vznikly graf (G, E1), E1 = {e1,...,en} je strom, t.j.,
je hledanou kostrou. Podle konstrukce, tento graf neobsahuje kruznici. Musime
ukazat, ze je souvisly. Predpokladejme, Ze tomu tak neni, t.j., existuji vrcholy
a,b € G, které nelze spojit cestou v (G, E1). Existuje cesta a = ay,...,ar = b v
(G, E). Bud i nejmensi ¢islo i = 1,..., k takové, Ze a, a; lze spojit cestou v (G, Ey)
(nebo i = 1) a a, a;41 nelze spojit cestou v (G, Ey). Pak Eqy U{a;, a;41} neobsahuje
kruZnici, coZ neni mozné. O

Podgraf grafu (G, R) definujeme jako graf (G, R') takovy, z2e G C G’ a R C R'.
Pokud R" = RN (G’ x G'), pak podgraf (G', R') se nazyva Uplny a znaéime jej
struéné G'.

Komponenta grafu (G, R) se definuje jako nejvétsi souvisly podgraf (G', R') grafu
(G, R). Ztejmé se musi jednat o Uplny podgraf.

Véta 6.6. Dvé riizné komponenty gratu (G, R) jsou disjunktni.

Diikaz. Tvrzeni plyne ze skutecnosti, pokud G a G4 jsou uplné souvislé podgrafy

grafu (G, R) a G1 N G2 # (), pak podgraf G; U G2 je souvisly.
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Dusledek 6.7. Komponenty grafu (G, R) tvori rozklad mnoziny vrcholi G.

Diikaz. Plyne z 6.6. a skutecnosti, ze libovolny vrchol grafu patri do néjaké kom-
ponenty.

Vrchol v souvislého grafu (G, R) se nazyvé artikulace, pokud tplny podgraf G —
{v} je nesouvisly. Hrana {u, v} souvislého grafu (G, R) se nazyvéa most, pokud graf
(G, E — {u,v}) je nesouvisly.

Graf se nazyva eulerovsky pokud stupen libovolného jeho vrcholu je sudé kladné
¢islo. Sled aq,...,a, v grafu se nazyva tah, pokud pro libovolnou hranu e grafu
existuje nejvyse jedna dvojice a;,a;41 takova, Ze {a;,a;41} = e. Tah se nazyva
uzavieny, pokud a; = a,. Rekneme, %e graf lze sestrojit jednim tahem, pokud v
ném existuje tah, v némz se libovolna hrana vyskytuje pravé jednou.

Véta 6.8. Graf Ize sestrojit jednim tahem, pravé kdyz je souvisly a eulerovsky.

Diikaz. Jestlize graf lze setrojit jednim tahem, pak musi byt souvisly. Navic nemuze
obsahovat vrchol lichého stupné nebot tah do daného vrcholu vstupuje presné to-
likrat, kolikrat z ného vystupuje. Tedy graf je eulerovsky.

Naopak, bud (G, R) souvisly eulerovsky graf. Zvolme vrchol v € G. Ponévadz
graf je souvisly, existuje hrana {v,w}. Je-li tato hrana most, pak jejim odstranénim
dostaneme nesouvisly graf (G, E—{v,w}), jehoz komponenta obsahujici v obsahuje
pravé jeden uzel lichého stupné. To odporuje 6.2. Tedy {v,w} neni most, takze
vrcholy v a w jsou spojeny cestou v grafu (G, E — {v,w}). Tedy vrchol v lezi na
kruZnici grafu (G, R).

Sestrojena kruZnice tvori uzavieny tah zacinajici a konéici ve vrcholu v. Bud T
nejdelsi uzavieny tah grafu (G, R) zaéinajici a konéici ve vrcholu v. Bud (G, E')
podgraf grafu (G, R) sloZeny ze vSech hran grafu (G, R) nepatticich do tahu T a
v8ech uzlli, na nich lezicich. Ziejmé (G', E') je eulerovsky graf. PonévadZ graf
(G, R) je souvisly, existuje vrchol u patiici do G’ i do T. Ponévad? jsme dokazali,
ze v eulerovském grafu lezi libovolny vrchol na kruznici, existuje kruznice grafu
(G', E'") obsahujici vrchol w. Pfidanim této kruznice k tahu T' dostavame delsi tah,

coz neni mozné. Tedy G' = (), éimZ je diikaz ukonden. g

Graf se nazyva rovinny, jestlize jej 1ze nakreslit v roviné tak, ze hrany se nepro-
tinaji (pouze se dotykaji ve vrcholech).



