(Drsna) Matematika

Martin Pandk, Jan Slovdk

e pokus o primeérené naroc¢nou prednasku pro
studenty informatiky

e mozaika obrazii podstatné ¢asti matematiky

e prehled nastroj a receptt k jejich vyuziti

e ma byt dostupné pro primérné, ale zaroven
poskytnout dost prostoru i pro mimoradné zdatné

Celkem ctyTi semestralni prednasky.
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Nabidka:

e dvouhodinova prednaska doplnéna podplrnymi
materialy na IS a dvouhodinova prezentovana
feSeni tloh (méné formani ¢ast prednasky)

e zadavané sestavy (povinnych) tloh k procvi-
ceni spolu s podporou ve cvic¢enich po mensich
skupinach pti reseni povinnych tuloh

Povinnosti:

e zpracovat a odevzdavat reseni kazdotydennich
uloh (zadani v utery, odevzdavka nejpozdéji
na konci cviceni v tydnu nasledujicim)

e absolvovat alespon 7 cviceni — cviceni je uznano
po priméreném zvladnuti alespon 60% zada-
nych tloh v daném terminu

e dvé pisemné prace na 45 min. béhem semestru
(kazda s vahou 15% pro celkové hodnoceni)

e zavéreéna pisemnd zkouska (s vahou 70% pro
celkové hodnoceni)
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Organizace:

e pondélni prednasky —
vétsinou Jan Slovak, priibézné se na IS budou
objevovat texty a dalsi podklady

e lUterni prezentovana cviceni —
vétsinou Martin Panak, budou zaroven zadany
priklady k odevzdavkam

e pravo a povinnost pribézné kontroly a konzul-
tace fesenych prikladl cvic¢icimi —
neschopnost objasnit odevzdany priklad zna-
mena ,neabsolvované“ prislusné cviceni.






KAPITOLA 1

Uvod a motivace

»hodnota, zména, poloha“
— co to je a jak to uchopit?

1. Cisla a funkce

o (lisla pfirozend — N = {1,2,3,...},
casto vcéetné nuly
o Cislacela -Z=1{...,—-2,-1,0,1,2,... }.
e Racionalni, redlna a komplexni ¢isla — Q, R, C
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Co to je ,definovat ¢isla“? Napr. N:
0:=0, 1:={0}, 2:=4{0,1},...,n+1:={0,1,...,n}.

— sCitani a nasobeni, usporadani, nejmensi prvky
podmnozin

1.1. Vlastnosti séitani.

(KG1) (a+b)+c=a+(b+c),Va,b,c

(KG2) a+b=b+a,Va,b,c

(KG3) 10,Va, a+0=a

(KG4) Va 3(—a), a+ (—a) =0.

(KG1) — (KG4) jsou vlastnosti komutationi grupy.
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1.2. Vlastnosti nasobeni.

(01) (a-b)-c=a-(b-¢c),Va,b,c
(02) a-b=>b-a,V a,b

(03) d1,Va, 1-a=a

(04) a-(b+c)=a-b+a-cVa,b,c.

Posledni vlastnosti (O4) se fika distributivita.
Mnoziny s operacemi +, - a vlastnostmi (KG1)-

(KG4), (01)—-(04) se nazyvaji komutativni okruhy.
Dalsi bézna vlastnost ¢isel:

(P) Va#0,3a" !, a-at = 1.

Pokud navic i (P), hovofme o poli (¢asto také o
komutativnim télese).
Slabsi vlastnost:

(OI) a-b=0 = buda=0nebob=0.

Hovotrime o oboru integrity.



4 1. UGVOD A MOTIVACE

Skalary — prvky néjaké mnoziny s operacemi + a -
spliujicimi vysSe takové vlastnosti.

Budeme pro né vesmés uzivat latinska pismena ze
zacatku abecedy.

1.3. Skalarni funkce. Zavislosti hodnot na jinych hod-
notach — funkce.
Smyslem matematickych tvah byva z neformalniho

popisu zavislosti najit explicitni formule pro funkce.

e s presnym a koneénym vyrazem

e s nekoneénym vyrazem
s priblizenim neznamé funkce znamym odha-
dem (vétsinou s vycislenou moznou chybou)
s odhadem hodnot s vycislenim jejich pravdeé-
podobnosti
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1.4. Priklady. (1) S¢itani prirozenych Ccisel lze vidét

jako operacné definovanou skalarni funkci: a 4+ b je vy-

sledek procedury, ve které k a pricitame 1 a zaroven

odebereme z b nejmensi prvek, dokud neni b prazdna.
(2) Faktoridl definujeme vztahy

f0)=1, f(n+1) =(n+1)- f(n).

Piseme f(n) =n!

nl=n-(n—1)---1.
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2. Kombinatorické formule

1.5. Permutace, kombinace a variace. Poradi n
prvki néjaké mnoziny: pro volbu prvniho prvku n moz-
nosti, dalsi je volen z n — 1 moznosti atd., az ndm na-
konec zbude jediny posledni prvek.

Na konec¢né mnoziné S s n prvky je pravé n! rtiznych
poradi — permutace prvkd mnoziny S.

S ztotoznime s mnozinou S = {1,...,n} prvnich n
prirozenych cisel — permutace odpovidaji moznym po-
radim cisel od jedné do n.

Tvrzeni: Pocet riznych poradi na n-prvkove mno-
Zin€ je dan zndmou funkci n!.

Binomaicka cisla vyjadiuji, kolika zptsoby lze vy-
brat k rtznych rozliSitelnych predmétti z mnoziny n
predméti.
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Pocet kombinaci k-tého stupné z n prvki je (samo-
ziejmé je k < n)
e(n, k) = n :n(n—l)...(n—k+1): n! .
k k(k—1)...1 (n — k)k!
Zalezi i na poradi vybrané k-tice prvki: vartace k-

teho stupneé.

v(n,k)=nn—-1)---(n—k+1)

pro vSechny 0 < k£ < n (a nula jinak).
Binomicky rozvoj — roznasobeni n-té mocniny dvoj-

¢lenu.
~ (1 ek
a+b)" = a“b" "
@ =3 (})
1=0
a vSimnéme si, ze pro odvozeni jsme potiebovali pouze
distributivitu, komutativnost a asociativitu nasobeni a
s¢itani.
Klademe (}) = 0, kdykoliv je bud k < 0 nebo k >
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1.6. Tvrzeni. Pro vsechna ptirozend c¢isla k a n plati

(1) () = (")

(2) (1) = (1) + (30
(3) Zk 0 ( ) =2"

(4) Yo k() = mn2n~1.

Pascaluv trojuhelnik — kazdé ¢islo obdrzime jako
soucet dvou bezprostifedné nad nim lezicich sousedii:

0 1 0
0 1 1 0
0 1 2 1 0
0 1 3 3 1 0
0 1 4 6 4 1 0

V jednotlivych tadcich jsou koeficienty u jednotlivych
mocnin z vyrazu (a + b)", napr.

(a+ b)® = a® + 5a*b 4+ 10ab? + 10a2b> + 5ab* + b°.
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1.7. Kombinace a variace s opakovanim. Volny
vybér prvkli z n moznosti, véetné poradi — variace k-
teho stupné s opakovanim, V(n, k).

Predpokladame, ze stdle mame pro vybér stejné
moznosti, napt. diky tomu, ze vybrané prvky pred dal-
sim vybérem vracime nebo treba hazime porad stejnou
kostkou.

V(n, k) = nF.

Bez zohlednéni potadi — kombinacich s opakovanimC'(n, k).

Véta. Pocet kombinaci s opakovdanim k-té tridy z n
prvki je pro vsechny 0 < k a0 <n

C(n, k) = (”H;_l).
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3. Diferenéni rovnice

Casto misto hodnoty skladrni funkce zadavame jeji
zmeénu pri odpovidajici zméné nezavislé proménné.

Napt. f(n)=nl=n-f(n—1)=(n— 1)L

Modely, které popisuji realné systémy v ekonomice,
biologii apod.

1.8. Linearni rovnice prvniho radu. Obecna dife-
rencni rovnice prontho radu:

fn+1) = F(n, f(n)),
kde F' je znama skalarni funkce zavisla na dvojicich ska-
lara.
Volba f(0) zadava jednoznacné celou nekoneénou
posloupnost hodnot f(0), f(1),..., f(n),....
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Nejjednodussi je tzv. linearni differencni rovnice

f(n+1)=a-f(n)+b

kde a, b € N.

Je-li b = 0, pak f(n) = a”f(0) je feSeni (a tedy
jediné feseni).

To je tzv. Malthusiansky model populac¢niho ristu —
za zvoleny casovy interval vzroste populace s konstantni
umérou a viuci predchozimu stavu.

Obecnéji s proménnymi koeficienty a a b:

1.9. Véta. Obecné resenti diferencni rovnice proniho
radu
fin+1)=an- f(n)+by

s pocatecni podminkou f(0) = yo je ddno vztahem

(1.1) f(n)—<tl_£ai> O+Z(nﬂl ) .

1=r+1
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1.10. Dusledek. Obecné resent linedrni diferencni rov-
nice s a # 1 a pocdatecni podminkou f(0) = yo je
1—a™
1—-a
1.11. Rovnice druhého radu. Diferencni rovnice obec-
ného radu k:

fin+k)=F(n,f(n),...,f(n+k—1)) =0,

kde F' je znama skalarni funkce v k£ 4+ 1 proménnych
skalarnich veli¢inach.

Celd posloupnost hodnot f(n) je jednoznaéné ur-
¢ena volbou k-tice ¢isel f(0),..., f(k—1).

b.

f(n) =a"yo +
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Linearni diferenc¢ni rovnice druhého radu:
fn+2)=a-fln+1)+b-f(n)+c,
kde a, b, c jsou znamé skalarni koeficienty.
Dosadime podobné feseni jako u linearnich, tj. f(n) =
A" pro néjaké skaladrni \. Dostavame:
A2 g\ pA™ = A(A% — a)\ — b) = 0.
Proto bud je A = 0 nebo

1 1
AL = §(a—|— a? +4b), Ao = i(a— Va2 + 4b).

Soucet dvou TeSeni je opét fesenim rovnice, proto je
obecné feseni f(n) = C1AT+C2 A} kde zadané pocatecni
hodnoty f(0) a f(1) urdi ptislusné konstanty C; a Cs.
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Priklad: 1
Yn+2 = Yn+1 + §yn
Yo = 2, Y1 = 0

Je tedy )\172 = %(1 + \/3)

Chceme yg = C1+Cy =2ay, = %C’l(l—l—\/g)—i—%Cz(l—
V3).

To urcuje konstanty: C; =1 — %\/5, Co=1+ %\/g
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Postrehy:

e pouzitd metoda funguje pro obecné linearni
diferencni rovnice bez absolutnich ¢lent.

e Teseni ve formé kombinace mocnin kotfent tzv.
charakteristického polynomu rovnice.

e nalezend feSeni pro rovnice s celociselnymi ko-
eficienty vypadaji slozité a jsou vyjadrena po-
moci iracionalnich (pfipadné komplexnich) ¢i-
sel, prestoze o samotném reSeni dopredu vime,
ze je celociselné téz.

e obecné Tfeseni umoznuje bez primého vycislo-
vani konstant diskutovat kvalitativni chovani
posloupnosti ¢isel f(n),
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1.12. Nelinearni priklad. Rovnice prvniho fadu pro
Malthusiansky model popula¢niho ristu nemtze byt re-
alisticka pro delsi casovy interval.

Realisti¢tejsi model bude mit takto tmérnou zménu
populace dp(n) = p(n + 1) — p(n) jen ptfi malych hod-
notach p, tj. dp/p ~ r > 0. Pfi urcité limitni hodnoté
p = K > 0 populace neroste a pri jesté vétsich uz klesa.

Predpokladejme, ze hodnoty y, = dp(n)/p(n) za-
visi na p(n) linedrné. Tj. potfebujeme piimku v roviné
proménnych p a y, kterd prochazi body [0,r] a [K,O0].
Proto

_ +
= —— T.
(Y xP
Dosazenim za y dostavame
r
p(n+1) = p(n) = p(n)(==p(n) + 1),

tj. diferenc¢ni rovnici prvniho rfadu

p(n+1) = p(n)(1 — =p(n) + 7).
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