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4. Pravdépodobnost

e nahodilost nebo nedostatek znalosti parame-
tri popisovaného systému —
misto presnych hodnot pravdépodobné hod-
noty

e relativni cetnost pozorovanych hodnot miize
napovidat o pravdépodobném chovani skalar-
nich funkci

Snazime se formalizovat chovani tak, abychom uméli
ze znamych pravdépodobnosti jednoduchych jevii odvo-

vvvvvv
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1.13. Co je pravdépodobnost? Banalni priklad —
obvyklé hazeni kostkou s Sesti stranami s oznacenimi
1,2,3,4,5,6.

e pri hazeni ,poctivou” kostkou, budeme oceka-
vat a tudiz i predepisovat, ze kazda ze stran
pada stejné casto.

e kazda predem vybrana strana padne s pravdeé-
podobnosti %.

e neporadna kostka — skutecné relativni c¢etnosti
vysledktt nebudou stejné.

Veliky poctu pokusit = relativni cetnosti jednot-
livych vysledkti hodi = pravdépodobnosti v nasem
matematickém popisu.

P1i sebevétsim poctu pokusii nemiizeme vyloucit
moznost, ze se nahodou povedla velice nepravdépodobnéa
kombinace vysledki a ze se tim nas matematicky model
skutecnosti stal nedobrym.
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Nas cil — naznacit abstraktni matematicky popis
pravdépodobnosti.

Jestli je adekvatni pro konkrétni pokusy ¢i jiny pro-
blém, je zalozitosti mimo samotnou matematiku.

Tim spis by se ale takovym premyslenim méli zaby-
vat matematikové také (nejspiSe ve spolupraci s jinymi
experty).

Pozdéji budeme vidét

e pravdépodobnost — teorie popisujici chovani
nahodilych procesti nebo i plné determinova-
nych déjt, kde ovSsem nezname presné vsechny
urcujici parametry

e matematicka statistika — teorii umoznujici po-
soudit, do jaké miry lze ocekavat, ze vybrany
model je ve shodé s realitou, pripadné takovy
systematicky vyhledat.

Potiebny dosti rozsahly matematicky aparat bu-
deme nékolik semestri budovat.



24

1.14. Nahodné jevy. Budeme pracovat s neprazd-
nou pevné zvolenou mnozinou ) vSech moznych vy-
sledktl, kterou nazyvame zdkladni prostor.

Pro jednoduchost bude pro nas €2 konec¢na mnozina

s prvky wi,...,w,, predstavujicimi jednotlivé mozne
vysledky. Kazda podmnozina A C €2 predstavuje mozny
jeuv.

Systém podmnozin A zakladniho prostoru se na-
zyva jevove pole, jestlize

e ) € A, tj. zédkladni prostor je jevem,

e je-li A)B € A, pak A\ B € A, tj. pro kazdé
dva jevy je jevem i jejich mnozinovy rozdil,

e jsou-li A, B € A, pak AUB € A, tj. pro kazdé
dva jevy je jevem i jejich sjednoceni.

Slovy se tak da jevové pole charakterizovat jako sys-
tém podmnozin (kone¢ného) zakladniho prostoru uza-
vieny na pruniky, sjednoceni a rozdily. Jednotlivé mno-
ziny A € A nazyvame ndhodné jevy (vzhledem k A).
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Pro nase hazeni kostkou je 2 = {1,2,3,4,5,6} a
jevoveé pole sestava ze vsech podmnozin. Napt. nahodny
jev {1, 3,5} pak interpretujeme jako ,padne liché ¢islo“.

Neéco malo terminologie, kterda by méla dale pripo-
minat souvislosti s popisem skute¢nych modeli:

e cely zakladni prostor {2 se nazyva jisty jev,
prazdna podmnozina () C A se nazyva ne-
mozny jev,

e jednoprvkové podmnoziny {w} € Q se nazy-
vaji elementdrni jevy,

e spolecné nastoupeni jevi A;, i € I, odpovida
jevu N;erA;, nastoupeni alespon jednoho z jevi
A;, 1 € I, odpovida jevu U;crA;,

e A B € A jsou neslucitelné jevy, je-li AN B =
0,

e jev A ma za dusledek jev B, kdyz A C B,

e jelli A € A, pak se jev B = Q \ A nazyva
opacny jev k jevu A, piSeme B = A°.
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1.15. Definice. Pravdepodobnostni prostor je jevové
pole A podmnozin (kone¢ného) zékladniho prostoru 2,
na kterém je definovana skalarni funkce P : A — R s
naseldujicimi vlastnosti:
e je nezapornd, tj. P(A) > 0 pro vSechny jevy
A?
e je aditivni, tj. P(AUB) = P(A)+ P(B), kdy-
kolivje ANB=0a A, B e A,
e pravdépodobnost jistého jevu je 1.

Funkci P nazyvame pravdépodobnosti na jevovém poli

(D, A).

Zjevné je okamzitym diisledkem nasich definic rada
prostych ale uzitec¢nych tvrzeni. Napr. je pro vSechny
jevy

P(A°)=1- P(A).
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Matematickou indukci snadno rozsirit aditivnost na
jakykoliv konec¢ny pocet neslucitelnych jevi A; C €,
1 € 1, tj.

P(UiEIAi) = Zie] P(Az), kdkahV je A@ N Aj = @,
i #7J,1,J €1

Slozitéjsi je to pri s¢itani pravdépodobnosti obecné.
1.16. Véta. Budte Aq,..., A, € A libovolné jevy na
zakladnim prostoru Q s jevovym polem A. Pak plati

k-1 k
P(Ur_ A) ZP z; ‘le(AmAj)
1=1 j=1+
k—2 k—1

‘|‘Z Z Z ﬂAjﬂAg)
=1 j=i+1/0=j5+1

+ (—1)k_1P(A1 NAsN---N Ak)

Je to tvrzeni, kde nejtézsi je najit dobrou formulaci
a pak se da Tici, Ze (intuitivné) je tvrzeni ziejmé.
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Dikaz intuitivné?

Tvrzeni véty mizeme ¢ist nasledovné: secteme vSechny
pravdépodobnosti vysledki ze vSech A; zvlast, pak ovSem
musime odecist ty, které tam jsou zapocteny dvakrat (tj.
prvky v prunicich dvou). Ted si ovSsem dovolujeme ode-
¢ist prilis mnoho tam, kde ve skutecnosti byly prvky
trikrat, tj. korigujeme prictenim pravdépodobnosti ze
tretiho ¢lenu, atd.

Dikaz doopravdy?



4. PRAVDEPODOBNOST 29

1.17. Poznamka. (Princip inkluze a exkluze)
Predpokladejme:
e vsechny kone¢né podmnozniny zakladniho pro-
storu (2 jsou jevy
e vSechny elementarni jevy maji stejnou prav-
dépodobnost
Pravdépodobnosti P(A) udavaji pocet prvku pti-
slusnych podmnozin, az na spole¢ny faktor %, kde n je
pocet prvku zakladniho prostoru. —
Pro mnoziny M a jejich podmnoziny Aq,..., A
plati:

M\ (Ui 4| =

|M | +§k;<(—1)j > |A;, ﬂ---ﬂAij)\).

1<i1 < <1<k

Skutecns, | UF_, A;| +|M \ (UF_; A4;)| = | M|, tzn.
M\ (Ui 40| = M| — | Uiy Al
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1.18. Definice. Necht (Q je koneény zakladni prostor a
necht jevové pole A je pravé systém vSech podmnozin
v Q.

Klasicka pravdépodobnost je takovy pravdépodob-
nostni prostor (€2, A, P) s pravdépodobnostni funkci P :
A— R,

14l

Q|
Zjevné takto zadana funkce skutecné definuje pravde-
podobnost.

P(A)
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1.19. Priklad. Héazeni kostkou tak dlouho, dokud ne-
padne Sestka, ne vSak vice nez stokrat:

Pro jeden hod samostatné je () Sest Cisel od jedné
do Sesti a jde o klasickou pravdépodobnost.

Pro celé série nasich hodi je zdkladni prostor daleko
vétsi — mnozina konec¢nych posloupnosti ¢isel od jedné
do Sestky, které bud kond¢i Sestkou, maji nejvyse 100
¢lentl a vsechna predchozi ¢isla jsou mensi nez Sest, nebo
jde o 100 cisel od jedné do péti.

Jevem A muze byt napi. podmnozina ,hazeni konci
druhym pokusem®. VSechny priznivé elementarni jevy
pak jsou

[1,6], [2,6], [3,6], [4,6], [5,6].
Ze znamé klasické pravdépodobnosti pro jednotlivé hody

umime odvodit pravdépodobnosti nasich jevi v 2. Neni
to ale jisté klasicka pravdépodobnost.
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Jev A je ,nepadne Sestka pri prvém hodu a zaroven
padne pfi druhém“: P(A) = 2 - 1 = 2.

Obecnéji: po pravée 1 < k < 100 hodech pokus
skond{ s pravdépodobnosti (3)¥~!- ¢. Ze viech moznosti

Jiny priklad: souc¢ty pri hodu alespon dvémi kost-
kami.

P1i hodu jednou kostkou je kazdy vysledek stejné
pravdépodobny s pravdépodobnosti %. P1i hodu dvémi
kostkami je kazdy pfedem zvoleny vysledek (a,b), tj.
dvojice prirozenych ¢isel od jedné do Sesti (véetné po-
fadi), stejné pravdépodobny s pravdépodobnosti %. —
dvé pétky padnou s polovi¢ni pravdépodobnosti nez dveé
pevné zvolené rtizné hodnoty bez uvedeni poradi.

Pocty moznosti pro soucty:

[2]3]4|5]|6|7][8]9]10]11]12]
[1l2]3]4f5]6]5]4]3[2]1]

Podobné pro souc¢ty hodu tremi kostkami.




4. PRAVDEPODOBNOST 33

1.20. Nezavislé jevy. Pravdépodobnostni prostor (€2, A, P)
a v ném jevy Aq,..., Ag.

Rekneme, Ze tyto jevy jsou stochasticky nezdvislé
(vzhledem k pravdépodobnosti P), jestlize pro libovolné
z nich vybrané jevy A;,,...,A4;,, 1 < <k plati

P(A’Ll m"'mAie) :P(A’Ll)P(Aw>
Zjevneé je kazdy podsystém stochasticky nezavislych

jevl opét stochasticky nezavisly.
Pro dva stochasticky nezavislé jevy A, B

P(AnB°)=P(A\B)=P(A)— P(ANB)
= P(A)(1 — P(B)) = P(A)P(B"°).
— zaménou jednoho nebo vice stochasticky ne-
zavislych jevl za jejich opac¢né jevy obdrzime opét sto-
chasticky nezavislé jevy.
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Pravdépodobnost, ze nastane alespon jeden ze sto-
chasticky nezavislych jevi: Hleddme P(A; U ---U Ayg).
De Morganova pravidla,

Aj U UA, = (ASN--- N AS)e
—
P(AyU---UA) =1—P(ASN---N AS)
=1—(1-P(41))...(1 = P(Ax)).
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1.21. Podminéna pravdépodobnost. Dotazy s do-
datec¢nou podminkou:

Napr. ,,jaka je pravdépodobnost, ze pri hodu dvémi
kostkami padly dvé pétky, je-li soucet hodnot deset?“.

Necht H je jev s nenulovou pravdépodobnosti v je-
vovém poli A v pravdépodobnostnim prostoru (€2, .4, P).
Podminénd pravdépodobnost P(A|H) jevu A € A vzhle-
dem k hypotéze H je definovana vztahem

P(ANH)
PAH) = ———
Véta o nasobeni pravdépodobnosti pro jevy A4, ..., Ag

splnujici P(A;N---NAg) > 0:
P(A N NA) =

Pokraceni citatelt a jmenovatelti primo da vysle-
dek.
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