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2.6. Inverzni matice. Se skalary: a-z =0 <— =z =
a~! - b, kdykoliv inverze k a existuje. Podobné bychom
to méli umét s maticemi?

Rikédme, ze B je matice inverzni k matici A, kdyz
A-B=B-A=F.

Piseme pak B = A~! a je samoziejmé, ze obé ma-
tice musi mit tutéz dimenzi n. Matici, k niz existuje
matice inverzni, rfikdme invertibilni matice.

Pokud A~ a B~ existuji, pak existujei (4-B)~! =
B~1. A71. Je totiz (diky pravé dokazané asociativite
nasobeni)

(B~ A™YH.(AB)=B1'- (A1 A -B=E

(A-B)- (B A Y=A.(B-BY)-A'=FE.
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Soustava n rovnic pro n neznamych souc¢inem ma-
tic:
air 0 Aim L1 Y1
A L = . . . o
Am1 - Amm Tm Ym
Kdyz existuje matice inverzni k matici A, pak A=!.y =
ATV A 2 =F -z =ux.
Naopak rozepséanim podminky A- A~! = F pro ne-
znédmé skaldry v hledané matici A~! dostaneme n sys-

témi linearnich rovnic se stejnou matici na levé strané
a riznymi vektory napravo.
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2.7. Ekvivalentni ipravy matic. Z hlediska feseni
systémil rovnic je jisté prirozené povazovat za ekviva-
lentni matice, které zadavaji systémy rovnic se stej-
nym fesenim. Takovym operacim rikdme radkové ele-
mentdarni transformace. Jsou to:

e zameéna dvou radki

e vynasobeni vybraného radku nenulovym ska-
larem

e pricteni radku k jinému radku.

Analogicky, sloupcové elementdrni transformace matic
jsou

e zameéna dvou sloupci

e vynasobeni vybraného sloupce nenulovym ska-
larem

e pric¢teni sloupce k jinému sloupci

ty vSak nezachovavaji reseni prislusnych rovnic, protoze
mezi sebou michaji samotné promeénné.
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Systematicky mtzeme pouzit elementarni radkové
upravy k postupné eliminaci proménnych. Postupu se
vétsinou 1ika Gausova eliminace.

Tvrzeni. Nenulovou matici nad libovolnym okruhem
skalari K lze konecné mnoha elementarnimi radkovyms
transformacemsi prevést na tzv. (fddkové) schodovity tvar:
o Je-li a;; = 0 a vsechny predchozi prvky na t-
tem radku jsou take nulove, potom ay; = 0 pro
vSechna k > 1
o je-li ai;_1); prvni nenulovy prvek na (i —1)-
vém rddku, pak a;; = 0.
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Radkové schodovity tvar:

O ... 0 ay; ... ... ... aim
(0 ... 0 (1)j e, Aok ... a;m\
d 0 Qip
\ /

a muze koncit nékolika nulovymi fadky. Algoritmus:

(1) Zéameénou Fadkt docilime, ze v prvnim radku
bude v prvnim nenulovém sloupci nenulovy
prvek, necht je to j-ty sloupec.

(2) Pro i = 2,..., vynasobenim prvniho radku
prvkem a;;, i-tého fadku prvkem a;; a ode-
¢tenim vynulujeme prvek a;; na ¢-tém radku.

(3) Opakovanou aplikaci bodi (1) a (2), vzdy pro
zbytek tadkt a sloupcti v ziskané matici do-
spéjeme po konec¢ném poctu kroki k pozado-
vanému tvaru.
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2.8. Poznamka. Elementarni fadkové (resp. sloupcové)
transformace odpovidaji vynasobenim zleva (resp. zprava)
nasledujicimi maticemi:

(1) Pfehozeni i-tého a j-tého fadku (resp. sloupce)




(2) Vynasobeni i-tého Ffadku (resp. sloupce) ska-
larem a:

n \

— 9




7

(3) Secteni i-tého fadku (resp. sloupce) s j-tym:

(1

0

0

)
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2.9. Véta. Pro kaZdou matici A typu m/n nad polem
skalari K existuji ctvercove invertibilni matice P di-
menze m a @) dimenze n takovée, Ze matice P - A je v
radkoveé schodovitém tvaru a

o ...1 0 ... ... 0

P-A-Q=1qg "0 1 0 .. 0
0O ... 00 0 ... 0

\ /

2.10. Algoritmus pro vypocet inverzni matice.
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2. Determinanty

2.11. Definice determinantu. Pripomenme, Ze bi-
jektivni zobrazeni mnoziny X na sebe se nazyva per-
mutace mnoziny X, viz 7?7. Je-li X = {1,2,...,n}, lze
permutace zapsat pomoci vysledného poradi ve formé

tabulky:
(a(ll) 0(22) N UZ’L)>'

Prvek = € X se nazyva samodruznym bodem permu-
tace o, je-li o(x) = x. Permutace o takova, ze existuji
pravé dva ruzné prvky z,y € X so(x) =y ao(z) =z
pro vSechna ostatni z € X se nazyva transpozice, zna-
¢ime ji (x,y).
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V dimenzi dva

A= (C‘ b) . det A = ad — be.
c d

Obecné, necht A = (a;;) je ¢tvercovd matice dimenze

n nad K. Determinant matice A je skalar det A = | A|

definovany vztahem

‘A| - Z Sgn(a>ala(1) " A25(2) " Ano(n)
oceY,
kde ¥;, je mnozina vsech moznych permutacina {1,...,n}
a znaménko sgn pro kazdou permutaci jesté musime po-
psat. Kazdy z vyrazi sgn(o)ai,1) - G20(2) - * * Gno(n) Da-
zyvame clen determinantu |A|.
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Jednoduché priklady uz umime: je-li n = 1, pak
la11| = a1 € Kapron=2je

ailr  ai2
a1 0Aa22

Podobné pro n = 3 se da uhodnout

= +a11022 — @12G21.-

ailp; ai2 d4is
g1 (22 Q23| =+ A11A22033 — 113022031 + @13021032
az;p aszz2 ass

—@a110a23032 + A12023031 — A12021033.

Tomuto vzorci se tika Saarusovo pravidlo.
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Jak tedy najit spravna znaménka? Rikdme, ze dvo-
jice prvku a,b € X = {1,...,n} tvoii inverzi v permu-
taci 0, je-lia < bao(a) > o(b). Permutace o se nazyva
sudd (resp. lichd), obsahuje-li sudy (resp. lichy) pocet
inverzi.

Parita permutace o je (—1)Pocet inverzl 5 znagime ji
pravé sgn(o). Tolik definice, chceme ale védét, jak s pa-
ritou pocitat. Z nasledujiciho tvrzeni uz je jasné vidét,
ze Saarusovo pravidlo skutecné pocita determinant v
dimenzi 3.

Tvrzeni. Na mnoziné X = {1,2,...,n} je pravé n!
ruznych permutaci. Tyto lze seradit do posloupnosti tak,
ze kazdé dve po sobé jdouci se lisi prave jednou trans-
pozict. Lze pri tom zacit libovolnou permutact a kazZda
transpozice ment paritu.
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Zjistili jsme, ze provedeni libovolné transpozice zméni
paritu permutace a Ze kazdé poradi ¢isel {1,2,...,n}
lze ziskat postupnymi transpozicemi sousednich prvki.
Diisledkem tohoto popisu je, ze na kazdé mnoziné X =
{1,...,n}, n > 1, je praveé %n! sudych a %n! lichych
permutaci.

Jestlize slozime dvé permutace za sebou, znamena
to provést napied vSechny transpozice tvorici prvni a
pak druhou. Proto pro libovolné permutace 0,7 : X —
X plati

sgn(o o) =sgn(o) -sgn(n), sgn(o ') = sgn(o).
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2.12. Jednoduché vlastnosti determinantu. K A =
(a;j) typu m/n definujeme matici transponovanou AT =
(aj;) s prvky aj; = aj; typu n/m. Ctvercové matice A s
vlastnosti A = AT se nazyva symetrickd. Jestlize plati

A = — AT pak se A nazyva antisymetricka.
Véta. (1) |AT| = |4,
(2) Je-li jeden tadek v A tvoten nulovymi prvky z
K, pak |A| =0,

(3) Jestlize matice B vznikla z A vgmeénou dvou
radki, pak |A| = —|B],

(4) Jestlize matice B vznikla z A vyndsobenim Tddku
skalarem a € K, pak |B| = alA|,

(5) Jsou-li prvky k-tého Tddku v A tvaru ap; =
ck; + b a vSechny ostatni rddky v maticich
A, B = (bij), C = (cij) jsou stejne, pak |A| =
Bl +C],

(6) Determinant |A| se nezméni, pricteme-li k li-
bovolnému radku A linedrni kombinaci ostat-
nich Tadkii.
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2.13. Poznamka. Hezky dusledek (1): Kdykoliv se
nam podafi dokadzat né€jaké tvrzeni o determinantech
formulované s vyuzitim fadkt prislusné matice, pak ana-
logické tvrzeni plati i pro sloupce. Napt. tedy mizeme
okamzité vSechna tvrzeni (2)—(6) této véty preformulo-
vat i pro pri¢itani linearnich kombinaci ostatnich sloupcii
k vybranému.

Vlastnosti (3)—(5) tikaji, Zze determinant jako zobra-
zeni, které n vektorim dimenze n (fadkdm nebo sloup-
cim matice) priradi skalar, je antisymetrické zobrazeni
linearni v kazdém svém argumentu, presné jak jsme
podle analogie z dimenze 2 pozadovali.

Pro matici v fadkovém nebo sloupcovém schodovi-
tém tvaru je jedinym nenulovym clenem determinantu
ten, ktery odpovida identické permutaci. Vidime tedy,
ze determinant takové matice je |A| = aj1- a2 - app.
Predchozi véta tedy poskytuje velice efektivni metodu
vypoctu determinantii pomoci Gaussovy eliminac¢ni me-

tody, viz.
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2.14. Dalsi vlastnosti determinantu.

Véta. Necht A = (aij), B = (bi;) jsou ¢tvercove matice
dimenze n nad okruhem skalari K. Pak

[A- Bl = [A]-]|B].

Rozvoj determinantu podle jednoho nebo vice radkt
¢i sloupci:

Necht A = (a;;) je matice typu m/n a1l < i3 <
o< <m, 1 < g1 <...<j <n jsou pevné zvolena
prirozend cisla. Pak matici

Aiyjy Qiyge -+ Qiggy,
M =
Qign  Qigga -+ Qiggy
typu k/¢ nazyvame submatici matice A uréenou radky
i1,...,1 asloupci ji, ..., je. Zbyvajicimi (m— k) fadky
a (n—1) sloupci je uréena matice M* typu (m—=k)/(n—
?), kterd se nazyva doplikovd submatice k M v A.
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Pfi k = ¢ je definovan | M|, ktery nazyvame subde-
terminant nebo minor fadu k matice A.

Je-li m = n, pak pii k = £ jei M* ¢tvercova a |M*|
se nazyvéa doplnék minoru |M|, nebo doplitkovy minor
k submatici M v matici A. Skalar

(= 1)t intinttin | A

se nazyva algebraicky doplnék k minoru |M|. Subma-
tice tvorené prvnimi k radky a sloupci se nazyvaji hlavnt
submatice, jejich determinanty hlavni minory matice A.
Pr1i specialni volbé k = ¢ = 1, m = n hovofime o alge-
braickém doplriku A;; prvku a;; matice A.
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Pokud je |M| hlavni minor matice A, pak pfimo
z definice determinantu je vidét, ze soucin |M| s jeho
algebraickym doplitkem je ¢lenem determinantu.

Necht je obecnd submatice M uréena radky i; <
1y < --- < i a sloupci j; < -+ < jg. Pak pomoci
(i1 —1) 4+ -+ 4+ (ix — k) vymén sousednich fadkua a
(j1—1)+- - -4 (jr—k) vymeén sousednich sloupcti v A pre-
vedeme submatici M na hlavni submatici a doplnkova
matice pritom prejde pravé na doplnkovou matici. Cela
matice A prejde pritom v matici B, pro kterou plati
podlea definice determinantu |B| = (—1)%|A|, kde

a=>7_1(in—jn) —2(1+ -+ k). Tim jsme ovefili:

Tvrzeni. Necht A je ¢tvercovd matice dimenzen a |M|
je jeji minor radu k < n. Pak soucin libovolného clenu
|M| s libovolngm clenem jeho algebraického doplriku je
clenem |A|.
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Véta. Necht A = (aij) je ctvercovd matice dimenze n
nad libovolnym okruhem skaldri a mecht je pevné zvo-
leno k jejich rddki. Pak |A| je soucet vSech (Z) soucini
(—1)@tFhetintFi . \M| - | M*| minori fddu k vybra-
nych ze zvolenych radku, s jejich algebraickymsi doplrnky.
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2.15. Dusledky Laplaceovy véty. Predchozi véta
prevadi vypocet |A| na vypocet determinantti nizsiho
stupné. Této metodé vypoctu se rikd Laplacetv rozvoj
podle zvolenych radki ¢i sloupcti. Napr. rozvoj podle
i-tého radku nebo i-tého sloupce:

n n
Al =) ayAiy =) ajd;;
=1 j=1

kde A;; oznacuje algebraicky doplnék k prvku (minoru
stupné 1) a;;. Pii praktickém pocitani determinantt
byva vyhodné kombinovat Laplacetv rozvoj s primou
metodou pric¢itani linedarnich kombinaci radki ¢i sloupcti.
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Jako trikovou ale elemntarni aplikaci odvodime du-
kaz Cauchyovy véty. Pouzijeme prosté dvakrat Lapla-
cellv rozvoj na vhodné matice:

Uvazme nejprve matici H dimenze 2n (pouzivame
tzv. blokovou symboliku, tj. piSeme matici jakoby slo-
zenou z matic)

(all a1n 0O ... 0 \

_ A 0 _|an1 - ann 0O ... 0
—-F B —1 0 b11 ... bin

\ 0 1 by oee bun

Laplaceovym rozvojem podle prvnich n radkt obdrzime
pravé |H| = |A| - |B].
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Nyni budeme k poslednim n sloupcim postupné
pric¢itat linearni kombinace prvnich n sloupci tak, abychom
obdrzeli matici s nulami v pravém dolnim rohu. Dosta-
neme

(all ... QA1p C11 Cln\

Qn oo Qpp Cp ... Cpn
=11 0 0 .0

\o -1 0 ... 0 )

Prvky submatice nahotfe vpravo pritom musi splnovat
Cij = ainbij + aioby; + -+ + Ainbn

neboli jde pravé o prvky souc¢inu A - B a |K| = |H|.
Pritom rozvojem podle poslednich n sloupcti dostavame

K| = (<12 A B = (<12 AB| = 4B
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2.16. Determinant a inverzni matice. Predpokla-
dejme nejprve, ze existuje matice inverzni k matici A,
tj. A- A=! = E. Protoze pro jednotkovou matici plati
vzdy |E| =1, je pro kazdou invertibilni matici vzdy |A|
invertibiln{ skalar a plati |A|~! = |47

My vsak kombinaci Laplaceovy veéty a Cauchyho
véty umime vic. Pro libovolnou ¢tvercovou matici A =
(aij) dimenze n definujeme matici A* = (aj;), kde a; =
Aj; jsou algebraické doplnky k prvkim a;; v A. Nazy-
vame ji algebraicky adjungovand matice k matici A.

Veéta. Pro kazdou ctvercovou matici A nad okruhem
skalard K plati AA* = A*A = |A|- E. Zejména
(1) A~ existuje jako matice nad okruhem skaldri
K prdve, kdyz |A|™1 existuje v K
(2) Pokud ezistuje A=1, pak plati A= = |A|~1. A*
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