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1.21. Podminéna pravdépodobnost. Dotazy s do-
datec¢nou podminkou:

Napr. ,,jaka je pravdépodobnost, ze pri hodu dvémi
kostkami padly dvé pétky, je-li soucet hodnot deset?“.

Necht H je jev s nenulovou pravdépodobnosti v je-
vovém poli A v pravdépodobnostnim prostoru (€2, .4, P).
Podminénd pravdépodobnost P(A|H) jevu A € A vzhle-
dem k hypotéze H je definovana vztahem

P(ANH)
PAH) = ———
Véta o nasobeni pravdépodobnosti pro jevy A4, ..., Ag

splnujici P(A;N---NAg) > 0:

P(A1 NN A) =
= P(A1)P(As|Ay) - P(AL|A N0 Ap_1).

Pokraceni citatelt a jmenovatelti primo da vysle-
dek.
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1.22. Geometricka pravdépodobnost. Casto slozi-
téjSimi modely, kde zakladni prostor neni kone¢nou mno-
Zinou.

Uvedeme jednoduchou ilustraci.

Rovina R? dvojic realnych ¢isel, podmnozina ) se
znamym obsahem vol) (symbol ,vol“ od anglického
,volume*, tj. obsah/objem). Napf. jednotkovy ¢tverec.

Nahodné jevy — podmnoziny A C €.

Jevové pole A — systém podmnozin, u kterych umime
urcit jejich obsah (tfeba vSechna kone¢na sjednoceni
trojihelnikn).

Nastoupeni nebo nenastoupeni jevu je dano vybé-
rem bodu v (), kterym se trefime nebo netrefime do
mnoziny reprezentujici jev A.

Podobné jako u klasické pravdépodobnosti je prav-
dépodobnostni funkce P: A — R

vol A

P =T
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Priklad: ndhodné vyberem dvé hodnoty a < b v
intervalu (0,1) C R. VSechny hodnoty a i b jsou stejné
pravdépodobné.

Otéazka: Jaka je pravdépodobnost, Ze interval (a, b)
bude mit velikost alespon jedna polovina?.

(viz tabule)

Vypocetni metody Monte Carlo:

Simulace znamé pravdépodobnosti pomoci relativni
¢etnosti nastoupeni vhodné zvoleného jevu.

Napi. obsah jednotkového kruhu je roven konstanté
m=3,1415....

Volime za €2 jednotkovy ¢tverec a za A prinik jed-
notkového kruhu se stredem v pocatku.

Pak vol A = iﬂ'.

Obdobné tdlohy na geometrickou pravdépodobnost
Ize bezezbytku formulovat v R? a obecnéji.



38

5. Geometrie v roviné

1.23. Afinni rovina a vektorovy prostor R?. Ne-
konecna deska bez jakychkoliv zvolenych méritek a po-
pist, ale a vime, co to znamena posunout se v libovol-
ném nasobku néjakého sméru.

Volba (afinniho) souradného systému v roviné —
bod O je jeho pocatkem, posunuti E7 — O ztotoznujeme
s dvojici [1,0], podobné u Es s [0, 1].

Obecné kazdy bod P roviny je ztotoznén s dvojici
¢isel [a,b] = P — O.

Posunuti umime skladat (budeme fikat ,séitat”) a
také jednotlivé sméry nasobit v poméru kazdého real-
ného ¢isla (budeme fikat ,nasobit skalarem*).

Podobné vlastnosti ke s¢itani a nasobeni skalart —
dvourozmérny realny vektorovy prostor.
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1.24. Primky v roviné. Primka je podmnozina p C
A v roviné takova, ze existuji bod O a vektor v takové,
ze
p={P€A; P-0O=t-v, t€R}
Popisme si P = P(t) € p ve zvolenych soutadnicich
s volbou v = («, 3):
z(t)=wo+a-t, yt)=yo+pG-t.
Spocteme
—Bx + ay + (Bro — ayy) = 0.
To je obecna rovnice primky
(1.2) ar + by = c,
se znamym vztahem dvojice ¢isel (a,b) a vektoru v =
(a, )
(1.3) ac + b3 = 0.
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Vyraz nalevo v rovnici primky — skalarni funkce F
zavisla na bodech v roviné a s hodnotami v R.

Rovnice — pozadavek na jeji hodnotu. Vektor (a,b)
je smérem, ve kterém F' nejrychleji roste. Smér kolmy
na (a,b) je smérem, ve kterém zustava F konstantni.

Konstanta c urcuje, pro které body bude tato kon-
stanta nula.

Dvé ptimky p a ¢ — jaky je prianik p N q?

Je to bod, spliujici obé rovnice primek naraz.

ar +by=r
(1.4)
cx + dy = s.

Leva strana — prirazeni, které kazdé dvojici sourad-
nic [z(P),y(P)] bodu v roviné prifadi vektor hodnot
dvou skalarnich funkci F; a F5 danych levymi stranami
jednotlivych rovnic (1.4).

Fw)=w
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1.25. Linearni zobrazeni a matice. Prirazeni F' re-
spektuje operace sc¢itani a nasobeni s vektory a skalary:

Fla-v+b-w)=a-F(v)+b-F(w)

pro viechny a,b € R, v, w € R?,

Rikdme: F je linedrni zobrazeni z R? do R2.

Piseme F' : R? — R2. Obdobné, v rovnici pro
pfimku $lo o linearni zobrazeni F' : R?> — R a jeho
predepsanou hodnotu c.

Stru¢né budeme zapisovat takova zobrazeni pomoci
matic a jejich nasobeni:

= (0= ()
w20 (2) = (21m).
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Podobné, misto vektoru v miizeme zprava nasobit
jinou matici B stejného rozméru jako je A — aplikace
predchozi formule po jednotlivych sloupcich matice B.

Plati asociativita nasobeni:

(A-B)-v=A-(B-v).

Plati distributivita A- (B+C) = A- B+ A - C, neplati
vSak komutitativita a existuji ,,délitelé nuly“. Napr.

(0 0) (0 9)=000)
(0 1)@ o)=(00)
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Body v roviné — obecné vzory hodnot linedrnich
zobrazeni F' roviny do roviny.

Primky — obecné vzory hodnot linearnich zobrazeni
z roviny do redlné primky R.

Ve zvlastnich situacich je to jinak:

Prinikem dvou stejnych primek je opét sama primka
(a vzorem vhodné hodnoty pro takové linedrni zobra-
zeni bude celd pfimka), nulové zobrazeni mé za vzor
nuly celou rovinu.

ozname pomoci vztahu

(1.5) det A=ad—bc=0

—nalevo jsou v rovnicich stejné vyrazy az na skalarni na-
sobek. Pak v pruniku bud zadny bod (rovnobézné rizné
primky) nebo tam jsou vSechny body pfimky (stejné
primky).

Vyrazu nalevo v rikdme determinant matice
A.
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Dovolime pfic¢itani pevnych vektora 7' = (z(7T),y(T)),

e . ~ fazx+by+ x(T)
v—<y>r—>A U+T_<Cai+dy—|—y(T)>’

— vS8echna afinni zobrazeni roviny do sebe.
Vsechny afinni podobnosti. Linearni zobrazeni od-
povidaji tém afinnim, které zachovavaji pevny bod O.
Kdyz pozorovatel tutéz rovinu bude shlizet z jiného
bodu nebo si aspon vybere jiné body E4, FE> —na trovni
souradnic to bude zména realizovana pomoci afinniho
zobrazeni.
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1.26. Euklidovska rovina. Piidame schopnost vidét

vzdalenosti.
Okamzité pojmy thel a otoceni v roviné.
Vzorec pro velikost vektoru v = (a, b)

o]l = Va2 + b2.

Uhel ¢ dvou vektorti v, w — vyuzitim tzv. goniometrické
funkce cos ¢.

(viz tabule)

Obecné pro dva vektory v = (z(v), y(v)), w = (x(w), y(w))
je jejich thel:

z(v) - z(w) +y(v) - y(w)
[l - f[wl] '

cos ¢ =

Dobrym prikladem: rotace o predem dany tihel .
Je dano formuli s matici Ry:

e _ (costY —siny x
= (o)== (@ ) C)
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Pro jednotkovy vektor (1,0) dostavame skutecné praveé
ocekavany vysledek (cos,sin ).

Rotace kolem jiného bodu P = O + w, snadno na-
piSeme formuli pomoci translaci:

<§>:vHv_wHRw'(v—w)'—>R¢'("U—w)+w

_ (cos Y(z —z(w)) —sin(y — y(w)) + :L’(w))
sin¢(z — z(w)) + cos P(y — y(w)) + y(w) )’
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Zrcadlent vzhledem k primce — bude stacit popsat
zrcadleni vzhledem k pfimkam prochéazejicim pocatkem
O a ostatni se z nich odvodi pomoci translaci.

Hledejme tedy matici Z,, zrcadleni vzhledem k primce
s jednotkovym smérovym vektorem v svirajicim thel ¢
s vektorem (1,0). Napf.

1 0
#=(o )

a obecné miZzeme psat (otoc¢ime do ,nulové“ polohy,
odzrcadlime a vratime zpét)

Zy =Ry Zo- R_y.
(viz tabule)



n, costp —siny) (1 0\ [ cosyp siny
v~ \sing  cose 0 -1 —sinvy cos
_ [cosyp  —siny) [ cosy  sing
~ \sinvy  cos —sinYy cos
~ (cos?yp — sin? ¢ 2sin Y cos Y _ (cos2y  sin2y
~\ 2sin¢cosyp  —(cos? 1) — sin? ¥))  \sin2¢p —cos2¢y )/’
Povsimnéme si také, ze
7 7 cos2y sin2¢ \ (1 0\ _ (cos2yp —sin2y
w0 \sin2y —cos2¢ /) \0 —1)  \sin2¢ cos2y )
To 1ze sformulovat jako

Tvrzeni. Otocent o uhel 1) obdrzime naslednym prove-

denim dvou zrcadleni vzhledem ke smérum, ktere spolu
/ ./ e 1

sviragi uhel 5.
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Poznamka — pokud umime odiivodnit predchozi tvr-
zeni ryze geometrickou tvahou (zkuste), dokéazali jsme
pravé standardni formule pro goniometrické funkce dvoj-
nasobného uhlu.

Hlubsi je nasledujici rekapitulace predchozich avah:

1.27. Veéta. Linedrni zobrazeni euklidovské roviny je
sloZeno ze zrcadlent prave, kdyzZ je dano matict R spl-
nujict

c d

To nastane prave, kdyzZ toto zobrazeni zachovavd veli-
kosti. Otocenim je pritom prave tehdy, kdyz je determi-
nant matice R roven jedne, coZ odpovidd sudému poctu
zrcadlent. Pri lichém poctu zdrcadlent je determinant
roven —1.

R:(a b), ab+cd=0, >+ =0+d>=1.

(viz tabule)
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1.28. Obsah trojuhelnika a viditelnost. Zavérem
pojem obsah. Trojihelnik je vymezen dvojici vektort
v a w, které prilozeny do pocatku O zadaji zbylé dva
vrcholy.

Chceme formuli (skalarni funkci vol), kterd dvéma
vektorim prifadi ¢islo rovné obsahu vol A(v, w) takto
definovaného trojuhelniku A (v, w).

Ze zadani je vidét, ze by mélo platit

vol A(v + v, w) = vol A(v, w) + vol A(v', w)
vol A(av, w) = avol A(v, w)
a pridejme pozadavek
vol A(v,w) = —vol A(w, v),

ktery odpovida predstaveé, ze opatiime plochu znamén-
kem podle toho, v jakém poradi bereme vektory.
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Pokud vektory v a w napiSeme do sloupcii matice

A, pak
A= (v,w) — det A
spliiuje vSechny tfi nase pozadavky.

Kolik takovych zobrazeni ale miize byt? Kazdy vek-
tor umime vyjadrit pomoci dvou souradnych vektori
v = (1,0) a w = (0,1), proto volA je jednoznacné
urceno uz vycislenim na této jediné dvojici argumentii
(v, w).

Vsechny moznosti jsou si rovny az na skaldrni na-
sobek. Ten umime urcit pozadavkem

vol A((1,0),(1,0)) = %7

tj. volime orientaci a méritko.

Determinant zadava plochu rovnobéznosténu urce-
ného sloupci matice A (a plocha trojuhelniku je tedy
polovic¢ni).
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