Uvod do informatiky

e Prednasejici: Petr Hlinény (h1inenyQ@fi.muni.cz)

e Konzultanti kurzu: Jan HoleCek (holecek@fi.muni.cz)

Jan Obdrzalek (xobdrzal@fi.muni.cz)

e Materialy a informace dostupné na
http://www.fi.muni.cz/ "hlineny/Vyuka/UINF.html

Studenti jsou aktualni informace na tomto webu povinni pravidelné Cist!




Smysl a format kurzu

Elementarné pojaty ivod do matematiky ,vysokoSkolského typu“ s ohledem na
potfeby studia informatiky.

Aplikace zapamatovanych vzorcll a vét (SS) x styl definice-véta-dikaz (VS).
Uvodni pasaze jsou obsahové velmi podobné kurzu ,Matematické zaklady 1.
Cil: priprava pro dalsi studium, vyjasnéni zakladnich pojmu.

Evaluace:

* 30% dvé pisemky v semestru (2x 15%),

x 70% zkouskova pisemka,

x az 5% bonus za fesSeni jednoho domaciho projekiu (nenarokové!),
ktery bude zadany priste.

K absolvovani kurzu je tfeba zhruba 50% z celkového poctu bodu.




Uvod do formalniho dokazovani

e Uvazme matematickou vetu tvaru ,Jestlize plati predpoklady, pak plati zaver*.
e Dukaz této véty je koneCna posloupnost tvrzeni, kde

« kazdé tvrzeni je bud
— predpoklad, nebo
— obecné prijata ,pravda“ — axiom, nebo
— plyne z predchozich a dfive dokazanych tvrzeni podle nejakého
,2akceptovaného logického principu — odvozovaciho pravidla;

* posledni tvrzeni je zaver.




Sude Cislo je cele Cislo delitelné 2, tj. tvaru 2k.
Liché Cislo je celé Cislo nedélitelné 2, j. tvaru 2k + 1.

Priklad 1. Véta: JestliZze x je souctem dvou lichych Cisel, pak x je sudé.

Dukaz.
tvrzeni zduvodnéni
1) a=2k+1,kcelé predpoklad
2) b=21+1,1lcelé predpoklad
3) x=a+b=2k+2l4+1+1 1,2) a komutativita sCitani (axiom)
4) x=2(k+1)+2-1 3) a distributivnost nasobeni
5 x=2(k+1+1) 4) a opét distributivnost nasobeni




Priklad 2. Véta: Jestlize x a y jsou racionalni ¢isla pro ktera plati x < vy, pak
existuje racionalni cislo z pro ktere plati x < z < y.

Dukaz.

° Necht’z:%:x%—‘%:y—%.
e Cislo z je racionalni, nebot x a y jsou racionalni.
e Plati z > x, nebot 5= > 0.

e Dale plati z < y, opét nebot ¥~ > 0.

e Celkemx <z <.

Alternativni formulace Véty 2:
e Pro kazdé x,y € Q, kde x < vy, existuje z € Q takové, ze x < z < y.
e Mnozina racionalnich Cisel je husta.




Struktura matematickych vet

Prvni krok formalniho dukazu je uvédomit si, co se ma dokazat, tedy co je
pfedpoklad a co zaver.

Priklady:

+ Veta: KoneCna mnozina ma konecné mnoho podmnozin.

+ Véta: sin(«) + cos?(x) = 1.

+ Veéta: Graf je rovinny jestlize neobsahuje podrozdeéleni Ks nebo Kj s.

Casto pomUze pouhé rozepsani definic pojm(, které se v dané vété vyskytuij.
Jak ,moc formalni“ maji dukazy vlastné byt?

x Zalezi na tom, komu je dukaz uréen — ,konzument® musi byt schopen
,snadno* ovérit korektnost kazdého tvrzeni v dukazu a pIlné pochopit, z ¢eho

vyplyva.




Konstruktivni a existenéni dukazy

e Dukaz Véty 2 je konstruktivni. Dok4zali jsme nejen, ze Cislo z existuje, ale
podali jsme také navod, jak ho pro dané x a y sestrojit.

e Existenéni dukaz je takovy, kde se prokaze existence néjakého objektu bez
toho, aby byl podan navod na jeho konstrukci.

Priklad 3. Véta: Existuje program, ktery vypiSe na obrazovku cisla taZzena v 25.
tahu sportky v roce 2006.

Dukaz. Existuje pouze kone¢né mnoho moznych vysledku losovani 25. tahu
sportky v roce 2006. Pro kazdy mozny vysledek existuje program, ktery tento
dany vysledek vypise na obrazovku. Mezi témito programy je tedy jisté ten, ktery
vypise prave ten vysledek, ktery bude v 25. tahu sportky v roce 2006 skutecne

vylosovan. ]

(,Podvod*, nebo ne? Je to proste tak.. .)




e Pro informatické discipliny (teorie automatu, teorie slozitosti, navrh algoritmu, i
apod.) je dulezita konstruktivnost dukazu vét, které se zde objevuii.

e V matematice jsou mnohé pfiklady uzite€nych existenc¢nich dukazu, tfreba tzv.
pravdépodobnostni dikazy.

Priklad 4. Véta: Na dané mnoZiné bod je zvoleno libovolné n? podmnoZin, kaZda
o n prvcich. DokaZte pro dostatecné velka n, Ze vsechny body Ize obarvit dvéma
barvami tak, aby zadna mnozina nebyla jednobarevna.

Dukaz. U kazdého bodu si ,hodime minci“ a podle vysledku zvolime barvu
cervene nebo modre. (Nezavislé volby s pravdépodobnosti %.) Pravdépodobnost,

ze zvolenych n bodU vyjde jednobarevnych, je jen s = 2™

Pro n? podmnozin tak je pravdépodobnost, Ze néktera z nich vyjde jednobarevna,

shora ohrani¢enda souctem
2

Z—“+...+21—§=“—ao.

2n—1
le

Jelikoz je toto Cislo (pravdepodobnost) pro n > 7 mensi nez 1, bude existovat
obarveni bez jednobarevnych zvolenych podmnozin. ]




Zakladni dukazoveé techniky

Primé odvozeni. To je to, 0 Cem jsme se dosud bauvili.

Kontrapozice (také obracenim ¢i nepfimy dikaz). Misto véty
Jestlize plati pfedpoklady, pak plati zaver.*
budeme dokazovat vetu
Jestlize neplati zaver, pak neplati alespon jeden z predpokladu.”
Dukaz sporem. Misto véty
Jestlize plati predpoklady, pak plati zaver.”
budeme dokazovat vétu

Jestlize plati predpoklady a plati opak zaveru, pak plati opak jednoho
z predpokladu (nebo plati jiné zjevné nepravdivé tvrzeni).*

Matematicka indukce. Pokrodila technika. . .




Priklad dukazu kontrapozici

Prvocislo p > 1 nema jiné délitele nez 1 a p.

Priklad 5. Véta: JestliZze p je prvocislo vétsi nez 2, pak p je liché.

Dikaz. Kontrapozici. (Budeme tedy dokazovat, Ze je-li p sudé, pak p bud neni
vétSi nez 2, nebo p neni prvocislo.) Jsou dvé moznosti:

e p < 2. Pak p neni vétsi nez 2.
e p > 2. Pak p = 2.k pro nejaké celé k > 1, tedy p neni prvocislo. O

Dukazy kontrapozici pracuji s negaci (opakem) predpokladu a zaveéru. Je-li napft.
zaver komplikované tvrzeni tvaru

,Z toho, ze z A a B plyne C vyplyva, ze z A nebo C plyne A a BY,

neni pouhou intuici snadné zjistit, co je vlastné jeho negaci. Jak uvidime, uzitim
jednoduché induktivni metody Ize podobna tvrzeni negovat zcela mechanicky.
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Priklady dukazu sporem

Priklad 6. Véta: Jestlize p je prvocislo vétsi nez 2, pak p je liché.

Dukaz. Sporem. Necht tedy p je prvocislo vétsi nez 2, které je sudé. Pak p = 2.k
pro nejaké k > 1, tedy p neni prvocislo, spor (s predpokladem, ze p je prvocislo).
[]

Priklad 7. Véta: Cislo \/2 neni raciondini.

Dukaz. Sporem. Necht tedy /2 je racionalni, tj. necht existuji nesoudé&lna cela
kladna &isla r,s takova, 2e v2 = v/s. Pak 2 = 1%/s?, tedy 1? = 2.s%, proto 12
je délitelné dvéma. Z toho plyne, ze i r je délitelné dvéma (proc?). Jelikoz r je
délitelné dvéma, je r* délitelné dokonce &tyfmi, tedy 2 = 4.m pro néjaké m. Pak
ale také 4.m = 2.s%, tedy 2.m = s? a proto s? je délitelné dvéma. Z toho plyne, Ze
s je také délitelné dvéma. Celkem dostavame, ze r i s jsou délitelné dvéma, jsou
tedy soudélna, spor. ]

~Nevite-li, jak néjakou vétu dokazat, zkuste dukaz sporem.*
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Matematicka indukce

e Dukazova technika aplikovatelna na tvrzeni tohoto typu:
,Pro kazde prirozene (cele) n > ko plati T(n).*”
Zde k, je néjaké pevné prir. Cislo a T(n) je tvrzeni parametrizované Cislem n.

e Priklad:
Pro kazdé n > 0 plati, Zze n pfimek déli rovinu nejvyse na %n(n—l— 1)+ 1 oblasti.

e Princip matematické indukce fika (coby axiom), ze k dukazu véty
,Pro kazde prirozene n > ko plati T(n).“

staci oveérit platnost téchto dvou tvrzeni:
x T(ko) (tzv. baze neboli zaklad indukce)

x Pro kazde n > ko, jestlize plati T(n), (indukéni predpoklad)
pak plati take T+ 1). (indukcni krok)

12



Priklady dukazu indukci

Priklad 8. Véta: Pro kaZzdé n > 1 je stejna pravdépodobnost, Ze pfi souc¢asnem
hodu n kostkami bude vysledny soucet sudy, jako, ze bude lichy.

Dukaz. Zaklad indukce je zde zfejmy: Na jedné kostce (poctivé!) jsou tfi licha a tFi
suda Cisla, takze obé skupiny padaji se stejnou pravdepodobnosti.

Indukcni krok pro n > 1: Necht p$ pravdepodobnost, ze pfi hodu n kostkami
bude vysledny soucet sudy, a p., je pravdépodobnost lichého. Podle indukéniho
predpokladu je ps = p}, = .

Hodme navic (n + 1)-ni kostkou. Podle toho, zda na ni padne liché nebo sudé
Cislo, je pravdépodobnost celkového sudého souctu rovna

3, 3 ]

e’ e T2
a stejné pro pravdepodobnost celkového lichého souctu. ]
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Priklad 9. Véta: Pro kaZdé n > 0 plati, Ze n pfimek déli rovinu nejvyse na
1

oblasti.

Dukaz. Pro bazi indukce staci, ze 0 pfimek déli rovinu na jednu ¢ast. (Mozna je
lépe si jesté overit, ze 1 pfimka déli rovinu na dvé ¢asti, jen pro lepsi pochopeni
dukazu.)

Méjme nyni rovinu rozdélenou n pfimkami na nejvyse %n(n + 1) + 1 Casti. Dalsi,
(n+1)-ni pfimka je rozdélena pruseciky s pfedchozimi pfimkami na nejvyse n+1
useku a kazdy z nich oddéli novou ¢ast roviny. Celkem tedy bude rovina rozdélena
nasimi pfimkami na nejvyse tolik casti:

1 1 1 1
SN HT + (1) = oA D+ 52+ 1) + 1 = s(n+1)(n+2) + 1
]
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15
Piiklad 10. V&ta: Pro kazdén > 0 plati Y 1 ,j = M5,

Dukaz. Indukci vzhledem k n.

e Baze: Musime dokazat tvrzeni T(0), coz je v tomto pfipadé rovnost
> 0 oj = 5. Tato rovnost (zjevné) plati.

e Indukcni krok: Musime dokazat nasledujici tvrzeni:

Jestlize plati y_;_oj = "5 kde i > 0, pak plati y_*;j = “HIH2

i(i+1

Predpokladejme tedy, ze Y j =

Y = “*”21*2 To uz plyne upravou

i+1 oy . . .
Zj ZH‘ (4 1) i+ 1) L) = ii+1)+20+1)  ({A+T1)(1+2)

2 2 B 2

[]
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Matematicka indukce (pokracovani)

e Zakladni trik vSech dukazu matematickou indukci je vhodna reformulace tvrzeni
T(i+ 1) tak, aby se ,odvolavalo® na tvrzeni T(1i).

x Dobre se vzdy podivejte, v Cem se lisi tvrzeni T(i 4+ 1) od tvrzeni T(i). Tento
,r0zdil“ budete muset zdavodnit.

e Pozor, obCas je potfeba ,zesilit“ tvrzeni T(n), aby indukéni krok fungoval.

e Casto se chybuje v dilkazu induk&niho kroku, nebot ten byva vétsinou vyrazné

IIIIII

IIIII

x Dejte si pozor, od které hodnoty n > kg je indukCni krok univerzalne platny. . .
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Priklad 11. Véta: Pro kazdén > 1 plati

1 ] 1
=12 23 3 AT T amr

s(n)

Dikaz. Baze indukce je zfejma, -5 < 1.

Co vsak indukéni krok? Predpoklad s(n) < 1 je sam ,pfili$ slaby” na to, aby bylo

mozno tvrdit s(n + 1) = s(n) + sy < 1-

Neznamena to jeste, ze by tvrzeni nebylo platné, jen je potfeba nas indukcni
predpoklad zesilit. Budeme dokazovat

.Pro kaZdé pfirozené n > 1 platis(n) <1— - < 1.”

To plati pro n = 1 a dale algebraickou upravou dokoncime zesileny indukcni krok:

] ] ’
mrnt 2 = nil T me2
—(M+2)+1 1

. o
T mrm+2) .

sin+1) = s(n) +




Priklad 12. Véta:(,nevéta)
V kazdém stadu on > 1 konich maji vsichni koné stejnou barvu.

Dukaz. Indukci vzhledem k n.
e Baze: Ve stddu o jednom koni maji vSichni koné stejnou barvu.

e Indukéni krok: Necht' S = {Ky,---, K1} je stado o 1 + 1 konich. Dokazeme, ze
vsichni koné maji stejnou barvu. Uvazme dvé mensi stada:

* S,:{Kh'”»Ki}
* S//:{KZ)"'aKi-H}

Podle indukéniho predpokladu maji v8ichni koné ve stadu S’ stejnou barvu B’.
Podobné vSichni koné ve stadu S” maji podle indukéniho ptedpokladu stejnou
barvu B”. Dokazeme, ze B’ = B”, tedy Ze vSichni koné ve stadu S maji stejnou
barvu. To ale plyne z toho, ze koné K, ---,K; patfi jak do stada S’, tak i do
stada S”. O

(Ale to uz je podvod! Vidite, kde?)

18



Vety typu ,,tehdy a jen tehdy*

e Jde o véty tvaru

,Necht plati pfedpoklady P. Pak tvrzeni A plati tehdy a jen tehdy, plati-li
tvrzeni B.“

e Priklady jinych formulaci téze véty:

x Za predpokladu P je tvrzeni B nutnou a postacujici podminkou pro platnost
tvrzeni A.

x Za pfedpokladu P je tvrzeni A nutnou a postacujici podminkou pro platnost
tvrzeni B.

+ Necht plati predpoklady P. Pak tvrzeni A plati prave kdyz plati tvrzeni B.
e Dukaz vét tohoto tvaru ma vzdy dvé ¢asti. Je tfeba dokazat:

x Jestlize plati predpoklady P a tvrzeni A, pak plati tvrzeni B.
x Jestlize plati predpoklady P a tvrzeni B, pak plati tvrzeni A.

19



Pojem mnoziny

e Co je mnozina?
+ Naivni teorie mnozin: ,Mnozina je soubor prvku a je svymi prvky plné urCena.*
+x Mnoziny mohou byt prvky jinych mnozin (!)
« 0, {a,b}, {b,a}, {a,b,a}, {{a,bl}, {0,{0}{{0}}}
x {x | x je liché pfirozene Cislo}
e Pocet prvku (mohutnost) mnoziny |A].
« [0/=0, {0} =1, Ha,b,c}=3, [{{a,blc}f=2
e Mnoziny jsou ,stejné” prave kdyz maji stejné prvky.
x* x € M ,xje prvkem mnoziny M*
x ac{a,b}, ag{{a,b}l, {a,blec{{ab}}, 0c{d, 0&£0
*+ {a,b} ={b,a} ={a,b,a}, {a,b}#{{a,bj}

20



e Mnozina A je podmnoZinou mnoziny B, pravé kdyz kazdy prvek A je prvkem B. 3
PiSeme A C B nebo také B D A; fikdme také, Ze se jedna o inkluzi.

« {a} C{a} C{a,b} Z {{a,b}}, 0 {0}

x AC BpravekdyzA CBaA +#B (A je vlastni podmnozinou B)
e Podle definice jsou mnoziny A a B stejné, maiji-li stejné prvky.

+ Platitedy A =B prave kdyz A CBaB C A.

+ Dukaz toho, Zze A = B, ma obvykle dvé Casti. Oddélené se dokazi inkluze
A CBaBCA.




Mnozinoveé operace

e Sjednoceni
AUB={x|x € A nebo x € B}
« {a,b,c;U{a,d} ={a,b,c,d;
* Uit A = {x | x € Ajpronejaké i € I}

« Necht A; = {2.i} pro kazdé i € No. Pak [J;cy, Ai je mnozina vsech sudych
pfirozenych Cisel.

e Pruinik
ANB={x|x e A asoucasné x € B}
* {a,b,c}N{a,d} ={a}
¥ (et At = 1{x | x € Ayprokazdéic I}

+ Necht A; ={x | x € N,x > i} pro kazdé i € N. Pak [, .y Ai = 0.
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e Rozdil
A\ B ={x|x € A asoucasneé x ¢ B}

* {a,b,cj\{a,b,d} ={c]

e Doplnek
Necht A C M. Dopinék A vzhledem k M je mnozina A = M\ A.

x Jedna se o ponekud specifickou operaci, ktera musi byt vztazena vzhledem
K nosné mnoziné M !

x Je-li M ={a, b, c}, pak {a, b} ={c}.
x Je-li M ={a, b}, pak {a, b} = 0.

23



e Kartézsky soucin
A xB={(a,b)|aeA,beB}

+ kde usporadana dvojice (a,b) je mnozina {{a},{a, b}}.

x Plati (a,b) = (¢, d) pravé kdyz a = ¢ a souc¢asné b = d.

+* Mnemotechnicka pomucka
A x Bl =|A]-[B].

+ {a, b} x {a} ={(a, a), (b, a)}.
x ) x M = () pro kazdou mnozinu M.

x Co je podle definice (a, a)?

(a,a) ={{a},{a, a}} = {{a},{a}} = {a}]
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e Skladani soucinu

k

Pro kazdé k € N definujeme usporadanou k-tici (ay, - - -, ai) induktivné takto:
— (a1) = ay
— (a1,-+, ai, ai41) = (a1, -+, i), Qi)

Plati (a7,---,ax) = (b, ---,by) pravée kdyz a; = b; pro kazdé i € N kde
1 <1<k

Pro kazdeé k € N definujeme
Ar X - x Ax={(as,---,ax) | a; € Ay pro kazdé 1 <1i < k}.

Podle uvedené definice neni soucin asociativni, tj. obecne nemusi platit, ze
AXx(BxC)=(AxB)xC.

V matematické praxi je nékdy vyhodnejsi uvazovat ,upravenou® definici,
podle niz souCin asociativni je. Pro ucely této prednasky neni podstatné,
k jaké definici se priklonime. Prezentované definice a vety ,funguji“ pro obé
varianty.

N> =NxNxN={(i3 %) |ij ke N.
Coje N°? {0}




e Potenéni mnozina (mnozina vSech podmnozin)

>k

Plati 27| = 27,
20ab — 1 {a},{bl,{a, b}}
20 =)

2A={B|B C A)

20400 = {0, {0, {0}, {0, {01}
21X = {0, {(a, a)},{(a, b)},{(a,a), (a,b)}}

e Charakteristicky vektor (pod)mnoziny

x Pouzivany v pripadech, kdy vsSechny uvazované mnoziny
podmnozinami nejaké nosné mnoziny X.

k

jsou

Pro X ={x1,%2,...,xn} @ A C X definujeme charakteristicky vektor x . jako

XA:(C1)C2>°">

cn), kde ci =1 prox; € A ac; =0 jinak.
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Dukaz rovnosti mnozin

Priklad 13. Véta: Pro kazdé tri mnoZiny A, B, C plati

A\ (BNC) = (A\BJU(A\C).
Dukaz.
e AN(BNC) C (A\BJU(A\ C):

x Je-lixe A\ (BNC),pakx € A azarovenx ¢ (BN C),
neboli x ¢ B nebo x £ C.

x Pro prvni moznost mame x € (A \ B), pro druhou x € (A \ C).
e AN\(BNC) D (A\B)U(A\C):
x Je-lixe (A\B)U(A\C),pakx € (A\B)nebox e (A\C).

+ Pro prvni moznost mame x € A a zaroven x ¢ B,
z ¢ehoz plyne x € A azarovenx ¢ (BN C),atudizx € A\ (Bn C).

+x Druha moznost je analogicka. (]




Relace mezi (nad) mnozinami

e Necht k € N.
Relace mezi mnozinami A4, - - -, Ay je podmnozina soucinu Aq x - - -
Pokud A; =--- = Ay = A, hovofime o k-arni relaci na A.

e Priklady

x {(1,a),(2,a)} je relace mezi{1,2,3}a{a, b}
x {(1,2.1) | 1 € N} je binarni relace na N.

x {(1,j,1+7) | i,j € N} je ternarni relace na N.
* {3.1|1 € N} je unarni relace na N.

o 21X XAk je tedy mnozina vSech relaci mezi A, - - -, Ay.

X Ak.
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Reprezentace konecnych relaci pomoci tabulek

e Definujme nasledujici mnoziny (,elementarni typy*)
x ZNAK ={a,---,z,A, -, Z, mezera}
« CISLICE =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9
e Dale definujeme tyto mnoziny (,odvozené typy*)
« JMENO = ZNAK"™,  PRIJMENI = ZNAK®,
« VEK = CISLICE’,
x ZAMESTNANEC = JMENO x PRIJMENI x VEK.

e Relaci ,typu“ ZAMESTNANEC pak Ize reprezentovat tabulkou:

JMENO | PRIUMENI | VEK
Jan Novak 42
Petr Vichr 28
Pavel Zima 26

e Relacni databaze je konecna mnozina tabulek. Schéma databaze je
(zjednoduSené fe¢eno) mnozina ,typu“ jednotlivych tabulek.




Funkce mezi mnozinami

(Totalni) funkce z mnoziny A do mnoziny B je relace f mezi A a B takova, ze
pro kazdé x € A existuje prave jedno y € B takove, ze (x,y) € f.

.,Neformalne receno, ve funkci f je kazde vstupni hodnote x pfirazena
jednoznacne vystupni hodnota y.”
(V obecné relaci pocty ,prifazenych” dvojic neomezujeme.. .)

Misto (x,y) € f piSeme obvykle f(x) = y.

Mnozina A se nazyva definicni obor a mnozina B obor hodnot funkce f.
Zapis f : A — B fika, ze f je funkce s definicnim oborem A a oborem hodnot B.

Parcialni funkce. Pokud nasi definici funkce upravime tak, ze pozadujeme
pro kazdé x € A nejvyse jedno y € B takové, ze (x,y) € f, obdrzime definici
parcialni funkce z A do B.

V' parcialni funkci p nemusi byt pro nektere ,vstupni“ hodnoty x funkcni
hodnota definovana.
Pro nedefinovanou hodnotu pouzivame znak L.
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Priklady funkci

e Definujeme funkci f : N — N predpisem f(x) =x+8. Tj. f ={(x,x+8) | x € N}.

e Definujeme funkci plus : Ny x No — Ny predpisem plus(i,j) = 1+ j.
Tj. plus ={(i,j,1+7) | i,j € No}.
e Definujeme parcialni funkci f : Z — N predpisem
f(x) = { 3+x J:.estliie x > 0,
1 jinak.
T). f={(x,3+x) | x € Np}J.
e Také funkce f : R — R dana beznym analytickym predpisem

f(x) = vx

je jen parcialni — neni definovana pro x < 0.

e Co je relace, pritazujici lidem v CR jejich rodna &isla?

Funkcim se také rika zobrazeni.
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Vlastnosti funkci

e Funkcef: A — B je

x Infektivni (nebo také prosta) prave kdyz pro kazdé x,y € A, x #y plati, ze

f(x) # f(y);

x surjektivni (nebo také ,na“) praveé kdyz pro kazdé y € B existuje x € A
takove, ze f(x) = y;

x bijektivni (vzaj. jednoznacna) prave kdyz je injektivni a soucasné surjektivni.
e Priklady:
+ Funkce plus : Ny x Ny — Ny je surjektivni, ale neni prosta.

x Funkce g :7Z — Ny dana predpisem
(x) = —2x —1 jestlize x <0,
IXT=19 2x jinak
je bijektivni.
x Funkce 0 : 0 — 0 je bijektivni.

+ Funkce 0 : 0 — {a, b} je injektivni, ale neni surjektivni.
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Princip inkluze a exkluze

Néekdy také nazyvan ,princip zapojeni a vypojeni*. ..
A B

Veta 1. Pocet prvku ve sjednoceni dvou Ci tfi mnoZin spocitame:
A UB|=|A|+ |B| — |ANB|
AUBUC|=I|A|+B|+I|C|—|ANB|—|ANC|—BNC|+|ANnBNC|

e Z 1000 televizi jich pri prvni kontrole na vyrobni lince ma 5 vadnou obrazovku,
10 je poskrabanych a 12 m4 jinou zavadu. Pfitom 3 televize maji soucasné
vsechny tfi vady a 4 jiné jsou poskrabane a maji jinou vadu.

Kolik televizi je celkem vadnych? 17
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O mohutnosti a nekonecnych mnozinach

Mnoziny A je ,nejvyse tak velka“ jako mnozina B, prave kdyz existuje injektivni
funkce f: A — B.

Mnoziny A a B jsou ,stejne velké® prave kdyz mezi nimi existuje bijekce.

Tyto definice ,funguji“i pro nekonecné mnoziny. Napf. N a Z jsou ,stejne velke®
(tzv. spocetné nekonecne).

Lze snadno ukazat, ze i Q je spocetné nekonecna, tj. existuje bijekce f : N — Q.

Existuji ale i nekoneCné mnoziny, které jsou ,strikiné vetsi“ nez libovolna
spocetnd mnozina (pfikladem je R).

Dokazeme, ze ,existuje nekonecna posloupnost nekonecnych mnozin, z nichz
kazda je striktiné vétsi nez v8echny pfedchozi®.
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Véta 2. Neexistuje Zadné surjektivni (tudiz ani bijektivni) zobrazeni g : N — R.

Neformalné feCeno, realnych Cisel je strikiné vice nez prirozenych.

Dukaz. Dokazujeme sporem. Necht takové g existuje a pro zjednoduSeni se
omezme jen na funkéni hodnoty v intervalu (0, 1). Podle hodnot zobrazeni g si
takto muzeme ,usporadat” dekadické zapisy vSech realnych Cisel v intervalu (0, 1)
po rfadcich do tabulky:

g0)= 0. 1 5 4 2 7 5 7 8 3 2 5
g(1)= 0. 2

g(2)= 0. ]

g3)= 0 3

g(4)= 0 9

Nyni sestrojime ¢islo « € (0, 1) nasledovné; jeho i-ta Cislice za desetinnou ¢arkou
bude 1, pokud v i-tém radku tabulky na diagonale neni 1, jinak to bude 2. V nasem
prikladé o« = 0.21211 ...

Kde se nase Cislo « v tabulce nachazi? (Nezapomenme, g byla surjektivni, takze
tam o« musi byt!) Kostrukce vsak ukazuje, ze « se od kazdého Cisla v tabulce lisi
na aspon jednom desetinném miste, to je spor.

(AZ na drobny technicky detail s rozvojem ...9.) (]
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V obecnosti Ize dokonce podobnym zpusobem dokazat nasledovné.

Véta 3. Bud'M libovolna mnoZina. Pak existuje injektivni zobrazeni f : M — 2M,
ale neexistuje Zadné bijektivni zobrazeni g : M — 2M,

Dukaz. Dokazeme nejprve existenci f. Staci ale polozit f(x) = {x} pro kazdé
x € M. Pak f : M — 2M je zjevné injektivni.

Neexistenci g dokdzeme sporem. Predpokladejme tedy naopak, ze existuje
bijekce g : M — 2M. Uvazme mnozinu K C M definovanou takto:

K=ixeM|x¢gx)).

Jelikoz g je bijektivni a K € 2M, musi existovat x € M takové, ze g(x) = K. Nyni
rozliSime dvé moznosti:

e x € g(x). Tj. x € K. Pak ale x € g(x) z definice K, spor.
e X £ g(x). To podle definice K znamena, ze x € K, tj. x € g(x), spor. ]
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Poznamky.

e Z toho, Ze nekone¢na mohou byt ,rizné velka“, Ize lehce odvodit fadu dalSich
faktu. V jistém smyslu je napf. mnozina vSech ,problému“ vétsi nez mnozina
vSech algoritmu (obé mnoziny jsou nekonecéné), proto nutné existuji problémy,
které nejsou algoritmicky fesitelné. Musime vSak byt opatrni. . .

e Technika pouzita v dukazech Vét 2 a 3 se nazyva Cantorova diagonalni metoda,
nebo také zkracené diagonalizace.
Konstrukci mnoziny K lze znazornit pomoci nasledujici tabulky:

a b ¢ d
gla) | v — —
gb) | v — —
glc) | — v — V
gd |- — Vv V

Symbol |/ resp. — fika, ze prvek uvedeny v zahlavi sloupce patfi resp. nepatfi
do mnoziny uvedené v zahlavi radku. Tedy napf. d € g(b) a a € g(d).
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»,Naivni“ mnozinové paradoxy

e Uvazime-li nyni nekonecCnou posloupnost mnozin

Al Ag,

kde A; = N a A;;; = 2% pro kazdé i € N, je vidét, Zze vSechny mnoziny jsou
nekonecCné a kazda je ,striktne vetsi“ nez libovolna predchozi.

e Kde vsak v tomto razeni mohutnosti bude ,mnozina vSech mnozin“?
+ Toto byl prvni Cantorlv paradox nové vznikajici teorie mnozin.

x Brzy se v8ak ukazalo, Ze je jeSté mnohem huf. . .

38



e Russeluv paradox:
Neni pravda, Zze kazdy soubor prvku Ize povazovat za mnozinu.

x* X ={M | M je mnozina takova, ze M ¢ M}

x Plati X € X ?

x Ano. Tj. X € X. Pak ale X splnuje X € X.

+x Ne. Pak X splnuje vlastnost X € X, tedy X je prvkem X, {j., X € X.

x Obé mozné odpovédi vedou ke sporu. X tedy nelze prohlasit za mnozinu.
Vidite zde podobnost pristupu s Cantorovou diagonalizaci?

e Pro ilustraci, znate toho ,holice v malem mestecku, ktery holi prave ty muze
méstecka, kteri se sami neholi*?

e Tyto paradoxy naivni teorie mnozin zatim v tomto kurzu nerozfeSime, ale
zapamatujeme si, ze vetsina matematickych a informatickych disciplin vystaci
S ,ntuitivné bezpeCnymi“ mnozinami.
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Algoritmicka neresitelnost problému zastaveni

e Program v kazdém programovacim jazyce je konecna posloupnost slozena
z kone¢né mnoha symbolu (pismena, Cislice, mezery, specialni znaky, apod.)
Necht X je mnozina vSech téchto symbolu. Mnozina v§ech programu je tedy
jisté podmnozinou mnoziny J; X', ktera je spoCetné nekonecna. Existuje
tedy bijekce f mezi mnozinou N a mnozinou vSech programu. Pro kazdé i € N
oznacme symbolem P; program f(i). Pro kazdy program P tedy existuje j € N
takové, ze P = P;.

Kazdy mozny vstup kazdého mozného programu lze zapsat jako koneCnou
posloupnost symbolu z kone€né mnociny I'. Mnozina véech moznych vstupu
je tedy spocetné nekonecna a existuje tedy bijekce g mezi mnozinou N a
mnozinou vS8ech vstupu. Pro kazdé i € N oznacme symbolem V; vstup g(i).

Predpokladejme, Zze existuje program Halt, ktery pro dané i,j € N zastavi
s vystupem ano/ne podle toho, zda P; pro vstup V; zastavi, nebo ne.
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v ) , e , 41
e Uvazme program Diag s nasledujicim kodem:

input(k);
if (Halt(k, k) == ano) then while true do skip

Program Diag(k) ma na rozdil od Halt jen jeden vstup k, coz bude dulezité.

e Fungovani programu Diag Ize znazornit pomoci nasledujici tabulky:

PP P, P; P
Vil — —
Vaiv — —
Vil— v —
Vil — — vV

Symbol +/ resp. — fika, ze program uvedeny v zahlavi sloupce zastavi resp.

nezastavi pro vstup uvedeny v zahlavi radku. Program Diag ,0braci“ diagonalu
této tabulky.
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e Podle drivé uvedeného pozorovani existuje j € N takove, ze Diag = P;. Zastavi

Diag pro vstup V;?
+ Ano. Podle kédu Diag pak ale tento program vstoupi do nekonecné smycky,
tedy nezastavi.

+ Ne. Podle kédu Diag pak ale if test neuspéje, a tento program tedy zastavi.

Predpoklad existence programu Halt tedy vede ke sporu. []

o Otazkami algoritmické (ne)fesitelnosti problému se zabyva teorie vycislitelnosti.

e Metoda diagonalizace se také ¢asto vyuziva v teorii slozitosti k dukazu toho,
ze dané dveé slozitostni tfidy jsou ruzné.




Reprezentace binarnich relaci na mnoziné

e Danou binarni relaci R € M x M na M lze znazornit jejim grafem:
* Prvky M znazornime jako body v roviné.

+x Prvek (a,b) € R znazornime jako orientovanou hranu (,Sipku®) z a do b. Je-li
a = b, pak je touto hranou ,smycka“ na a.

e Pozor, nejedna se o ,grafy funkci“ znamé z analyzy.
Pfiklad: Necht M ={a,b,c,d}aR ={(a,a),(a,b),(b,a),(a,c),(c,d)}.

a b
—

@)

-—

C d

e V pfipadé, Ze R je nekone¢na nebo ,velkd“, muze byt reprezentace R jejim
grafem neprakticka (zalezi pak na mire ,pravidelnosti“ R).
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Inverzni relace a skladani relaci

e Necht R C A x B je binarni relace mezi A a B. Inverzni relace k relaci R se
znadi R~! a je definovana takto:

R ={(b,a) | (a,b) e R}
R~ je tedy relace mezi B a A.

e Necht RC A xBa$ C B x Cjsoubinarni relace. Kompozice (slozeni) relaci R
aSjerelace SoR C A x C (Cteme ,S po R*) definovana takto:

SoR ={(a,c) | existuje b € B takove, ze (a,b) € R, (b,c) € S}
+ Pfiklad: Je-li
— A={a,b}, B={1,2}, C={X},
— R={(a,1),(b,1),(b,2)}, S=1(1,X)},
pak S o R ={(a, X), (b, X)}.
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Priklady pro relace—funkce:

e Inverzi bijektivni funkce f(x) = x + 1 na Z je funkce
f(x) =x—1.
Inverzi prosté funkce f(x) = e* na R je parcialni funkce
f(x) = Inx.

e Funkce g(x) = x mod 3 neni prosta na N, a proto jeji inverzi je jen relace
g '={(a,b)|a="bmod 3.
Konkrétné g~' ={(0,0), (0,3),(0,6),...,(1,1),(1,4),...,(2,2),(2,5),...}.

e Slozenim funkci f(x) = x + 1 a h(x) = x* na R vznikne funkce
foh(x) =f(h(x)) = x* +1.
Pozor! Slozenim ,naopak® ale vznikne funkce
hof (x)=h(f(x)) = (x+ 1)~
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Vlastnosti binarnich relaci na mnozinée

Necht R C M x M. Relace R je

reflexivni, prave kdyz pro kazde a € M plati (a,a) € R;

symetricka, prave kdyz pro kazde a,b € M plati, ze jestlize (a,b) € R, pak také
(b,a) € R;

antisymetricka, prave kdyz pro kazdé a,b € M plati, ze jestlize (a,b), (b,a) €
R, pak a = b;

tranzitivni, pravé kdyz pro kazdé a,b,c € M plati, ze jestlize (a,b), (b,c) € R,
pak také (a,c) € R;

ekvivalence, prave kdyz je reflexivni, symetricka a tranzitivni;

(Castecné) usporadani, pravé kdyz je reflexivni, antisymetricka a tranzitivni.
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Vlastnosti binarnich relaci na mnozine — priklady

e Bud M mnozina vSech studentt 1. roéniku Fl. Uvazme postupné relace R C
M x M definované takto

€ R pravé kdyz x ma stejnou vysku jako y;
€ R prave kdyz vyska x a y se nelisi vice jak 0 2 cm;
€ R prave kdyz x ma alespon takovou vysku jako y;
€ R prave kdyz x ma jinou vysku nez y;
* (x,y) € R prave kdyz x je zamilovan(a) do y.
e Bud R C N x N definovana takto (x,y) € R pravé kdyz x déli y.

e Bud R C Ny x Ny definovana takto (x,y) € R pravé kdyz x a y maji stejny zbytek
po déleni Cislem 5.

e Necht M ={a,blanecht F={f|f: M — M. Bud R C F x F definovana takto
(f,g) € R pravé kdyz f o g = g o f. Jaké ma tato relace vlastnosti?




Ekvivalence

e R C M x M je ekvivalence prave kdyz R je reflexivni, symetricka a tranzitivni.
Tyto tfi vlastnosti je tedy tfeba ovéfit k dukazu toho, Ze dana relace R je
ekvivalence.

e Jak vypada graf ekvivalence?

v

e Neformalné reCeno: ekvivalence je relace R C M x M, takova, ze (x,y) € R
prave kdyz x ay jsou v nejakém smyslu ,stejné”.
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Piiklady:

e Bud M mnozina v8ech studentd 1. ro¢niku Fl. Uvazme postupné relace R C
M x M definované takto

* (x,y) € R prave kdyz x ma stejnou vysku jako y;

* (x,y) € R prave kdyz x ma stejnou barvu vlasu jako y;

* (x,y) € R prave kdyz x,y maji stejnou vysku a stejnou barvu vlasu;
(x,Y)

x (x,y) € R pravé kdyz x,y maji bud stejnou vysku nebo stejnou barvu vlasu.
(tato relace obecné neni ekvivalence !)

e Bud R C Ny x N, definovana takto: (x,y) € R pravé kdyz |x — y| je délitelné
tremi. (V jakém smyslu jsou x a y ,stejné” ?)




Rozklady a jejich vztah k ekvivalencim

Definice 4. Bud'M mnoZina. Rozklad (na) M je mnozina N' C 2M takova, Ze plati
nasledujici tfi podminky:

e ) &N (lj. kaZdy prvek N je neprazdna podmnoZina M );
o pokud A,B € N, pak bud’A =B nebo ANB = ;

® Uren A =M.
Prvkim N se takeé tika tfidy rozkladu.

Ptiklady:
e Bud M ={a,b,c,d}. Pak N = {{a}, {b, c},{d}} je rozklad na M.

e Necht A ={keNy|lkmod3 =0}, Ay ={keNy|kmod3 =1},
Azz{keNo\kmod?):Z}.
Pak N ={Ay, A1, A,} je rozklad na Ny.
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Kazdy rozklad N’ na M jednoznacné urcuje jistou ekvivalenci Ry na M.

Véta 5. Bud' M mnozZina a N rozklad na M.. Necht Ry C M x M je relace na M
definovana takto

(x,y) € Rur pravé kdyz existuje A € N takova, Zze x,y € A.
Pak R je ekvivalence na M.

Dukaz. Dokazeme, ze Ry je reflexivni, symetricka a tranzitivni.

o Reflexivita: Bud x € M libovolné. Jelikoz N je rozklad na M, musi existovat
A € N takové, ze x € A (jinak spor se tfeti podminkou z Definice 4). Proto
(x,%x) € Ry, tedy Ry je reflexivni.

e Symetrie: Necht (x,y) € Ry.. Podle definice Ry pak existuje A € N takova, ze
x,y € A. To ale znamena, ze také (y,x) € Ry podle definice Ry, tedy Ry, je
symetricka.

e Tranzitivita: Necht (x,y), (y,z) € Rn. Podle definice Ry existuji A,B € N
takové, Zze x,y € A ay,z € B. Jelikoz AN B # 0, podle druhé podminky
z Definice 4 plati A = B. Tedy x,z € A = B, proto (x,z) € Rx podle definice
R L]
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Kazda ekvivalence R na M jednoznacne urcuje jisty rozklad M /R na M.

Véta 6. Bud' M mnoZina a R ekvivalence na M. Pro kaZzdé x €¢ M definujeme
mnozinu

x| ={ye M| (x,y) € R
Pak M /R ={[x] | x € M} je rozklad na M.

Dukaz. Dokdzeme, ze M /R spliuje podminky Definice 4.
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e Pro kazdé [x] € M/R plati [x] # (), nebot x € [x].

e Necht [x], [y] € M/R. Ukazeme, Ze pokud [x] N [y] # 0, pak [x] = [y].
Jestlize [x] N [y] £ 0, existuje z € M takové, ze z € [x] a z € [y]. Podle definice
[x] a [y] to znamena, ze (x,z), (y,z) € R. Jelikoz R je symetricka a (y,z) € R,
plati (z,y) € R. Jelikoz (x,z), (z,y) € R a R je tranzitivni, plati (x,y) € R. Proto
také (y, x) € R (opét ze symetrie R). Nyni dokazeme, ze [x] C [y] a [y] C [x].

x x| C [yl:* Necht'v € [x]. Pak (x,v) € R podle definice [x]. Dale (y,x) € R (viz
vyse), tedy (y,v) € R nebot R je tranzitivni. To podle definice [y] znamena, ze
v € [yl.

x [yl C [x]:“Nechtv € [y]. Pak (y,v) € R podle definice [y]. Dale (x,y) € R (viz
vyse), tedy (x,v) € R nebot R je tranzitivni. To podle definice [x] znamena, ze
v € [x].

o Plati U em/rlxl =M, nebot x € [x] pro kazde x € M. [
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Relace mezi (had) mnozinami — zopakovani

e Necht k € N. Relace mezi mnozinami A,,---,Ax je libovolna podmnozina
kartézského soudinu
A] X oo X Ak .

Pokud k =2 a A; = A, = M, hovofime o binarni relaci na M.

e Znovu kratce vlastnosti binarnich relaci
x reflexivni, plati (a, a) € R;
x symelricka, jestlize (a,b) € R, pak také (b, a) € R;
x antisymetricka, jestlize (a,b), (b, a) € R, pak a = b;

x tranzitivni, jestlize (a,b), (b,c) € R, pak také (a,c) € R.
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Usporadani a predusporadani

e R C M xM je usporadani pravé kdyz R je reflexivni, antisymetricka a tranzitivni.

e RC M x M je pfedusporadani (také kvaziusporadani, nebo polousporadani)
pravé kdyz R je reflexivni a tranzitivni.

o (Pred)usporadana mnozina je dvojice (M,C), kde M je mnozina a C je
(pfed)usporadani na M.

e Neformalné feeno: usporadani je takova relace R C M x M, kde (x,y) € R
prave kdyz x je v nejakém smyslu ,mensi nebo rovno“ nez vy.
Mohou ovSem existovat takova x,y € M, kde neplati (x,y) € R ani (y,x) € R
(pak fikame, ze x a y jsou nesrovnatelneé).

e Usporadani R na M je linearni (také uplné) pokud kazdé dva prvky M jsou
vzhledem k R srovnatelné.

e Rozdil mezi usporadanim a predusporadanim je (neformalné receno!) v tom,
Ze u predusporadani srovhavame prvky podle takového kritéria, které neni pro
dany prvek jedinecné.
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Usporadani a predusporadani — priklady

e Bud M mnozina vSech studentt 1. roéniku Fl. Uvazme postupné relace R C
M x M definované takto

x (x,y) € R pravé kdyz x a y maji stejné rodné cCislo;

* (x,y) € R pravé kdyz x ma alespon takovou vysku jako y;

x (x,y) € R prave kdyz y ma alespon takovou vysku jako x.
¢ (Np, <) je linearné usporadanid mnozina (kde < ma ,obvykly® vyznam).

(N, |), kde | je relace délitelnosti, je usporadana mnozina. Toto usporadani neni
linearni.
e Bud M mnozina. Pak (2M, C) je uspofadana mnozina.

e Necht M je mnozina a (A, <a) usporfadana mnozina. Necht # ={f | f: M —
A}. Definujme binarni relaci C na F predpisem

fC g prave kdyz prokazdé x € M plati f(x) <a g(x).

Pak (F,C) je usporadana mnozina. Usporadani C se nazyva ,po bodech®.




e Necht (A, <a) a (B, <g) jsou usporadané mnoziny. Definujme binarni relaci C
na A x B predpisem

(a,b) C (a’,b’) pravekdyz a<aa’ab<gb’
Pak (A x B,C) je uspofadana mnozina.
Toto usporadani se nazyva ,po slozkach®.
Necht (A, <a) a (B, <g) jsou usporadané mnoziny. Definujme binarni relaci C
na A x B predpisem

(a,b) C (a’,b’) pravé kdyz buda <s a’aa#a’,neboa=a’a
b <g b’
Pak (A x B, C) je uspofadana mnozina. Navic pokud <, i <g jsou linearni, je i
C linearni.
Toto usporadani se nazyva ,lexikografické®.

Jsou-li (Aq,<4),---, (An, <n) usporadané mnoziny, kde n > 2, pak mnozinu
Aq x --- x A, lze usporadat po slozkach nebo lexikograficky.

x Vsimnéte si, ze lexikograficky se radi slova ve slovniku. . .
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e Je-li C predusporadani na M, muzeme definovat relaci ~ na M predpisem
x~Yy pravekdyz xCyaycLx.

Pak ~ je ekvivalence na M, ktera se nazyva jadro predusporadani C.
Na rozkladu M/ ~ pak lze zavést relaci < definovanou takto

x] = [yl prave kdyz x C y.

Pak (M/ ~, <) je uspofadana mnozina.

x Pro priklad si vezméme relaci déelitelnosti na Z. Zde tfreba —2 ~ 2.
Jadrem tedy jsou dvojice Cisel stejné absolutni hodnoty.
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Dalsi pojmy souvisejici s usporadanim

Bud (M, C) uspofadana mnozina.

e x € M je minimalni prave kdyz pro kazdé y € M plati, ze jestlize y C x, pak
x L vy.
(Tj. x je minimalni prave kdyz neexistuje zadny prvek ostfe mensi nez x.)

e x € M je maximalni prave kdyz pro kazdé y € M plati, ze jestlize x C y, pak
y L x.
(Tj. x je maximalni pravé kdyz neexistuje zadny prvek ostfe vétsi nez x.)

e X € M je nejmensi prave kdyz pro kazdée y € M plati, ze x C y.
e x € M je nejvétsi pravé kdyz pro kazdé y € M plati, ze y C «x.

e x € M pokryva y € M pravé kdyz x # y, y C x a neexistuje zadné z ¢ M
takové, ze x £z #+yayLC zC x.
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e X € M je horni zavora (mez) mnoziny A C M prave kdyz y C x pro kazdé ”

y € A.

e X € M je dolni zavora (mez) mnoziny A C M prave kdyz x C y pro kazdé
y € A.

e x € M je supremum mnoziny A C M, prave kdyz x je nejmensi horni zavora
mnoziny A.

e x € M je infimum mnoziny A C M pravé kdyz x je nejvétsi dolni zavora
mnoziny A.

e A C M je fetézec v usporadani C pravé kdyz (A, LC) je linearné usporadana
mnozina.

Pozor! Nekteré uvedené definice maji dosti ,,netrivialni chovani® na nekonecnych
mnozinach. Proto je budeme obvykle uvazovat jen nad koneCnymi mnozinami. . .




Hasseovske diagramy

e Hasseovské diagramy usporadanych mnozin jsou prehlednéjsi nez grafy relaci.
e Hasseovsky diagram konecCné usporadané mnoziny (M, C) vznikne takto
+x do prvni ,horizontalni vrstvy“ zakreslime body odpovidajici mininalnim
prvkiim (M, C) (j. které nepokryvaji nic);

* mame-li jiz zakreslenu ,vrstvu® i, pak do ,vrstvy“ i + 1 (ktera je ,nad®
vrstvou i) zakreslime vSechny nezakreslené prvky, které pokryvaji pouze
prvky ,vrstev® < i. Pokud prvek x ,vrstvy“ i+ 1 pokryva prvek y ,vrstvy® <,
spojime x a y neorientovanou hranou (j. ,carou®).

e Priklad:

a b c a e 7 (e) (f)
d

|

N\
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Ve skuteCnosti se nelze odvolavat na prvky pokravajici

®* Pozor! Pavodni popis Hasseova diagramu mél problém,
ktery je videt na obrazku: /\
b

jen nektery prvek predchozi vrstvy, ale zaradit prvky do
dalsi vrstvy az tehdy, kdyz vSechny jim pokryvané prvky
jsou v pfedchozich vrstvach.

Také pojem ,vrstvy“je jen velmi neformalni, dulezité je, ze
vetsi (pokryvajici) prvky jsou nad mensimi (pokryvanymi).

e Dalsi priklad
12
8\ / \ 9 10 11
4 6
délitelnost: T /M
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Uzavery relaci

Bud V (n&jaka) vlastnost binarnich relaci. Rekneme, Ze V je vhodné& definovana,
pokud splnuje nasledujici podminky:

e Pro kazdou mnozinu M a kazdou relaci R € M x M existuje alespon jedna
relace S C M x M, ktera ma vlastnost V a pro kterou plati R C S.

e Necht' I je mnozina a necht R; C M x M je relace majici vlastnost V pro kazdé

i € L. Pak relace ();.; Ry ma vlastnost V.

Ptiklady:

e Reflexivita, symetrie, tranzitivita. Libovolnd kombinace téchto tfi vlastnosti je
vhodné definovana vlastnost.

e Antisymetrie neni vhodne definovana vlastnost.

Definice 7. Necht' V je vhodné definovana vlastnost binarnich relaci. Bud M
mnozina a R binarni relace na M. Pak existuje nejmensi (vzhledem k inkluzi!)
relace obsahujici R, ktera ma vlastnostV. Tuto relaci nazyvame V uzaver relace R.
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Priklady: Bud R binarni relace na M

Reflexivni uzavér R je ptesné relace RU{(x,x) | x € M}.

Symetricky uzavér R je presné relace ﬁz {(x,y) ] (x,y) € Rnebo (y,x) € R}.

Bud 7 funkce, kterd pro kazdou binarni relaci S vrati relaci
T(S)=SU{(x,z) | existuje y takove, ze (x,y), (y,z) € S}.

Tranzitivni uzaveér R je pfesné relace R" = J°, 7' (R), kde 7' =T o ---o T,

1

[ V4 (L V4 Vd \V4 ] \V4 v OO ; .
Refle>.<|vn| a tranzitivni uzaver R je presne relace R* = [ J._; 7'(Q), kde Q je
reflexivni uzaver R.

Reflexivni, symetricky a tranzitivni uzaver R (1j. nejmensi ekvivalence obsahuijici
—
R) je pfesné relace (Q)*, kde Q je reflexivni uzavér R.

Bud R C N x N definovana takto: R ={(i,1+ 1) | i € N}. Pak R* je bézné <.
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Vyroky a jejich struktura v ,,prirozené” podobé

e Vyrok je tvrzeni, o kterém ma smysl prohlasit, Ze je bud pravdivé nebo
nepravdive.

+ Dnes v Brné prselo.

x 24+3 =06
* To je bez problému.
x X > 3

x Pro kazdé celé Cislo x plati, ze x > 3.

spojek.

x Katefina pfijede ve 12:00 a pujdeme spolu do kina.

+x Mnozina {a, b} ma vice nez jeden prvek a neni nekonecna.

x Jestlize ma Karel pres 90 kilo vahy, nepojedu s nim vytahem.

x Jestlize ma krava 10 nohou, maji vSechny domy modrou stfechu.
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e Schopnost porozumet takovymto vetam je soucast lidského zpusobu uvazovani

a z tohoto hlediska nema pfimou souvislost s matematikou (,pfirozena logika®).

e Formalni logika definuje jazyk matematiky a odstranuje nejednoznacnosti
pfirozeneho jazyka.




(Formalni) vyrokova logika

Syntaxe:
e Bud At ={A,B, C,...} spocetné nekonecna mnozina vyrokovych proménnych.

e Mnozina vyrokovych formuli ® je definovana induktivne nasledujicimi pravidly:
(1) At C ©.
(2) Jestlize ¢, € @, pak také —~(p) € D a (@) = (P) € ©.
(3) Kazdy prvek @ vznikne konecné mnoha aplikacemi pravidel (1) a (2).

e Priklady:
« A, (A)=(B), ((A)=(=(B)))= ((—(B))=(C))
*x A=B, A=B=C, —A= B (nejsouspravne vyrokove formule)

e Umluva 1: Pro zvySeni &itelnosti budeme zavorky vynechavat, pokud to
nepovede k nejednoznacnostem za predpokladu, ze negace — ma ,vyssi
prioritu“ nez =. Touto Umluvou se neméni mnozina ®; méni se zpusob
reprezentace jejich prvku.
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e Umluva 2:
x @ V1 jejiny zapis formule —¢ =
x @ AP jejiny zapis formule —(—¢ V —))
x @ &P jejiny zapis formule (@ = P) A (P = @)

Sémantika:

e Valuace (ohodnoceni) je funkce v : At — {true, false}.

e Pro kazdou valuaci v definujeme funkci S, : ® — {true, false} induktivné takto:
* Sy(A) =v(A) pro kazdé A € At

_ v _ J true jestlize S,(¢) = false;
* Sv(Te) = { false jinak.

false jestlize S, (@) =true a S,(\) = false;
true  jinak.

Tento predpis podava nejen definici funkce S,, ale také navod na to, jak ji pro
dany argument vypocitat.
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e Dusledkem této definice je to, ze ”

* Sy(@ V) =true pravé kdyz S,(¢) = true nebo S, () = true;
x Sy(@ AV) =true prave kdyz S, (@) = true a soucasne S, () = true;
x Sy(p &) =true praveé kdyz plati jedna z nasledujicich podminek
— Sy(o ) — true a soucasne S, (V) = true,
— S, (@) = false a soucasne S, () = false.

e Formule ¢ € O je pravdiva (také vyrokova tautologie), psano F ¢, pokud pro
kazdou valuaci v plati, ze S, (@) = true.

* AV —A

x A S A

« (AN(A=B))=B
*+ (-B = —A) = (A = B)
(—FA = (BA—B))= A

%
e Rekneme, Ze formule ¢, € @ jsou ekvivalentni, pravé kdyz £ ¢ & .




Dukazy indukci ke strukture formule

e Dukazova technika aplikovatelna na tvrzeni typu ,,Pro kazdou formuli ¢ € ©
plati T(¢)*“.

e Princip strukturalni indukce fika, ze k dukazu vety
Pro kazdou formuli @ € © plati T( )

staCi ovefit platnost techto tfi tvrzeni:

x Pro kazdé A € At plati T(A).

x Jestlize plati T(¢), pak plati také T(—).

x Jestlize plati T(@) a T(), pak plati také T(¢p = V).

(Dokazujeme tak vlastne indukci podle ,délky” zapisu formule.)
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Véta 8. Bud'F : ® — @ funkce definovana induktivné takto:
o F(A) = ——-A (A € At)
o F(—o9) = ~Flo)
e Flo=v) = —~F)=~Fl(o)

Pak pro kazde 6 € © plati, ze © a F(0) jsou ekvivalentni.

Dukaz. Indukci ke strukture 0.
(= je ,definicni rovnitko® pro formule.)

e 0 =A. Formule A a——A jsou ekvivalentni.

e O =—¢. Potrebujemedokazat, ze —¢p a F(—¢) jsou ekvivaletni. Podle definice
F plati F(—¢) = =F(¢), staci tedy ovéfrit ekvivalenci —¢ a —F(¢). Podle
indukcniho predpokladu jsou ¢ a F(¢) ekvivalentni, proto jsou ekvivalentni
také —p a —~F ().
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e O = ¢ = 1. Musime dokazat ekvivalenci formuli ¢ = 1V a F(¢ = ). Podle
definice F to znamena dokazat, ze pro kazdou valuaci v plati
S\((le=1) & (~F(b) = ~Fle))) = true (%)

Muzeme pfitom pfedpokladat, ze ¢ je ekvivalentni F(¢), a ze { je ekvivalentni
F (). Bud v valuace. Rozlis§ime tfi moznosti:

* Sy(@) = true a Sy () = false. Pak také S, (F(¢)) = true a S\ (F()) = false.
Tedy Sy(@ = V) = false a S\ (—~F () = —~F(¢)) = false, coz znamena, ze
plati (*).

x Sy(¢@) = true a S, () = true. Pak také S, (F(¢)) = true a S, (F()) = true.
Tedy S\ (@ = V) =truea S, (—F () = —F(@)) = true, coZ znamena, ze plati

(%).

* Sy(p) = false. Pak take S,(F(@)) = false, Tedy S,(¢ = V) = true a
Sy(—F(p) = —F(@)) = true, coz znamena, ze plati (*).
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Co znamena ,,znegovat formuli“ ?

e Presny vyznam formuli se zanofenymi negacemi je nekdy obtizné zjistit
(podobné jako v bézné feci).

e ,Neni pravda, ze nemohu nefict, ze neni pravda, ze t¢ nemam nerad.”

e Vyrokové formule se proto obvykle prezentuji v normalnim tvaru, kde se negace
vyskytuji pouze u vyrokovych promennych.

e Kazdou vyrokou formuli Ize pfevést do normalniho tvaru, pokud povolime
uzivani odvozenych spojek A a V.
* Pro ilustraci —(A = B) je ekvivalentni A A —B,

x+ =(C A (—A = B)) je ekvivalentni =C V (—A A —B).

e ,Znegovanim formule“ se obvykle mysli pfevod —¢ do normalniho tvaru.




Formalni postup negace

e Induktivné definujeme funkce F a G predpisy

F(A) = A G(A) = —A

F(—o) = Glo) G(—o) = Flo)

FloNY) = Flo)N\NF) GleANYP) = Glo)VGH)

FleVy) = Flo)VFHW) GleVY) = Gle)ANGH)

Flo=1V) = Flo)= FH) Glo=1v) = Flo)NGH)

Floesv) = Flo) e FU) Gl = (Flo)ANGH))V (G(e)A\NF{))

e Pro libovolnou formuli ¢ plati, ze
F (@) je ji ekvivalentni formule v normalnim tvaru
a G() je formule v normalnim tvaru ekvivalentni negaci —.

e Uvedené formalni predpisy takto vyjadfuji ,intuitivni postup negace“ v
matematicky presném tvaru.
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Priklad:

e Uvazme formuli ﬁ(A = —=(BV—=(B = —A))). Plati
F(—(A=~(BV~(B=—A)))) = GA=~-(BV—-(B=—A)) =
FA)NG((BV (B = —A))) = AAFBV—-(B=—A)) =
AN(F(B)V F(=(B = —A))) =  AA(BVGHB=-A) =
AN(BV (F(B)AG(—A))) = AA(BV(BAF(A))) =
AAN(BV (BAA))

e FormuliAA (BV (BAA)) lze dale zjednodusit na (ekvivalentni) formuli A /A B.

To ale je jiz matematicky neformalni (heuristicky) postup.
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Problem splnitelnosti vyrokovych formuli

Definice 9. Formule ¢ € @ je splnitelna, prave kdyz existuje valuace v takova,
ze Sy(@) = true.

Problém: Splnitelnost vyrokovych formuli (SAT)
Instance: @ € @
Otazka:  Je ¢ splnitelna?

Je problém splnitelnosti algoritmicky resitelny?

e Ano. Obsahuje-lidana ¢ € @ pravé n vyrokovych proménnych, stadi vyzkouset
vsechny mozné valuace techto promennych, kterych je 2™.

e VySe uvedeny algoritmus neni prilis prakticky. Predpokladejme, ze jednu
valuaci lze vyzkouset za 1 nanosekundu. Uvazme formuli, které ma 100
vyrokovych proménnych. Pak v8echny valuace vyzkou$ime zhruba za 10%
let.
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e PocCet ,Casovych jednotek®, které pocitaC potfebuje k realizaci uvedeného
algoritmu rfeseni SAT pro formuli s n proménnymi, je exponencialni v n.
Otazka, zda existuje néjaky ,lepsi“ algoritmus, ktery vyzaduje pouze p(n)
casovych jednotek (kde p je nejaky polynom v proméenné n), je ekvivalentni
otdzce zda P = NP, coz je nejslavnéjSi otevieny problém teoretické
informatiky.

Pomoci ,rychlého® algoritmu pro probléem SAT by bylo mozné ,rychle” resit
celou fadu dalSich problému, da se fici Ze skoro vSechny ,praktické” problémy.
(Napf. rozlozit dané pfirozené Cislo na soucin prvocinitelu, tedy ,definitivné*
prolomit RSA sifru. Stejne tak pro DSA sifry.)

Pro zajimavost, existuje matematicky model hypotetického vypocetniho
zatizeni (kvantovy pocitac), na némz je mozné prvociselny rozklad spoditat
,rychle®. Princip fungovani kvantoveho pocitacCe je znacne komplikovany a neni
jasné, zda a kdy se ho technicky podari sestrojit.

Pro rychlejSi feSeni problému SAT vsak, zda se, ani kvantovy pocitaC
nepomuze.
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Neformalni zminka o predikatove logice

e Predikatova logika je obecnéjsi nez logika vyrokova; kazda formule vyrokové
logiky je i formuli predikatové logiky, ale ne obracene.

e Predikatova logika pracuje s predikaty. Predikaty jsou ,parametrizované
vyroky“, které jsou bud pravdivé nebo nepravdivé pro kazdou konkrétni volbu
parametru. Vyrokové proménné lze chapat jako predikaty bez parametru.

x X >3

+ R Je ekvivalence na M

x Cisla x ay jsou nesoudélna
x P(x,vy,z)

o Z predikatu Ize vytvaret komplikovanéjsi formule pomoci vyrokovych spojek a
kvantifikatord.

* Vx.¢@ ,pro kazdou volbu parametru x plati formule ¢*
x dx.¢@ ,existuje alespon jedna volba parametru x, pro kterou plati ¢*




Poukud neni z kontextu jasné, co lze za dany parametr dosazovat, uziva se
notace Vx € M. @ a I3x € M. ¢ (jen pokud je dany parametr prvkem néjakeé
mnoziny!).

TeCka za symbolem kvantifikatoru se nekdy vynechava (pfi vhodném
uzavorkovani formule), nebo se pouziva symbol ,, : “

Misto Vx;.Vx,. ---Vx. . @ se nékdy kratce pise Vxi,%x2, -+, Xn . @.
Podobné u existencniho kvantifikatoru.

Priklady:
x Kazdé prvocislo vétsi nez 2 je liché.

Vx € N. (P(x) Ax>2) = L(x)

x Kazdé Cislo n, které neni prvocislem, je delitelné néjakym Cislem y kde n #y
ay > 1.

vn. (—P(n) = Jy. (ym An4y Ay>1))
+x Jsou-li R a S ekvivalence na M, je také RU S ekvivalence na M.

VM VRS : (E(M,R)AE(M,S)) = E(M,RUS)
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e Je-li kazda promenna v dané formuli kvantifikovana (tj. formule je uzavrena),

pak je cela formule bud pravdiva nebo nepravdiva.

e Jak negovat formule predikatove logiky?

F(P(x1,...,xa)) = Plx1,...,%q) G(P(x1,...,xn)) = —P(x1,...,%n)
F(Vx. @) = Vx.F(o) G(Vx. @) = 3x.G(o)
F(Ix. @) = dx.F(e) G(Ix. @) = Vx.G(o)

e Uvazme napriklad formuli
—(VM VR,S : (E(IM,R)AE(M,S)) = E(M,RUS)).
Pak
F(—=(VMVR,S : (E(M,R)AE(M,S)) = E(M,RUS))) =
G(VM VR,S : (E(M,R)AE(M,S)) = E(M,RUS)) =
IM 3JR,S. G((E(M,R)AE(M,S)) = E(M,RUS)) =
M JR,S. (E(M,R) N\ E(M,S) A —E(M, RUS))




Induktivni definice mnozin

Bud N mnozina. Induktivni definice (néjaké) mnoziny M C N ma obecné tento
tvar:

e Vymezeni bazovych prvku M. (Kazdy bazovy prvek musi byt prvkem N.)

e \ymezeni koneCné mnoha induktivnich pravidel (neboli uzavérovych
vlastnosti) mnoziny M.

Induktivni pravidlo je urCeno funkci f : N™ — N, kde n € N, a je tohoto tvaru:
_Jestlize x1,- -+, x, € M, pak také f(xi, -+, xn) € M.
(Rikame také, ze M je uzavrena na f).

e Poslednim bodem induktivni definice, ktery se Casto vynechava, je pozadavek,
ze kazdy prvek M vznikne z bazovych prvkd koneé¢né mnoha aplikacemi
induktivnich pravidel.

Definice 10. Rekneme, Ze dand induktivni definice mnoZiny M je jednoznaéna,
pravé kdyz kazdy prvek M Ize odvodit z bazovych prvku pomoci induktivnich
pravidel pravé jednim zpusobem.
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Ptiklady:

e Definujme mnozinu M C N induktivne takto:
x 3 € M.
x Jestlize x e M, pak x + 2 € M.

Pak M je pfresne mnozina vsech lichych Cisel vetsich nez 1.

e Pro kazdé y € N definujme mnozinu M, C N induktivné takto:
* Yy € My.
x Jestlize x e M, ax+1jeliché, pak x +-2 € M.
Pak napf. M; = {3}, My = {4+ 2i |1 € Np}.

e Definujme mnozinu M C N induktivnée takto:
x 3,11 eM

x Jestlize x,y,z € M, pak také (x +y)?, x.y, x*Y#jsou prvky M.
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Pro kazdou mnozinu £ oznaCime symbolem X* mnozinu vsech koneCnych

posloupnosti slozenych z prvku £. Napf. ababab € {a, b}*,
(3) @ (2) €d(,),®,2,3}", apod.

e Necht X = At U{—,=,(,)}. Mnozina ® C X* vSech vyrokovych formuli byla
definovana induktivne.

e Necht £ =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,®,®, (, )} Definujme mnozinu jednoduchych
vyrazu SExp C X* induktivné takto:
+ Dekadicky zapis kazdého pfirozeneho Cisla je prvek SExp.
x Jestlize x,y € SExp, pak také (x) ® (y) a (x) & (y) jsou prvky SExp.




Strukturalni indukce

e Dukazova technika aplikovatelna na tvrzeni typu
pro kazdé x € M plati T(x),
kde M C N je definovana induktivné.
e Princip strukturalni indukce fika, Zze k dukazu veéty
Pro kazdé x € M plati T(x)

staCi ovefit platnost techto tvrzeni:

x Pro kazdy bazovy prvek x mnoziny M plati T(x).

x Pro kazdé induktivni pravidlo zadané funkci f : N™ — N a kazda x,---,x, €
M plati, ze jestlize T(x1), - -, T(xn) jsou pravdiva, pak T(f(xq,---,xn)) je také
pravdive.

(Postupuje se vlastné indukci podle ,hloubky odvozeni“ kazdého prvku M.)
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Induktivnhe definovaneé funkce z induktivné
definovanych mnozin

Necht M C N je induktivhé definovana, a necht je tato definice jednoznacna.
Induktivni definice funkci F : M — Ky, -+, F: M — K ma obecné tento

tvar:

e Pro kazdé 1 <1i < k a kazdy bazovy prvek x mnoziny M se definuje hodnota
fi(X).
e Pro kazdé induktivni pravidlo a kazdé 1<i<k se provede nasledujici:

Necht f : N® — N je funkce asociovana s danym pravidlem. Pro kazdé
X1,---,Xn € M se definuje hodnota Fi(f(xi,---,xn)) na zaklade hodnot

f](X]),. .. >F1(XTL)>° s ,fk(X]), e e )fk(xn)'
Plati, Ze pro kazdé 1 < i < k a kazdé x € M je timto zpusobem jednoznacné
definovano Fi(x).




Priklady:
e Funkce S, : ® — {true, false} byla definovana induktivne.
e Funkce F,G : ® — @ byly definovany induktivne.

e Definujme funkci Val: SExp — N, induktivne takto:

x Val(n) = n, kde n je dekadicky zapis pfirozeného Cisla n.

+ Val((x) © (y)) = Val(x) - Vally)
« Val((x) ® (y)) = Val(x) + Vally)
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Dokazovani vlastnosti programu

e Jak se presvedcit, ze je dany program ,spravny“?

e Co tfeba ladéni programu?
Jelikoz poCet moznych vstupnich hodnot je (v principu) neohraniCeny, nelze
,otestovat“ vSechna mozna vstupni data.

e Situace je zvlasté komplikovana v pripadé paralelnich, randomizovanych,
interaktivnich a nekongicich programu (operacni systémy, systémy fizeni
letecké dopravy, apod.). Takové systémy maji nedeterministické chovani a
opakované ,experimenty” tudiz vedou k ruznym vysledkum (nelze je ,ladit®).

e V nékterych pripadech je vSak tfeba mit ,naprostou jistotu®, ze program funguje
tak jak ma, pripadné ze splnuje zakladni bezpecnostni pozadavky.

e Narustajici slozitost programovych systému a zvySené pozadavky na jejich
bezpecnost si vynucuji vyvoj ,spolehlivych® verifikacnich metod.
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Priklady programu

e Napriklad nasledujici kdd v C pocita symetricky uzaver relace R:

for (i1i=0; 1<N; 1i++)
for (3=0; J<N; J++)
if (R[1][3J]) R[J]J[1] = 1;

Dokazete zdlvodnit jeho spravnost?
(Pocita tento kdd zaroven i reflexivni uzavér? Jak byste jej jednoduse uprauvili,
aby uzaveér byl i reflexivni?)

e Co tfeba dela tento kod? Co je na nem problematického?

for (i=0; i? D[i-1]==0: 1; i++)
D[i] = (D[i]+1)%10;

(Inkrementuje dekadicky zapis Cisla D ulozeného po Cislicich v poli. Muze vSak

,pretéct” hranici pole D.)
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e A co myslite, Ze déla nasledujici C kdd pro cela a,b?

while (a>0 && b>0) {
while (a<=b) b = b-a;
X = a; a = b; b = x;
}
printf ("Vysledek je %d.\n”,a+b);

Nejprve se zamyslete, proc tato smycka vzdy skoncCi pro jakakoliv cela a, b.
(Kod vypocita nejvetsino spolecného délitele Cisel a, b.)

Jak vidime, neni vzdy na prvni pohled zfejmé, co i kratky programovy kod ,dela”.
Pokud chceme mit naprostou jistotu, co dany program dela, musime podat
matematicky dukaz spravnosti.
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Jednoduchy deklarativni programovaci jazyk

Necht Var ={x, vy, z, ...} je spoCetna mnozina promennych.
Necht Num = {0,1,52,397,...} je mnozina vSech dekadickych zapisu
pfirozenych Cisel.

Necht FVar = {f, g, h, ...} je spo¢etna mnozina funkénich symboll. Ke kazdému
f € FVar je pfifazeno Cislo a € N, které nazyvame arita f. Dale pfedpokladame,
ze pro kazdé a € N existuje nekonecnhé mnoho f € FVar s aritou a.

Mnozina vyrazu Exp je (induktivné) definovana nasledujici abstrakini
syntaktickou rovnici:

E 2= x| n
| Ei+E | Ei—E | ByxE | By +E | (Ey)
‘ f(Eh"')EQ)
|

if E; then E, else E;
V uvedené rovnici je x € Var,n € Num, f € FVar a a € N je arita daného f.
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e Takovato specifikace syntaxe je abstrakini v tom smyslu, ze se nezabyva tim, 7

jak vyrazy jednoznacné zapsat do fadku jako posloupnost symbolu. Je na
nas, abychom napsali dostate¢né mnoho zavorek a pfipadné stanovili prioritu

operatoru tak, aby bylo zcela jasné, jak dany vyraz podle uvedené rovnice
vznikl.

o Piklady:
x 24+ 3x4
* f(2+x,9(y,3*y))

x if x —1then (2 + f(y)) else g(x, x)
(Vyhodnoceni podminky v .if* testuje nenulovost argumentu.)

e Deklarace je koneCny systém rovnic tvaru

fi(x1,--+,xq,) = FE;

fn(X1, T >Xan) — En
kde pro kazdé 1 < i < n plati, ze f; € FVar, a; je arita fi, x1,---,%xq € Var a
E; je vyraz, v nemz se mohou vyskytovat pouze promenné xi, - - -, x4, a funkcni

symboly f;,-- -, fn.




o Priklady:

x f(x) = ifxthenxxf(x—1)elsel
0 = glx—1x)
g(x,y) = ifxthenf(y)else3

(Jak uvidime formalné pozdéji, konvenci nasich vypoctu je neuZivat zaporna
cisla, misto toho0 — 1 ,="0.)

x f(x) = f(x)

(Nezapisuje toto nahodou ,nekonecnou smycku“?)
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Formalizace pojmu ,,vypocetni krok“ a ,,vypocet*

e Bud A deklarace. Symbolem Exp(A) ozna¢ime mnozinu vSech vyrazl E, které
spliuji tyto dvé podminky:

+ E neobsahuje Zzadnou proménnou;

+ jestlize E obsahuje funkcni symbol f, pak f byl v A deklarovan.
e Mnozinu Exp(A) Ize definovat také induktivne:
E == n ‘ Ei+ By | Ei— B, | Ei x By ‘ Ei - b | f(E], S ,Ea) | if E; then E; else E;

V uvedené rovnici je n € Num, f je funkéni symbol deklarovany v A aa € Nje
arita daneho f.

e Induktivne definujeme funkci ,krok vypocCtu“ — : Exp(A) — Exp(A); misto
—(E) = F budeme psat E — F.

* n — n pPro kazdé n € Num.




x Pro E = E; 4+ E, definujeme krok vypoctu takto:

— Jestlize E1,E;, € Num, pak E; + E, — z kde z je dekadicky zapis Cisla
E; + E,.

— Jestlize £y € Num, pak £y + E, — F+ E, kde E; — F.
— Jestlize £y € Num a E, € Num, pak E; + E; — E; + Fkde E; — F.
x Pro E = E; — E, definujeme krok vypoctu takto:

— Jestlize E1,E;, € Num, pak E; — E; — z kde z je dekadicky zapis Cisla
max{0, E; — E»} (nezdpornost vysledku!).

— Jestlize Eq Q Num, pak EiL—EBE—F—&F kde Ei— F.
— Jestlize £y € Numa E, € Num, pak E; —E; — E; — Fkde E;, — F.

x Pro E = E7 = E; definujeme krok vypoctu takto:

— Jestlize E4,E, € Num, pak E; x E; — z kde z je dekadicky zapis Cisla
E] * Ez.

— Jestlize Eq Q/ Num, pak E;+*E,— F+xE, kde E; — F.
— Jestlize By € Numa k; € Num, pak E; xE, — Ey « Fkde E; — F.
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x Pro E = E; + E, definujeme krok vypoctu takto:

— Jestlize Eq, E; € Num, pak E; + E; — z kde z je dekadicky z4pis celé ¢asti
Cisla E;/E,. Pokud E; =0, je z = 0.

— Jestlize £y € Num, pak E; - E; — F+-E, kde E; — F.
— Jestlize £y e Numa k) € Num, pak E; - E, — E; =~ Fkde E; — F.

x Pro E = if E; then E; else E; definujeme krok vypoctu takto:

— Jestlize £y € Num a By =0, pak if E; then E, else E; — E;.
— Jestlize E; € Num a E; #0, pak if E; then E; else E; — E,.

— Jestlize E; ¢ Num, pak if E; then E, else E; — if F then E, else E; kde
E] — F.

x ProE = f(Eq, - -, Ex) definujeme krok vypoctu takto:
— Jestlize Ey,---, Ex € Num, pak f(E1,°--,Ek) — E(X] ' Eq, -0, Xk fEk)

— Jinak f(Ey,---,Ex) — f(Ey,---,Ei1,F Eif1, -+, Ex), kde 1 je nejmensi
index pro ktery plati E; € Num a E; — F.

e Reflexivni a tranzitivni uzaver relace — znacCime —* (,vypocet®).
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Priklady vypoctu

e Uvazme deklaraci f(x) = if x then x x f(x — 1) else 1. Pak napf. f(3) —* 6,
nebot

f(3)

3 * f(2)

3% (2% (1))

3% (2% (1% f(0)))
3% (2x1)

if3then3 « f(3—1) else 1

3x (if2then2xf(2—-1)elsel)

3% (2% (ifl1then1x*f(1—1)elsel))
3% (2% (1xifOthen0*f(0—1)elsel))
32

3xf(3—1)
3x(2xf(2—1))

3% (2% (1xf(1—-1)))
3% (2% (1%x1))

6

11111
11111
1111

e Uvazme deklaraci f(x) = g(x —1,x), g(x,y) = if x then f(y) else 3. Pak napf.
f(3) —™* f(3), nebot

f(3) — g(3—1,3) — ¢g(2,3) — if 2 then f(3) else 3 — f(3)

e Uvazme deklaraci f(x) = f(x). Pak pro kazdé n € Num plati f(n) — f(n) a
podobné f(f(n)) — f(f(n)). Ale f(f(24 3)) — f(f(5)) — f(f(5)).
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Dukaz spravnosti programu

Priklad 14. Véta: UvaZzme deklaraci A obsahujici pouze rovnici
f(x) = ifx thenx « f(x — 1) else 1
Pak pro kazdé n € Ny plati f(n) —* m, kde m = n!.
Dukaz. Indukci vzhledem k n.
e n=0.Plati f(0) — ifOthen0x«f(0—1)elsel — 1.
e Indukcni krok. Necht n 4+ 1 = k. Pak
f(k) +— ifkthenkxf(k—1)elsel — kxf(k—1) — kxf(w)

kde w = n. Podle I.P. plati f(w) —* u,kdeu = n!. Proto k«xf(w) —* kxu — v,
kdev=(n+1) - nl=n+1).
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Dukazy ,,neukonéenosti“ vypoctu

Véta 11. Bud’' A deklarace. Pro kaZdé i € N definujeme relaci —' C Exp(A) x
Exp(A) pfedpisem —' = = o .o . Dale definitoricky klademe —° = {(E,E) |

E € Exp(A)}. Pak —* = [J2, —

Podle pfedchozi véty plati, Ze E —* F pravé kdyz E —' F pro néjaké i € N,. Navic
musi existovat nejmensi i s touto vlastnosti. Toto pozorovani muze byt uzite¢né
v dukazech ,neukonéenosti“ vypoctu.

Priklad 15. Véta: UvaZme deklaraci f(x) = f(x). Pro kaZzdé n € Num plati, Ze
neexistuje zadné m € Num takove, zZe f(n) —* m.

Dukaz. Sporem. Predpokladejme, ze existuji n,m € Num takové, ze f(n) —* m.
Pak existuje nejmensi i ¢ N; takové, Ze f(n) —*' m. Jelikoz vyrazy f(n) a m jsou
razné, plati i > 0. Jelikoz —!' = —"1o+ a f(n) — f(n), plati f(n) =" m, coz je
spor s minimalitou 1. ]
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Dalsi priklady | (,.fixace parametru®)

Priklad 16. Véta: UvaZzme deklaraci A obsahujici pouze rovnici
g(x,y) =Ifx theny +g(x—1,y) else 0
Pak pro kazdé m,n € Ny plati g(m,n) —* z, kde z = m - n.

Dikaz. Bud n € N libovolné ale pro dal$i Gvahy pevné. Dokazeme, Ze pro kazdé
m € Ny plati g(m,n) —* z, kde z = m - n. Indukci vzhledem k m.

e m =0. Plati g(0,n) — if0thenn+ g(0 —1,n) else 0 — 0.
e Indukcni krok. Necht m 4+ 1 = k. Pak
gk,n) +— ifkthenn+g(k—1,n)else0 +— n+glk—-1,n) +— n+g(w,n)

kde w = m. Podle |.P. plati g(w,n) —* u, kde u = m - n. Dale n + g(w,n) —*
n+u—v,kdev=n+(m-n)=m+1) -n.

99



100

Dalsi priklady Il (,,indukce k souctu parametru®)

Priklad 17. Véta: Uvazme deklaraci A obsahujici pouze rovnici
g(x,y) = if x then (ify then g(x —1,y) + g(x,y — 1) else 0) else 0

Pak pro kazdé m,n € Ny plati g(m,n) —™* 0.
Dukaz. Tvrzeni

Pro kazdé m,n € Ny plati gim,n) —* 0
nelze dokazat indukci vzhledem k m ani indukci vzhledem k n. Dukaz Ize ovSem
vést indukci k ,souCtu“ m a n. To znamena, ze vySe uvedené tvrzeni nejprve
preformulujeme do nasledujici (ekvivalentni) podoby:

Pro kazdé i € Ny plati, ze jestlize i = m+n, kde m,n € Ny, pak g(m,n) —* 0

Toto tvrzeni nyni dokdzeme indukci vzhledem k 1i:




e i =0.Jestlizei =m+mn, kdke mn € Ny, pak m = n = 0. Dokadzeme, ze
g(0,0) —* 0. Plati

g(0,0) ~— if0then (if0theng(0—1,0)+ g(0,0—1)else0)else0 +— 0

e Indukeni krok. Nechti+ 1 = m +n, kde m,n € Ny. Nyni rozliSime tfi moznosti:
x* m=0. Pakplati
g(0,n) + ifO0then (ifntheng(0 —1,n)+ g(0,n—1)else0)else0 +— 0
* m>0,n=0. Pakplati
g(m,0) +— ifmthen (if 0then gim —1,0) + g(lm,0—1)else0)else0 +—
if 0then gilm —1,0) + g(m,0 — 1) else 0 +— 0
* m>0,n>0. Pakplati
gm,n) +— ifmthen (ifnthengm —1,n)+ g(m,n—1)else0)elsed0
ifnthengim —1,n) + gm,n—1)else0 — gm—1,n)+ g(m,n—1)
Podle |I.P. plati g(m—1,n)—*0 asouCasné ¢g(m,n—1)—*0, proto

*

gm—-1,n)+gmn—-1) " 0+gmn—-1) = 0+0 =" 0.

Tim jsme s dukazem matematickou indukci hotovi. ]
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* Udelejme si predchozi nudny priklad trochu zajimavéjsim (ale co se tycCe
dukazu stale v podstaté stejnym. . .):

Priklad 18. Véta: Uvazme deklaraci A obsahujici pouze rovnici
g(x,y) = ifx then (ify then g(x —1,y) + g(x,y —1) else 1) else 1
Pak pro kazdé m,n € Ny plati g(m,n) —* k, kde k = (™'™) (kombinacni ¢islo).

Dukaz. Toto tvrzeni opét dokdzeme indukci vzhledem ki = m + n.

Vzpomeénte si nejprve na znamy Pascaluv trojuhelnik kombinacnich Cisel, ktery
je definovany rekurentnim vztahem

a+1) a N a
b+1) \b+1 b/’
Nepfipomina to trochu nasi deklaraci? Je vsak tfeba spravne ,nastavit” vyznam

parametru a, b.

e i=0. Jestlizei =m+mn, kdke mn € Ny, pak m = n = 0. Dokdzeme, ze
g(0,0) —* 1. Plati

g(0,0) +— if0then (if0then g(0—-1,0)+g(0,0—-1)elsel)elsel — 1
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e Indukcni krok. Nechti+ 1 = m +n, kde m,n € Ny. Nyni rozliSime tfi moznosti: o

* m=0. Pakplati
g(0,n) +— ifOthen (ifntheng(0—1,n)+g(0,0n—1)elsel)elsel — 1
* m>0,n=0. Pakplati
g(m,0) +— ifmthen (if0theng(m—1,0) +g(m,0—1)elsel)elsel —
if 0then g(lm —1,0) + glm,0—1)elsel +— 1
x m>0,n>0. Pakplati
gm,n) +— ifmthen (ifnthengim —-1,n)+gimn—1)elsel)elsel +—
ifntheng(im —1,n)+ gm,n—1)elsel +— gm—1,n)+g(mn—1)
Podle I.P. plati g(m — 1,n) —* (™™ ") a soutasné g(m,n — 1) —* (

m—1

Pritom z Pascalova trojuhelnika plyne

(mn—:i1—1) N (m—l—nTll—1) _ (m—l—nn:1—|—1) _ (mn—:n))

m—l—;ll—l) .

a proto
m + n>

glm—1,n) +g(mn—-1) " (7
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Dalsi priklady Il (,,zesileni dokazovaného tvrzeni)

Priklad 19. Véta: UvaZme deklaraci A obsahujici tyto rovnice:

f(x) = ifx then h(x) else 1
h(x) =ifx thenf(x —1) + h(x —1) else 1

Pak pro kazdée n € Ny plati f(n) —* m, kde m = 2",

Dukaz. Tvrzeni
Pro kazdé n € Ny plati f(n) —* m kde m = 2"

nelze dokazat indukci vzhledem k n.. Re$enim je pfeformulovani dokazovaného
tvrzeni do silnejsi podoby, kterou jiz indukci dokazat Ize:

Pro kazdé n € Ny plati f(n) —* m a h(n) —* m, kde m = 2™,

Toto tvrzeni jiz pomérne snadno dokazeme indukci vzhledem k n.:
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e n = 0. Plati

f(0) ~— if0Othenh(0)elsel — 1
h(0) — ifOthenf(0—1)+h(0—1)elsel — 1

e Indukéni krok. Necht n + 1 = k. Plati

f(k) — ifkthenh(k)elsel +— h(k)
if kthenf(k —1) + h(k —1)elsel +— f(k—1)+hk—-1)
f(w) + h(w)

kde w = k—1 =n. Podle |.P. plati f(w) —* m, kde m = 2". Zaroven také (nase
,zesileni®) plati i h(w) —* m, a proto

flw)+h(w) —* m4+m — 2m — q,

kde g = m+m =2-2" = 2™ = 2% Proto f(k) — q a prvni ¢ast naseho tvrzeni
platiipron+1=k.




Podobné je treba jesté dokonéit druhou ¢ast tvrzeni 10

h(k) +— ifkthenf(k—1)+h(k—1)elsel ~
f(lk—1)+hk—1) — f(w)+h(w)

kde w = k—1 = n. Podle |.P. plati f(w) —* m, kde m = 2", a také h(w) —* m,
a proto

flw)+h(w) —»* m+m — q,

kde g =m+m = 22" = 2" = 2k Proto h(k) — q a i druha ¢ast naseho
tvrzeni plati pron + 1 = k.
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Eukliduv algoritmus

Priklad 20. Véta: UvaZzme deklaraci A obsahujici pouze rovnici
g(x,y) =ifx—y then g(x —y,y) else (ify — x then g(x,y — x) else x)

Pak pro kazde nenulove m,n € N plati g(m,n) —* z, kde z je nejvetsi spolecny
délitel ¢isel m, n.

Dukaz. Indukci ki = m + n.
(Tj. dokazujeme nasledujici tvrzeni: Pro kazdé i > 2 plati, ze jestlize 1 = m + n,
kde m,n € N, pak z je nejvetsi spolecny delitel Cisel m,n.)

e i=2. Pakm,n=1aplati

g(1,1) +— if1—1theng(1—1,1)else (if1—1theng(1,1—1)elsel) —
if0theng(1—1,1)else (if1—1theng(1,1—1)elsel) +—
if1—1theng(1,1—1)elsel +— iifOtheng(1,1—1)elsel — 1
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e Indukcni krok. Nechti+ 1 = m + n kde m,n € N. Jsou tfi moznosti:
* m=mn. Pak
gim,n) +— ifm—nthengm —n,n)else (ifn— mthengim,n—m)elsem) —
if 0then glm —n,n) else (ifn —mthengim,n—m)elsem) ~
ifn—mthengim,n—m)elsem +— if0thengim,n—m)elsem +— m

x* m<n. Pak
gm,n) +— ifm—nthengm —n,n)else (ifn—mthengim,n—m)elsem) —
if 0 then g(m — n, n) else (if n — m then glm,n —m) elsem) —
ifn—mthengim,n—m)elsem +— ifzthengim,n—m)elsem +—
gilmn—m) — g(mk)
kde k =n—m. Platim+k =m+ (n—m) =n <, takze podle I.P. také plati
g(m, k) —* z, kde z je nejvétsi spoleCny delitel Cisel m a n — m. Ovérime, ze
z je nejvetsi spoleny délitel Cisel m a n.
— Jelikoz Cislo z déli ¢isla m a n — m, déli i jejich souCet (n — m) + m = n.
Celkem z je spolecnym délitelem m a n.
— Bud d néjaky spole¢ny délitel ¢isel m a n. Pak d déli také rozdil n — m.
Tedy d je spolecny délitel Cisel m a n — m. Jelikoz z je nejvétsi spoleCny
delitel Cisel man — m, plati d < z.
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+ m>n. Pak

gmn) —* gm-nn) — g(kn)

kde k = m —n. Podle I.P. plati g(k,n) —* z, kde z je nejvétsi spoleCny délitel
Cisel m —n a n. Podobné jako vySe ovéfime, Ze z je nejvétsi spoleény délitel
cisel m a n.

[]

Jak byste vyse uvedeny zapis Euklidova algoritmu vylepsili, aby spravne
,pocital“ nejvétsiho spoleéného délitele i v pfipadech, ze m = 0 nebo n =07 Co
v takovych pfipadech selze pfi soucasném zapise?




Jesteé priklad

Vratme se k predchozi ukazce (velmi ,hutného®) C kddu, ktery inkrementuje
dekadicky zapis Cisla D ulozeného po Cislicich v poli.

for

(1=0; 1? D[1-1]==0: 1; 1i++)
D[1] =

(D[1]+1)%10;

Zapisme tento kdd nasi formalni deklaraci.

e Jelikoz nejsou k dispozici proménné typu pole, ,pomuzeme si“ funkci v(i)
udavajici i-tou dekadickou Cislici vystupu.

e Obdobne pro zadani Cislic vstupu pouzijeme funkcCni deklarace z(i) = .. ..
e Cyklus for nahradime rekurzi (bezny postup).

e Nakonec ,trikove“ nahradime ridici podminku naseho cyklu zavedenim nove
funkce p(i), ktera vyjadfuje ,pfenos” do i-tého radu.
(p(1) € {0, 1}, na pocatku p(0) =1.)

110



v v, e ] ] , . vu v, v, . 111
e Dohodneme se, ze Cislice jsou indexovany od nejnizsiho radu i = 0,1, 2,....

Cela (formalni) deklarace A bude vypadat nasledovné.

Priklad 21. Véta: UvaZme deklaraci A obsahujici tyto rovnice:

v(i) = (2(1) +p(1)) %10
p(i) = ifi then (ifz(i—1)+p(i—1) — 9 then 1 else 0) else

Pak pro kazde 1 € Ny plati, Zze v(i) udava dekadickou cislici i-teho radu zprava
Cislam + 1, kde m ma dekadicky zapis po Cislicich (z(i) z(i— 1) ...z(1) z(0)),.

Dokazte si toto sami za domaci ukol (diskutujte na 1IS).

Je potfeba pouzit matematickou indukci se zesilenym predpokladem, ktery se
bude vhodne vyjadrovat i o0 vyznamu hodnoty p(i) (,prenos®).

Pochopitelné je tfeba pro Uplnou spravnost redeni rozepsat operaci ,modulo“ %
pomoci povolenych aritmetickych operaci, coz si také za ukol vyzkousejte.




