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1 Zakladni formalismy: Diikaz a Algoritmus

Uvod
Zacnéme nejprve nékolika obecnymi poznamkami ke smyslu a smérovani celého naseho
predmétu:

Jak sami poznate, studium informatiky neznamena jen ,naucit se néjaky programovaci
jazyk“, nybrz zahrnuje cely soubor dalsich relevantnich predmétii, mezi nimiz najdeme i
matematicko—teoretické (formalni) zaklady moderni informatiky. Pravé odborny nadhled
nad celou informatikou vcetné nezbytné formalni teorie nejspise odlisi Fadového , progra-
maétora“, kterych jsou dnes spousty i bez VS vzdélani, od skuteéného (a mnohem Iépe
placeného) IT experta.

A na tomto misté prichdzi nas piedmét Uvod do Informatiky, ktery (i pres sviij nepii-
lis obsazny nazev) vas pravé na studium téchto formélnich zakladi moderni informatiky
pripravi.

Cile

Prvnim cilem této lekce je formalné rozebrat struktury matematickych tvrzeni (vét) a
jejich formalnich diikazi. V druhém sledu se nauc¢ime obdobnym zpiisobem formalné presné
zapisovat algoritmy.

1.1 Uvod do matematického dokazovani

Matematika (a tudiz i teoretickd informatika jako jeji soucést) se vyznacuje velmi piis-
nymi formalnimi pozadavky na korektnost argumentace. Takto korektné postavena argu-
mentace vede od prijatych predpokladt v elementarnich smérem k pozadovanému zavéru
(a nikdy ne naopak!).

Definice 1.1. Matematicky dukaz .
UvaZzme matematickou vétu (neboli tvrzeni) tvaru

,Jestlize plati predpoklady, pak plati zaver®.
Diikaz této véty je konecnd posloupnost tvrzeni, kde
o kazdé tvrzeni je bud

x predpoklad, nebo
x obecné prijata ,pravda“ — aziom, nebo

x plyne z predchozich a diive dokazanych tvrzeni podle néjakého ,akceptovaného
logického principu — odvozovaciho pravidla;

o posledni tvrzeni je zaver.

Komenta#: O potfebné urovni formality matematickych dikazi a o béznych dikazovych

N

technikach se dozvime dale v této a pristi lekci. . .
Nyni si prosté celou problematiku uvedeme nazornymi priklady.

Priklad 1.2. Uvazujme nasledujici matematické tvrzeni (které jisté uz znate).

Véta. Jestlize = je souctem dvou lichych ¢isel, pak x je sudé.



Poznédmka pro pripomenuti:
— Sudé ¢islo je celé cislo délitelné 2, tj. tvaru 2k.

— Liche ¢islo je celé ¢islo nedélitelné 2, tj. tvaru 2k + 1.

Diikaz postupuje v nasledujicich formalnich krocich:
tvrzeni zdtvodnéni

a=2k+1, k celé predpoklad
b=2l+1, 1 celé predpoklad

)
)
3) x=a+b=2k+2l+1+1 1,2)a komutativita s¢itani (axiom)
) v=2k+10)+2-1 3) a distributivnost nésobeni

)

r=2k+1+1) 4) a opét distributivnost nasobeni

Priklad 1.3. Dokazte nasledujici tvrzent:

Véta. Jestlize x a y jsou racionalni c¢isla pro ktera plati x < y, pak existuje
racionalni ¢islo z pro které plati v < z < y.
Dikaz po krocich (s jiz trochu méné formalnim zépisem) zni:

o Necht z = 54 = g + 2 =y — 422,

Cislo z je racionalni, nebot x a y jsou racionalni.
o Plati z > x, nebot 5% > 0.
o Déle plati z < y, opét nebot % > 0.

o Celkem x < z < y. O

Poznamka. Alternativni formulace Véty z Prikladu 1.3 mohou znit:

— Pro kazdé x,y € Q, kde z < y, existuje z € Q takové, ze z < z < y.

— Mnozina racionélnich cisel je husta.

1.2 Struktura matematickych vét a dikazt
Prvni krok formalniho dikazu je uvédomit si, co se ma dokazat, tedy co je predpoklad a
co zavéer dokazovaného tvrzeni.

Komenta¥: Priiklady formulace matematickych vét:

+* Koneéna mnozina méa koneéné mnoho podmnozin.
* sin?(a) + cos?(a) = 1.

* Graf je rovinny jestlize neobsahuje podrozdéleni K5 nebo K3 3.

Casto nam k lep§imu pochopeni toho, co je tfeba dokazat, pomiiZze pouhé rozepsani definic
pojmu, které se v dané vété vyskytuji.

Jak ,moc formalni“ maji dikazy vlastné byt?



o Zalezi na tom, komu je ditkaz ur¢en — , konzument“ musi byt schopen ,snadno ovérit
korektnost kazdého tvrzeni v diikazu a plné pochopit, z ¢eho vyplyva.

« Je tedy hlavné na vas zvolit tu spravnou troven formalnosti zapisu vét i diikazi podle
situace.

Konstruktivni a existen¢ni dukazy

Z hlediska praktické vyuzitelnosti je potfeba rozligit tyto dvé kategorie dikazi (tFebaze
z formélné-matematického pohledu mezi nimi kvalitativni rozdil neni).

o Ditkaz Véty 1.3 je konstruktivni. Dokazali jsme nejen, ze Cislo z existuje, ale podali
jsme také navod, jak ho pro dané x a y sestrojit.

o FExistencni dlikaz je takovy, kde se prokaze existence né€jakého objektu bez toho, aby
byl podan navod na jeho konstrukci.

Priklad 1.4. disté existencniho ditkazu.

Véta. Existuje program, ktery vypiSe na obrazovku ¢isla tazena v 45. tahu sportky
v roce 2006.

Dikaz: Existuje pouze konecné mnoho moznych vysledk losovani 45. tahu sportky v
roce 2006. Pro kazdy mozny vysledek existuje program, ktery tento dany vysledek vypise
na obrazovku. Mezi témito programy je tedy jisté ten, ktery vypiSe pravé ten vysledek,

ktery bude v 25. tahu sportky v roce 2006 skutecné vylosovan.
O

Komenta¥: To je ale ,,podvod“, ze? A piece neni. ..
Formalné spravné to je prosté tak a tecka.

Fakt. Pro informatické i dalsi aplikované discipliny je dulezita konstruktivnost dikazi
vét, které se zde objevuji. V matematice ale jsou mnohé priklady uzitecnych a nenahra-
ditelnych existencnich dikazu, tieba tzv. pravdepodobnostni dikazy.

Priklad 1.5. , pravdépodobnostniho® existencniho diikazu.

Véta. Na dané mnoziné bodi je zvoleno libovolné n? podmnozin, kazda o n prv-
cich. Dokazte pro dostatecné velka n, ze vSechny body Ize obarvit dvéma barvami
tak, aby zadna mnozina nebyla jednobarevna.

Dikaz: U kazdého bodu si ,,hodime minci a podle vysledku zvolime barvu cervené
nebo modrfe. (Nezavislé volby s pravdépodobnosti %) Pravdépodobnost, ze zvolenych n
bodt vyjde jednobarevnych, je jen 2% =2,

Pro n? podmnozin tak je pravdépodobnost, ze néktera z nich vyjde jednobarevna,
shora ohranicena souctem

TL2

21*"+...+21*":2n_1 —0.

n2

JelikoZ je toto ¢islo (pravdépodobnost) pro n > 7 mensi nez 1, bude existovat obarveni
bez jednobarevnych zvolenych podmnozin. O



1.3 Formalni popis algoritmu

Polozme si otazku, co je vlastné algoritmus? Kdyz se na tim zamyslite, asi zjistite, ze to
neni tak jednoduché presné tici. Dokonce je to tolik obtizné otéazka, Ze si zde podame jen
zjednodusenou odpovéd.

Poznamka: Za definici algoritmu je obecné prijimana tzv. Church—Turingova teze tvrdici, Ze
vSechny algoritmy lze ,simulovat® na Turingové stroji. Jedna se sice o presnou, ale znacéné
nepraktickou definici. Mimo Turingova stroje existuji i jiné matematickeé modely vypocti, jako
tfeba stroj RAM, ktery je abstrakci skute¢ného strojového kédu.

Konvence 1.6. Zjednodusené zde algoritmem rozumime kone¢nou posloupnost elemen-
tarnich (vypocetnich) kroki, ve které kazdy dalsi krok vyuziva vstupni tdaje ¢ hodnoty
vypoctené v predchozich krocich. Pro zprehlednéni a zkraceni zapisu algoritmu vyuzi-
vame 7idici konstrukce — podminénd vétveni a cykly.

Komenta¥: Vidite, jak blizké si jsou konstruktivni matematické diikazy a algoritmy (v nasem
pojeti)?

Priklad 1.7. Zapis algoritmu pro vypocet priuméru z daného pole al[] s n prvky.
Algoritmus.
e Inicializujeme sum « 0;

o postupné pro i=0,1,2,...,n-1 provedeme
* sum «— sum+ali] ;
o vypiseme podil (sum/n) . O

Ve ,,vyssi trovni“ formalnosti (s jasnéj$im vyznacenim ridicich struktur algoritmu) se
totéz da zapsat jako:

Algoritmus 1.8. Prumeér
z daného pole al]l s n proky.
sum «— O;
for i1i+0,1,2,...,n-1 do
sum < sum+al[i];
done
res <« sum/n;
output res;

ZnaZeni. Pro pottfeby symbolického formalniho popisu algoritmt v predmétu IB00O si
zavedeme nasledovnou konvenci:

x Proménné nebudeme deklarovat ani typovat, pole odlisime zavorkami p[].
x Prirazeni hodnoty zapisujeme a «— b, pfipadné a:=b, ale nikdy ne a=b.

x Jako elem. operace je mozné pouzit jakékoliv aritmetické vyrazy v bézném matema-
tickém zapise. Rozsahem a presnosti ¢isel se zde nezabyvame.

* Podminéné vétvens uvedeme klicovymi slovy if ... then ... else ... fi, kde
else vétev lze vynechat (a nékdy, na jednom fadku, i £i).



x Pevny cyklus uvedeme klicovymi slovy for ... do ... done, kde Céast za for musi
obsahovat predem danou mnozinu hodnot pro pfifazovani do ridici proménné.

x Podminény cyklus uvedeme klicovymi slovy while ... do ... done. Zde se muze
za while vyskytovat jakakoliv logickd podminka.

x V zépise pouzivame jasné odsazovani (zleva) podle tirovné zanoteni fidicich struktur
(coz jsou if, for, while).

x Pokud je to dostatecné jasné, elementarni operace nebo podminky miizeme i ve for-
malnim zapise popsat béznym jazykem.

Malé srovnani zavérem

Jak to tedy je s vhodnou a iinosnou mirou formalizace u matematickych dikazi i u zapisu
algoritmii?

zcela formalni bézna trover
matematika formalni rozepsani vSech elem.

kroku (Pfiklad 1.2)

strukturovany a matem. presny
text v bézném jazyce

algoritmy rozepsani vSech elem. krokl ve

vipodetnim modelu strukturovany rozpis kroku

(Algoritmus 1.8), i s vyuzitim
bézného jazyka

programovani | asembler / strojovy kéd (kde se

s nim dnes bézné setkate?) VySsi“  (strukturovanc) - pro-
gramovaci jazyky, naptiklad
Java

Komentaf¥: Pochopitelné se ve vSech trech bodech obvykle drzime druhého pristupu, tedy
bézné trovné formality, pokud si specifické podminky vyslovné nevyzaduji pristup nejvyssi
formality. . .

Rozsifujici studium

2 Dutkazové techniky, Indukce

Uvod

Na nas hlubsi tvod do matematickych formalismii pro informatiku pokracujeme zaklad-
nim prehledem technik matematickych dukazi. Z nich pro nas asi nejdiilezitéjsi je technika
diikazii matematickou indukci, ktera je svou podstatou velmi blizka pocitacovym progra-
mum (jako iterace cykli).

Cile
Cilem této lekce je popsat zakladni techniky matematickych dikazii, z nichz nejvétsi
diraz klademe na matematickou indukci. (Pro vysvétleni, z Lekce 1 vime, ze matematicky



diikaz ma ,, jednotnou formu“ Definice 1.1, ale nyni se vénujeme zpusobtiim, jak takovy
korektni diikaz vlastné sestavime.)

2.1 Prehled zakladnich dikazovych technik

V matematice je ¢asto pouzivanych nékolik nasledujicich zptisobi — technik, jak k danému
tvrzeni nalézt korektni formalni dikaz. (Uvédomme si, Zze jedno tvrzeni mivd mnoho
ruznych, stejné korektnich, dikazi; ty se vSak mohou vyrazné lisit svou slozitosti.) Tyto
techniky si v bodech shrneme zde:

e Primé odvozeni. To je zplisob, o kterém jsme se dosud bavili.
Postupujeme piimo od predpokladii k zavéru, ale sami poznate, ze takova ,pfima“
cesta je obtizné k nalezeni.
o Kontrapozice (také obrdcenim ¢i neprimy dikaz). Misto véty
,Jestlize plati predpoklady, pak plati zaver.”
budeme dokazovat ekvivalentni vétu

,Jestlize neplati zavér, pak neplati alespon jeden z predpokladii.”

o Diikaz sporem. Misto véty
,Jestlize plati predpoklady, pak plati zaver.“
budeme dokazovat vétu
,Jestlize plati predpoklady a plati opak zavéru, pak plati opak jednoho z pred-
pokladii (nebo plati jiné zjevné nepravdivé tvrzeni).*

o Matematickd indukce. Pokrocila technika, kterou zde popiseme pozdéji. . .

Tyto techniky jsou asi nejlépe ilustrovany nasledovnymi priklady dikazu.

Priklad dukazu kontrapozici

Definice: Prvocislo p > 1 nema jiné délitele nez 1 a p.

Piiklad 2.1. na diikaz kontrapozici (obracenim).
Véta. Jestlize p je prvocislo vétsi nez 2, pak p je liché.

Dikaz: Obrdceného tvrzeni — budeme tedy dokazovat, Ze je-li p sudé, pak p bud neni
vétsi nez 2, nebo p neni prvocislo. Jsou dvé moznosti:

e p < 2. Pak p neni vétsi nez 2.

e p > 2. Pak p = 2.k pro néjaké celé k > 1, tedy p neni prvocislo. O

Poznamka: Diikazy kontrapozici pracuji s negaci (opakem) predpokladi a zavéru. Je-li napft.
zaver komplikované tvrzeni tvaru

»z toho, ze z A a B plyne C vyplyva, ze z A nebo C plyne A a B*,

neni pouhou intuici snadné zjistit, co je vlastné jeho negaci. Jak uvidime v pozdéjsich lekcich,
uzitim jednoduché induktivni metody lze podobné tvrzeni negovat zcela mechanicky.



Priklady dukazu sporem

Priklad 2.2. Jiny piistup k Dikazu 2.1.
Véta. Jestlize p je prvocislo vétsi nez 2, pak p je liché.
Dtikaz sporem: Necht tedy p je prvocislo vétsi nez 2, které je sudé. Pak p = 2 - k pro
néjaké k > 1, tedy p neni prvodislo, spor (s pfedpokladem, Ze p je prvodislo). 0

Dtikaz sporem je natolik specificky a dilezity v matematice, Ze si zaslouzi Sirsi vysveét-
leni. Co je vlastné jeho podstatou? Je to (zcela pfirozeny) predpoklad, Ze v konzistentni
teorii nelze zaroven odvodit tvrzeni i jeho negaci. Jestlize tedy ve schématu

,Jestlize plati predpoklady a plati opak zavéru, pak plati opak jednoho z piedpo-
kladi, nebo plati jiné zjevné nepravdivé tvrzeni.“
odvodime k nékterému predpokladu jeho spor, nebo pfipadné jiné tvrzeni, které odporuje
vSeobecné prijatym fakttim (napfiklad 0 = 1), pak néco musi byt ,spatné“. Co vSak v
nasem tvrzeni muze (nezapomeiite predpoklad konzistence) byt chybné? Puvodni pied-
poklady byly déany, takze zbyva jediné nas dodatecny predpoklad, ze plati opak zaveru.
Tudiz opak zavéru nemize nikdy platit a dvoji negaci odvodime, ze plati ptivodni zaveér.

Priklad 2.3.

Véta. Cislo \/2 neni raciondlni.

Diikaz sporem: Nechf tedy v/2 je racionalni, tj. necht existuji nesoudélné cela kladna

Cisla r, s takova, ze v/2 = 1/s.

— Pak 2 = r?/s%, tedy r* = 2 - 52, proto 72 je délitelné dvéma. Z toho plyne, Ze i r je
délitelné dvéma (proc¢?).

— Jelikoz r je délitelné dvéma, je r? délitelné dokonce ¢tyfmi, tedy r? = 4 -m pro né&jaké
m. Pak ale také 4 -m = 2 - 5%, tedy 2-m = s a proto s? je délitelné dvéma.

— 7 toho plyne, ze s je také délitelné dvema. Celkem dostavame, ze r i s jsou délitelné
dvéma, jsou tedy soudélné a to je spor (s definici racionalniho ¢isla). O

Komenta#: ,Nevite-li, jak néjakou vétu dokazat, zkuste dikaz sporem...“

2.2 Véty typu ,tehdy a jen tehdy*

Uvazujme nyni (v matematice pomérné hojné) véty tvaru

,Necht plati predpoklady P. Pak tvrzeni A plati tehdy a jen tehdy, plati-li tvrzeni
B‘“

Piiklady jinych formulaci téze véty jsou:

x Za predpokladl P je tvrzeni B nutnou a postacujici podminkou pro platnost tvrzeni
A.

* Za predpokladiu P je tvrzeni A nutnou a postac¢ujici podminkou pro platnost tvrzeni

B.
* Nechf plati predpoklady P. Pak tvrzeni A plati prdvé tehdy kdyz plati tvrzeni B.



Fakt: Diikaz vét tohoto tvaru mé vzdy dveé casti(!). Je tfeba dokazat:

x Jestlize plati predpoklady P a tvrzeni A, pak plati tvrzeni B.

x Jestlize plati predpoklady P a tvrzeni B, pak plati tvrzeni A.

2.3 Matematicka indukce

Pokud se souhrnné podivame na diitkazové techniky v matematice, vSimneme si, ze mate-
matickd indukce je skoro ,,dvorni“ dikazovou technikou diskrétni matematiky. To proto,
ze umoznuje pohodlné dokazovat i slozita tvrzeni po jednotlivych (diskrétnich) krocich
od pocatecniho.

Uvazme tedy vétu ve tvaru:

,» Pro kazdé prirozené (celé) n > kg plati T'(n).“

Zde ko je néjaké pevné prir. ¢islo a T'(n) je tvrzeni parametrizované ¢is. n. Piikladem je
tfeba tvrzeni:

Pro kazdé n > 0 plati, ze n piimek déli rovinu
nejvyse na in(n+ 1) + 1 oblasti.

Definice 2.4. Princip matematické indukce 1ika, ze k dikazu véty

,» Pro kazdé prirozené (celé) n > kg plati T'(n).“

staci ovérit platnost téchto dvou tvrzeni:

o T'(ko) (tzv. bdze neboli zaklad indukce)
e Pro kazdé n > ky; jestlize plati T'(n), (indukcénd predpoklad)
pak plati také T'(n + 1). (indukéni krok)

(Formélné feceno, matematicka indukce je axiomem aritmetiky pfirozenych ¢isel.)
Poznamka: Pozor, v tomto pfedmétu pocitame 0 za prirozené ¢islo!

Opét jako v predeslém si tuto techniku ilustrujeme mnozstvim nazornych ptikladu.

Priklady dikazt indukci

Priklad 2.5. Velmi jednoducha a piimocara indukce.

Véta. Pro kazdé n > 1 je stejna pravdépodobnost, ze pri soucasném hodu n
kostkami bude vysledny soucet sudy, jako, ze bude lichy.

Dikaz: Zdaklad indukce je zde ziejmy: Na jedné kostce (poctivé!) jsou tifi licha a tfi
suda cisla, takze obé skupiny padaji se stejnou pravdépodobnosti.
Indukéni krok pro n > 1: Necht p? pravdépodobnost, ze pti hodu n kostkami bude

vysledny soucet sudy, a p!, je pravdépodobnost lichého. Podle indukéniho predpokladu je
1

s l
Hodme navic (n + 1)-ni kostkou. Podle toho, zda na ni padne liché nebo sudé ¢islo,
je pravdépodobnost celkového sudého souctu rovna
3, L 3, 1
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a stejné pro pravdépodobnost celkového lichého souctu.

Priklad 2.6. Ukazka ditkazové ,sily“ principu matematické indukce.

Véta. Pro kazdé n > 0 plati, Ze n pfimek déli rovinu nejvyse na
1
én(n +1)+1

oblasti.

Dikaz: Pro bazi indukce staci, Ze 0 pfimek déli rovinu na jednu ¢ast. (VSimnéte si
také, ze 1 pfimka déli rovinu na dvé ¢asti, jen pro lepsi pochopeni dikazu.)

Méjme nyni rovinu rozdélenou n piimkami na nejvyse sn(n+1)+1 ¢asti. Dalsi, (n+1)-
ni primka je rozdélena priiseciky s predchozimi primkami na nejvyse n+ 1 tseki a kazdy
z nich oddéli novou ¢ast roviny. Celkem tedy bude rovina rozdélena nasimi pfimkami na

nejvyse tento pocet ¢asti:

1 1 1 1
5n(n+1)+1 + (n+1) = §n(n+1)+§-2(n+1) +1 = §(n+1)(n—i—2) +1

O
Priklad 2.7. Dalsi indukcni ditkaz rozepsany v podrobnych krocich.
Véta. Pro kazdé n > 0 plati 3 j = 20,
Dikaz indukci vzhledem k n.
o Bize: Musime dokézat tvrzeni T'(0), coz je v tomto pifpadé rovnost 39_,j = O(O; Oy
Tato rovnost (zjevné) plati.
o Indukcni krok: Musime dokazat nasledujici tvrzeni:

Jestlize plati Z§:oj = i(i;rl) kde 1 > 0, pak plati Z;ﬁ)j = (ZH)QM
Predpokladejme tedy, Ze Zé»:() j = i(Z;H) a pokusme se dokazat, ze pak také Z;ﬁ) ] =
(Hl)(;ﬂﬂ) = (i+1)2(i+2). To uz plyne tpravou:

i+l i » » . . .
. . . +1 . +1)+2(+1 +1)(e+2
Z]:ZJ+(Z+1):Z(Z )+(Z+1):Z(Z ) (Z ):(Z )(2 )
, , 2 2 2
7=0 7=0
O

Podle principu matematické indukce je cely dikaz hotov.



2.4 Komentare k matematické indukci
Pro spravné a tspésné pouziti indukce v dokazovani je vhodné si zapamatovat nékolik
cennych rad:

x Zakladni trik vSech ditkazi matematickou indukci je vhodna reformulace tvrzeni T'(n+
1) tak, aby se ,,odvolavalo“ na tvrzeni T'(n).

— Dobfe se vzdy podivejte, v ¢em se lisi tvrzeni T'(n 4+ 1) od tvrzeni T'(n). Tento
,rozdil* budete muset v diikkaze zdtvodnit.

x Pozor, obcas je potieba ,zesilit* tvrzeni T'(n), aby indukéni krok spravné ,fungoval®.

— Velkym problémem bohuzel je, ze neni mozno podat navod, jak vhodné ,zesileni*
nalézt (ani kdy jej vitbec hledat). Jedna se vlastné o pokusy a ,hadéni z kiistalové
koule®.

« Casto se chybuje v ditkazu indukéniho kroku, nebof ten byva vétsinou vyrazné obtiz-
néjsi nez baze, ale o to zradnéjsi jsou chyby v samotné zdanlivé snadné bazi!

— Dejte si dobry pozor, od které hodnoty n > ky je indukéni krok univerzalné

platny. ..

Zesileni indukéniho kroku

Priklad 2.8. Kdyz je nutno indukcni krok zesilit. . .
Véta. Pro kazdé n > 1 plati

1 1 1 1

= o ——— <1,
12 23 3a T n

s(n)
Ditkaz: Bdze indukce je ziejmé, nebot £ < 1.
Co v8ak indukcni krok? Piedpoklad s(n) < 1 je sdm o sobé ,prilis slaby“ na to, aby bylo

mozno tvrdit s(n + 1) = s(n) + m <L

Neznamena to jesté, ze by tvrzeni nebylo platné, jen je potieba nas indukéni predpo-
klad zesilit. Budeme dokazovat
Tvrzeni. Pro kazdé pfirozené n > 1 plati s(n) <1 — %H <1.

To plati pro n = 1 (nezapomente ovéfit!) a dale uz tpravou jen dokonéime zesileny
indukéni krok:

1 1 1
st l) =+ o peTy ST T e Dmr
B —(n+2)+1 1
_1+(n+1)(n+2) =1 n+ 2 o

Rozs$ifeni baze a predpokladu

Mimo zesilovani tvrzeni induk¢éniho kroku jsme nékdy okolnostmi nuceni i k rozsitovani
samotné baze indukce a s ni indukéniho predpokladu na vice nez jednu hodnotu parame-
tru n.
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— Muzeme napiiklad predpokladat platnost (parametrizovanych) tvrzeni 7'(n) i 7'(n+1)
zarovern, a pak odvozovat platnost T'(n + 2).

Toto lze samoziejmé zobecnit na jakykoliv pocet predpokladanych parametri.

— Muzeme dokonce predpokladat platnost tvrzeni 7'(j) pro vSechna j = ko, ko+1,...,n
najednou a dokazovat T'(n + 1).

(Toto typicky vyuzijeme v pfipadech, kdy indukéni krok ,rozdéli“ problém T'(n + 1)
na dvé mensi ¢asti a z nich pak odvodi platnost 7'(n + 1).)

Fakt: Obé prezentovana ,rozsireni“ jsou v kone¢ném dtsledku jen specidlnimi instancemi
zakladni matematické indukce; pouzité rozsifené moznosti pouze zjednodusuji formalni
zapis dikazu.

Priklad 2.9. Kdyz je nutno rozsitit bazi a indukcéni predpoklad. . .

Véta. Necht funkce f pro kazdé n > 0 spliuje vztah f(n+2) =2f(n+ 1) — f(n).
Pokud plati f(0) = 1 a zaroven f(1) = 2, tak plati f(n) = n + 1 pro vSechna
prirozena n > 0.

Dikaz: Uz samotny pohled na dany vztah f(n+2) = 2f(n + 1) — f(n) naznacuje, Ze
bychom méli rozsirit indukéni predpoklad (a krok) zhruba takto:

Pro kazdé n > 0; jestlize plati T'(n); neboli f(n) = n+1, a zaroveii plati T'(n+1);
f(n+1) =n+ 2, pak plati také T(n +2); f(n+2) =n+ 3.
Baze indukce — pozor, zde uz musime ovérit dvé hodnoty

FO)=0+1=1, f1)=1+1=2.

Na&s indukcnt krok tak nyni mize vyuzit celého rozsiteného predpokladu, znalosti hodnot
f(n) i f(n+ 1), pro ovéfeni
fn+2)=2f(n+1)—f(n)=2-n+1+1)—(n+1)=n+3=n+2+1.
O

Komenta¥: Jak by tento dikaz mél byt formulovan v ,tradi¢ni“ indukci? (,,Substituci®
nového tvrzeni.)

Zavérem maly ,,problém*

Priklad 2.10. Aneb jak snadno Ize v matematické indukci udélat chybu.

Véta. (,nevéta“)
V kazdém stadu on > 1 konich maji vSichni koné stejnou barvu.

Dikaz indukci vzhledem k n.

Baze: Ve stadu o jednom koni maji vsichni koné stejnou barvu.

Indukeéni krok: Necht S = {Kj,..., K1} je stddo o n + 1 konich. Dokazeme, Ze
vsichni koné maji stejnou barvu. Uvazme dvé mensi stada:

- S,:{Kl,KQ,...,Kn}
-8 = {K27 - '7Kn7Kn+1}
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Podle indukéniho pfedpokladu maji vSichni koné ve stadu S’ stejnou barvu B’. Podobné
v8ichni koné ve stddu S” maji podle indukéniho predpokladu stejnou barvu B”. Dokéa-
zeme, 7e B’ = B”, tedy Ze vSichni koné ve stadu S maji stejnou barvu. To ale plyne z
toho, ze koné K, ..., K, patii jak do stada S’, tak i do stada S”. O

Komentéa¥: Ale to uz je podvod! Vidite, kde?

Rozsifujici studium

3 Mnoziny, Relace a Funkce

Uvod

V prehledu matematickych formalismii informatiky se v této lekci zamérime na zakladni
,datové typy“ matematiky, tj. na mnoziny, relace a funkce. O mnozinach jste sice zajisté
slyseli uz na zakladni skole, ale podstatou naseho predmétu je uvést povétsinou neformalné
znamé pojmy na patricnou formalni troven nutnou pro teoretické zaklady informatiky.

S pojmem funkce jste se také jiz setkali na nizsich stupnich skol, ale povétsinou si je asi
spojujete jen s aritmetickymi a analytickymi funkcemi typu x+1, 2? —y, ¢ sinz, 1+ cos 22,
atd. Pojem funkce je vSak zcela abstraktni a nevaze se na zadny analyticky vzorec vypoctu.

Cile

V této lekci si ukazeme prvni krok k seriozné vybudované matematické teorii mnozin
— tzv. naivni teorii mnozin, ktera nam velmi dobre poslouzi ve vsech konec¢nych pripadech.
Na to navazeme (abstraktni) definici relace, funkce a posloupnosti, uvedeme si priklady
rekurzivné definovanych funkci a posloupnosti. Latku relaci a funkci pak dale rozvedeme v
nasledujich dvou lekcich.

3.1 Pojem mnoziny

vvvvv ’

Polozme si hned na tvod tu nejdilezitéjsi otazku: Co je vlastné mnozZina?
Na tuto otdzku bohuzel neni zcela jednoducha odpovéd. .. Abychom se viibec nékam v
nasem uvodu dostali, spokojime se zatim jen s prirozenym ,naivnim pohledem®.

Definice naivni teorie mnozin: ,, Mnozina je soubor prvki a je svymi proky plné urcena.

Komenta¥: Pozor, neni skutecného rozdilu mezi ,mnozinami“ a ,,prvky“. Mnoziny mohou
byt prvky jinych mnozin!

Priklady: 0, {a,b}, {b,a}, {a,b,a}, {{a,b}}, {0,{0},{{0}}},

{z | = je liché pfirozené ¢islo}
ZnaZeni: Pocet prvki (mohutnost) mnoziny A zapisujeme |A|.
« |00 =0, {0} =1, [abc} =3, [{{a,b},c}[ =2

ZnaZeni mnozin a jejich prvkii:

x x € M, xje prokem mnoziny M.

+ neékteré vlastnosti a € {a,b}, a ¢ {{a,b}}, {a,b} € {{a,b}},
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x prazdnd mnozina 0, a &0, € {0}, 0&0,
x rovnost mnozin {a,b} = {b,a} = {a,b,a}, {a,b} # {{a,b}}.

Definice: Mnozina A je podmnoZinou mnoziny B, pravé kdyz kazdy prvek A je prv-
kem B. Piseme A C B nebo také B D A; fikame také, ze se jedna o inkluzi.

« Plati {a} C {a} C {0} Z {{a,b}}, 0C {0},

x AC Bprave kdyz AC Ba A# B (A je vlastni podmnozinou B).
Definice: Dvé mnoziny jsou si rovny A = B pravé kdyz A C B a B C A.
* Podle definice jsou mnoziny A a B stejné, maji-li stejné prvky.

x Dtkaz rovnosti mnozin A = B ma obvykle dvé casti: Oddélené se dokazi inkluze
ACBaBCA.

ZnaZeni: Nékteré bézné mnoziny v matematice se znaci
* N ={0,1,2,3,...} je mnozina pfirozenych Cisel,
« Z={...,-2,-1,0,1,2,3,...} je mnozina celych ¢isel,
x 77 =1{1,2,3,...} je mnozina celych kladnych ¢isel,
* ( je mnozina raciondlnich ¢isel (zlomki).
* R je mnozina redlnych cisel.

Poznamka: Tyto uvedené ¢iselné mnoziny jsou vesmeés nekonecné, na rozdil od koneénych mnozin
uvazovanych v predchozim ,naivnim* pohledu. Pojem nekonecné mnoziny se primo v matema-
tice objevil az teprve v 19. stoleti a bylo s nim spojeno nékolik paradoxt ukazujicich, ze naivni
pohled na teorii mnozin pro nekone¢né mnoziny nedostacuje. My se k problematice nekone¢nych
mnozin, Kantorové vété a Russelové paradoxu vratime v zavéru naseho predmétu.

3.2 MnozZinové operace
Zacnéme se zakladnimi operacemi, které zajisté na intuitivni trovni jiz ovladate.
Definice: Sjednoceni U a prunik N dvou mnozin A, B definujeme

AUB = {x|z € Anebox € B},
ANB = {x|z € Aasoucasné z € B}.

« Piiklady {a,b,c}U{a,d} ={a,b,c,d}, {a,b,c}n{a,d} ={a}.

x Vzdy plati ,distributivita® AN(BUC) = (ANB)UANC)a AU (BNC) =
(AUB)N(AUC).

Definice: Pro libovolny pocet mnozin indexovanych pomoci I rozsitené definujeme

UieIAi = {z|x € A; pronéjaké i € I},
ﬂieIAi = {z |z € A, prokazdé i € I}.
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Komenta¥: Nechf A; = {2.i} pro kazdé i € N. Pak ;e Ai je mnozina vSech sudych
pfirozenych ¢isel. Necht B; = {x | z € N,z > i} pro kazdé i € N. Pak ;e Bi = 0.

Definice: Rozdil \ a symetricky rozdil A dvou mnozin A, B definujeme
A\ B = {z |z € Aasoucasné x ¢ B},
AAB = (A\B)U(B\A).
x Priklady {a,b,c}\ {a,b,d} ={c}, {a,b,c}A{a,b,d} = {c,d}.
x Vzdy plati naptiklad A\ (BNC)=(A\ B)U(A\ C) apod.
Definice: Necht A C M. Doplnék A vzhledem k M je mnozina A = M \ A.

Komenta#: Jedna se o ponékud specifickou operaci, kterd musi byt vztazena vzhledem k

nosné mnoziné M !
« Je-li M = {a,b,c}, pak {a,b} = {c}. Je-li M = {a,b}, pak {a,b} = 0.
* Vzdy pro A C M plati A=A (,,dvoji“ doplnék).

x Vzdy pro A, B C M plati AUB = ANBa AN B = AUB. (Viz Vennovy diagramy.)

Usporadané dvojice a kartézsky soucin

Zatimco prvky v mmnozinach jsou zcela neusporadané, jsou mnohé situace, kdy musime
pracovat se ,sefazenymi“ vycty prvkd. V teorii mnozin lze takovéto setfazeni definovat

oklikou, naptiklad nasledovné:
Definice: Usporddand dvojice (a,b) je zaddna mnozinou {{a}, {a,b}}.
Fakt: Plati (a,b) = (¢, d) pravé kdyz a = ¢ a soucasné b = d.
Priklad 3.1. Co je podle definice (a,a)?
(a,a) = {{a},{a,a}} = {{a}, {a}} = {{a}}. =

Definice 3.2. Kartézsky soucin dvou mnozin A, B definujeme jako
mnozinu vSech uspofddanych dvojic ze slozek z A a B

Ax B={(a,b)|ac Abe B}.

+ Priklady {a,b} x {a} = {(a,a), (b;a)}, {c} x {a,b} ={(c,a),(c,b)}.
x Plati ) x X = () pro kazdou mnozinu X.

*x Mnemotechnickd pomtcka

[Ax B|=|A]-|B|.

Definice: Pro kazdé k € N, k > 0 definujeme usporadanou k-tici (ay, - - -, a;) induktivné
takto

- (al) = az,

= (a1, -, a5, a41) = ((a1, -+, @), aig1).
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Fakt: Plati (a1, --,ax) = (b1, -, by) pravé kdyz a; = b; pro kazdé i € N kde 1 < i < k.
Definice kartézského soucinu vice mnozin: Pro kazdé k£ € N definujeme

AlX“‘XAk;:{(al,"',a/k;)|ai€AiprOka‘Zdé1§i§k}'

« Pklad 78 = Z x 7 x 7. = {(i,4,k) | i, 4,k € Z}.
x Co je A°? {0}, nebot jedina uspoiddand O-tice je pravé prazdna ().

Poznamka: Podle uvedené definice neni soucin asociativni, tj. obecné nemusi platit, Ze
Ax (BxC)=(AxB)xC.

V matematické praxi je nékdy vyhodnéjsi uvazovat ,upravenou“ definici, podle niz soucin
asociativni je. Pro ucely této prednasky neni podstatné, k jaké definici se priklonime. Prezen-
tované definice a véty ,funguji“ pro obé varianty.

Potenéni mnozina

Definice 3.3. Potencéni mnozina mnoziny A,
neboli mnozina vSech podmnozin, je definovana vztahem

24 ={B|BC A}.
« Plati napiiklad 2{2% = {0, {a}, {b}, {a, b}},
« 20 = {0}, 200000 = {0, {0}, {{0}}, {0, {0}}},
x 20ebdel = {9 {(a,a)}, {(a, 1)}, {(a, ), (a,0)}}.
Véta 3.4. Pocet proki potencni mnoZiny spliuje |24] = 2141,

Dikaz: Stru¢né indukei podle |A]: Pro A = () plati [24] = [{0}| = 1.
Pro kazdy dalsi prvek b ¢ A rozdélime vSechny podmnoziny A U {b} napolovic na ty
neobsahujici b a na ty obsahujici b, tudiz

|2Au{b}| —9. |2A| _ 2|A\+1 ) 0

3.3 Porovnavani a uréeni mnozin

Pro obecnou ilustraci formalniho mnozinového kalkulu si ukazme dva dtkazy rovnosti
mezi mnozinovymi vyrazy. Podobné lze (rozepsanim pfislusnych definic) rutinné dokazo-
vat dalsi mnozinové vztahy.

Véta 3.5. Pro kazdé dvé mnoziny A, B C M plati AUB = AN B.
Diikaz v obou smérech rovnosti.
e AUBCANB: Prox € M plati z € AU B, pravé kdyz © ¢ AU B, neboli kdyz

zaroven x ¢ A a x ¢ B. To znamend z € A a zaroven x € B, z ¢ehoz vyplyva
pozadované z € AN B.

« AUB D AN B: Pro x € M plati z € AN B, pravé kdyz r € A a zaroven
x € B, neboli kdyz zdrovenn x ¢ A a z ¢ B. To znamend = ¢ AU B, z ¢ehoz vyplyva
pozadované z € AU B.
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Véta 3.6. Pro kazdé tri mnoziny A, B, C plati

A\ (BNC) = (A\B) U(A\C).
Dikaz.

« A\(BNC) C (A\B) U(A\C): Jelize A\ (BNC), pak x € A a zaroveil
r & (BNC), neboli z ¢ B nebo = ¢ C. Pro prvni moznost mame x € (A \ B), pro
druhou z € (A\ C).

e« Naopak A\ (BNC) O (A\B) U(A\C): Jeliz e (A\B) U(A\ (), pak
z € (A\ B) nebo x € (A\ C). Pro prvni moznost mame = € A a zaroven = ¢ B, z
¢ehoz plyne x € A a zaroven x ¢ (BNC), atudiz x € A\ (BNC). Druha moznost je
analogicka. O

Charakteristicky vektor (pod)mnoziny

V ptipadech, kdy vSechny uvazované mnoziny jsou podmnozinami néjaké nosne mnoziny
X, coz neni neobvyklé v programatorskych aplikacich, s vyhodou vyuzijeme néasledujici
reprezentaci mnozin.

Definice: Mé&me nosnou mnozinu X = {x1,zs,...,z,}. Pro A C X definujeme charak-
teristicky vektor y 4 jako

Xa = (c1,¢9,...,¢,), kde ¢; =1 pro x; € A a ¢; = 0 jinak.

UziteCnost této reprezentace je ilustrovana také nasledovnymi fakty.
o Plati A = B pravé kdyz xa = x5
o Mnozinové operace jsou realizovany ,,bitovymi funkcemi

sjednoceni ~ OR, prinik ~ AND, symetricky rozdil ~ XOR.

Princip inkluze a exkluze

Tento dtlezity a zajimavy kombinatoricky princip je nékdy také nazyvan ,princip zapo-

jeni a vypojeni. Pouziva se ke zjisfovani poct prvki mnozin s neprazdnymi priniky.
A

A B

C

Véta 3.7. Pocet prvki ve sjednoceni dvou ¢i tri mnozin spocitame:
|AUB| =|A|+|B| - |ANn B|

JAUBUC| =|A|+ |B|+|C|—|AnB|—|ANC|—|BNnC|+|ANnBNC|
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Komenta#: Vsimnéte si, ze vétu lze stejné tak vyuzit k vypoctu poctu prvkd v priniku
mnozin. . .

Priklad 3.8. Z 1000 televizi jich pfi prvni kontrole na vyrobni lince ma 5 vadnou
obrazovku, 10 je poskrabanych a 12 ma jinou zavadu. Pfitom 3 televize maji soucasné
vSechny tfi vady a 4 jiné jsou poskrabané a maji jinou vadu.

Kolik televizi je celkem vadnych?

Reseni: Dosazenim do Véty 3.7 zjistime visledek 17. O

Poznamka. Jen struc¢né, bez dikazu a blizsiho vysvétleni, si uvedeme obecnou formu principu

inkluze a exkluze:
n

Uaj- >y

j=1 0£IC{1,...n}

N4

el

(Jeho znalost nebude v pfedmétu vyzadovana.)

3.4 Relace a funkce mezi (nad) mnozinami

Dalsim dilezitym zakladnim ,,datovym typem“ matematiky jsou relace, kterym vzhledem
k jejich rozsdhlému pouziti v informatice vénujeme zvySenou pozornost. (Hlavni latka o
relacich prijde az v nasledujicich lekcich.)

Definice 3.9. Relace mezi mnozinami Ay, ---, Ay, pro k € N,
je libovolna podmnozina kartézského soucinu

RCA x---xA.
Pokud A; = --- = A, = A, hovotime o k-drni relaci R na A.

Komentaf: Priklady relaci.

{(1,a),(2,a)} je relace mezi {1,2,3} a {a,b}.

*

*

{(4,2.1) | © € N} je binarni relace na N.

*

{(i,7,i+7) | i,j € N} je ternarni relace na N.

*

{3.i | i € N} je unérni relace na N.

Jaky vyznam vlastné maji undrni a nuldrni relace na A?

*

Uvédomme si, jak obecné je relace definovana — jeji definice umoznuje podchytit skuteéné
libovolné ,vztahy“ mezi prvky téze i riznych mnozin. V praxi se relace velmi Siroce vyuzivaji
tfeba v rela¢nich databazich. ..

Funkce mezi mnozinami

Tradi¢ni ,,8kolni“ pojeti pojmu funkce jej obvykle identifikuje s néjakym vypocetnim
(analytickym) predpisem ¢i vzorcem. Pojem funkce je vSak daleko obecnéjsi a zcela abs-
traktni.
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Definice 3.10. (Totdlnti) funkce z mnoziny A do mnoziny B
je relace f mezi A a B takova, ze pro kazdé x € A existuje pravé jedno y € B takové, ze

(z,y) € f.

Mnozina A se nazyva definicni obor a mnozina B obor hodnot funkce f.

Komentaf#: Neformalné feceno, ve funkci f je kazdé ,,vstupni“ hodnoté z prifazena jedno-
znacné ,vystupni“ hodnota y. (V obecné relaci poéty ,ptifazenych“ dvojic neomezujeme. . . )

ZnaZeni: Misto (z,y) € f piSeme obvykle f(x) = y.
Zapis f: A — B 1ika, ze f je funkce s definicnim oborem A a oborem hodnot B.
Funkcim se také rikd zobrazeni.

Komentaf: Priklady funkci.

* Definujeme funkci f : N — N pfedpisem f(z) =2 +8. Tj. f = {(z,z+8) | x € N}.

* Definujeme funkci plus : N x N — N piedpisem plus(i,j) = i + j.
Tj. plus = {(i, 5,7 +j) | i,j € N}.

Definice: Pokud nasi definici funkce upravime tak, ze pozadujeme pro kazdé z € A
nejvyse jedno y € B takové, ze (z,y) € f, obdrzime definici parcidlni funkce z A do B.

Komenta#: V parcidlni funkci p nemusi byt pro nékteré ,vstupni* hodnoty x funkéni hod-
nota definovana.

Pro nedefinovanou hodnotu pouzivame znak L.

Komentaf#: Dalsi priklady funkci.

* Definujeme parcidlni funkci f : Z — N pfedpisem

34+ x jestlize x > 0,
fla) = { !

1 jinak.
Tj. f={(z,3+ ) | x € N}.

x Také funkce f : R — R dana béZnym analytickym predpisem

je jen parcialni — neni definovana pro x < 0.

x Co je relace, pritazujici lidem v CR jejich rodné ¢isla?

3.5 Posloupnosti a rekurentni vztahy

Specifickym pripadem funkci jsou ty, jez jsou definovany z ptirozenych ¢isel — u nich totiz
funkéni hodnoty mizeme snadno jednu po druhé vypsat jako f(0), f(1), f(2),... a také
takto jednoduse je zadat.

Definice: Funkce p : N — R se nazyva posloupnost. Mimo  funkéniho® zépisu p(n)
¢asto pouzivame indexovou“ formu zapisu funkéni hodnoty p,,.

Poznamka: Obor hodnot posloupnosti mize byt i jiny nez realna ¢isla. Na posloupnost se také
divame jako na ,sefazeni“ vybranych prvkia z oboru hodnot, s povolenym opakovanim hodnot
(nemusi byt prostd). Také definiéni obor posloupnosti mize byt od nuly nebo i od jednicky,
jak je v aplikacich potfeba.
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« Priklady posloupnosti:
x po=20, p1 =2,...,p; = 2i,... je posloupnost sudych nezapornych cisel.
x 3, 3.1, 3.14, 3.141, ... je posloupnost postupnych dekadickych rozvoji .
% 1, —1, 1, —1,... je posloupnost uréend vztahem p; = (—1)¢, i > 0.

x Pokud chceme stejnou posloupnost 1, —1, 1, —1,... zadat jako ¢;, 1 > 1, tak ji
uréime vzorcem ¢; = (—1)""1.

« Posloupnost je rostouct ¢i klesajici, pokud ppi1 > pn € ppa1 < pn pro vsechna n.

Rekurentni definice posloupnosti

Slovem rekurentni ozna¢ujeme takové definice (¢i popisy), které se v jistych bodech od-
volavaji samy na sebe. (Uz jste se setkali s ,rekurzi“ pii programovani? A vite, co
znamena?)

Misto nepiehlednych forméalnich definic si rekurentni vztahy uvedeme nékolika nazor-
nymi ukazkami.

o Zadame-li posloupnost p, vztahy po = 1 a p, = 2p,_1 pro n > 0, pak plati p, = 2"
pro vsechna n.

o Obdobné mtzeme zadat posloupnost g, vztahy ¢ = 1 a ¢, = ¢,_1 +n pron > 1.
Potom plati ¢, = %n(n + 1) pro vSechna n. Uméli byste toto dokazat indukci? Viz
Priklad 2.7.

e Znama Fibonacciho posloupnost je zadana vztahy fi1 = fo=1a f, = f._1+ fn_2 pro
n > 2.

Rozs§itujici studium

4 Binarni relace, Ekvivalence

Uvod

V navaznosti na predchozi lekci si podrobné rozebereme matematické formalismy relaci.
Na rozdil od mnozin, které se v jisté velmi naivni formé objevuji uz na zakladni skole, se
relacim v jejich abstraktni podobé moc pozornosti nevénuje. AvSak na pojem relace velmi
brzo narazi (snad) kazdy informatik pfi studiu relac¢nich databazi.

Neni to vsak jen oblast databazi, ale i jina mista informatiky, kde se relace skryvaji
¢i primo explicitné objevuji. Nejcastéji se takto setkame s binarnimi relacemi, napiiklad
vzdy, kdyz rozdélujeme objekty podle ,shodnych® znaku (relace ekvivalence), nebo kdyz
objekty mezi sebou ,,srovnavame* (relace uspoiadani). Na tyto dvé zakladni oblasti se dale
zamérime.

Cile

Ukolem této lekce je vybudovat matematickou teorii (koneénych) relaci, s primarnim

zaméfenim na binarni relace jako ekvivalence a usporadani. Ve vztahu k binarnim relacim

je zavedeno mnozstvi pojmi, které jsou pozdéji uzitecné v riiznych oblastech matematiky i
informatiky. Latka pak plynule pokracuje Lekci 5.
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4.1 Reprezentace koneénych relaci

Oblast, kde informatici nej¢astéji potkaji relace, je bezesporu ukladéni dat. (Nebot shro-
mazdovand data, stejné jako relace, predevsim sleduji vztahy mezi danymi objekty. .. )

Piiklad 4.1. Tabulky relacni databaze.
Definujme nésledujici mnoziny (,elementarni typy*)
x ZNAK ={a,---,2, A, -+, Z, mezera},

x CISLICE =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Déle definujeme tyto mnoziny (,,odvozené typy*)
x+ JMENO = ZNAKY, PRIJMENI = ZNAK?*,

+ VEK = CISLICE?,

x ZAMESTNANEC = JMENO x PRIJMENI x VEK.
Relaci ,typu“ ZAMESTNANEC pak lze reprezentovat tabulkou:

| JMENO | PRIJMENI | VEK |

Jan Novak 42
Petr Vichr 28
Pavel Zima 26

O

Definice: Relacni databaze je koneénd mnozina tabulek. Schéma databaze je (zjednodu-
Sené fefeno) mnozina ,typu“ jednotlivych tabulek.

Reprezentace binarnich relaci na mnoziné
Jisté ¢tendfi uznaji, ze zadani relace vyctem jejich slozek neni pro ¢lovéka (na rozdil od
pocitace) tim nejpifjemnéjsim zptisobem. Je tedy pfirozené se ptét, jak co nejnazornéji
takovou relaci, alespon v jeji nejcastéjsi binarni podobé, ukazat.
ZnaZeni: Binarni relaci R C M x M lze jednozna¢né znazornit jejim grafem.

o Prvky M znazornime jako body v roviné.

e Prvek (a,b) € R znazornime jako orientovanou hranu (,Sipku®) z a do b. Je-li a = b,

pak je touto hranou ,smycka“ na a.

Komentéa¥: Pozor, nejednd se o ,grafy funkci“ zndmé z analyzy.
Nepiiklad méjme M = {a,b,c.d,e, [} a B = {(a,b), (b,), (b,d), (b,€), (b, f), (d),
(e,c), (fc), (e,d), (e, f), (f,b)}, pak: ;
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V pripadé, ze R je nekonecna nebo ,velkd“, mize byt reprezentace R jejim grafem
neprakticka (zalezi pak na mife ,pravidelnosti“ R).

4.2 Vlastnosti binarnich relaci

Definice 4.2. Necht R C M x M. Binarni relace R je
o reflexivni, pravé kdyz pro kazdé a € M plati (a,a) € R;

D D

o ireflexivni, pravé kdyz pro kazdé a € M plati (a,a) € R;

KK

o symetricka, pravé kdyz pro kazdé a,b € M plati, Ze jestlize (a,b) € R, pak také

(b,a) € R;
S

o antisymetricka, pravé kdyz pro kazdé a,b € M plati, Ze jestlize (a,b), (b,a) € R, pak

a = b }:

e tranzitivni, pravé kdyz pro kazdé a,b,c € M plati, Ze jestlize (a,b), (b,c) € R, pak

také (a,c) € R.
a b c

N

Nésleduji dva zékladni typy binarnich relaci, R je
o relace ekvivalence, pravé kdyz je R reflexivni, symetricka a tranzitivni;
o Cdstecné usporaddant, préavé kdyz je R reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni (¢asto
fikdme jen usporaddni).
Poznamka: Pozor, mize byt relace symetricka i antisymetricka zaroven? Ano!
Vezméte si relaci R = {(x,z) | x € M}, ktera obé jmenované vlastnosti spliiuje. Proto pokud

jste tfeba dotéazani, zda relace je symetrickd, nestaci se v odpovédi odvolavat na fakt, ze je
antisymetricka(!), nebot tyto vlastnosti se nevyluéuji.

<D <D <D

Priklad 4.3. Nékolik prikladi relaci definovanych v prirozeném jazyce.

Bud M mnozina vSech studentii 1. roéniku FI. Uvazme postupné relace R C M x M
definované takto

x (r,y) € R pravé kdyz = a y maji stejné rodné ¢islo;
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*

x,y) € R pravé kdyz x ma stejnou vysku jako y (dejme tomu na celé mm);

*

x (x,y) € R pravé kdyz x mé alespon takovou vysku jako y;

*

(z,y)

(x,y) € R pravé kdyz vyska = a y se nelisi vice jak o 2 mm;

(z,y)

(x,y) € R pravé kdyZz x méa jinou vysku nez y (dejme tomu na celé mm);

x (z,y) € R pravé kdyz « je zamilovan(a) do y.

Zamyslete se podrobné, které z definovanych vlastnosti tyto relace maji. O

Priklad 4.4. Jaké vlastnosti maji nasledujici relace?

+ Bud R C NxN definovand takto (x,y) € R pravé kdyz z déli y. (Cédstecné usporadant,
ale ne kazda dvé ¢isla jsou porovnatelna.)

x* Bud R C N x N definovand takto (x,y) € R pravé kdyz x a y maji stejny zbytek po
déleni ¢islem 5. (Ekvivalence.)

x Necht FF' = {f | f: N — N} je mnozina funkci. Bud R C F x F definované takto
(f,9) € R pravé kdyz f(x) < g(z) pro vSechna z. (Antisymetricka a tranzitivni, ale
ne reflexivni — neni uspotradani.) O

4.3 Relace ekvivalence

e Relace R C M x M je ekvivalence praveé kdyz R je reflexivni, symetrickd a tranzitivni.
Tyto tii vlastnosti je tedy tfeba ovérit k diikazu toho, ze danéa relace R je ekvivalence.

« Jak vypada graf ekvivalence?

o Neforméalné feceno: ekvivalence je relace R C M x M, takova, ze (x,y) € R pravé
kdyz z a y jsou v né€jakém smyslu ,stejné.
Komenta¥: Bud M mnozina vSech student 1. roéniku FI. Uvazme postupné relace R C
M x M definované takto
% (x,y) € R pravé kdyz = mé stejnou vysku jako y;
* (z,y) € R pravé kdyz = ma stejnou barvu vlast jako y;
y) € R pravé kdyz x,y maji stejnou vysku a stejnou barvu vlasi;

% (x,y) € R pravé kdyz z,y maji bud stejnou vysku nebo stejnou barvu vlast.

Tato relace obecné neni ekvivalence ! Pro¢?)

(

* (,
(
(

Priklad 4.5. Bud' R C N x N binérni relace definovana takto: (x,y) € R pravé kdyz
|x — y| je délitelné tiemi.

V jakém smyslu jsou zde x a y ,stejné”“? Davaji stejny zbytek po déleni tfemi. O
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Priklad 4.6. Bud R binarni relace mezi vSemi studenty na prednasce IBO00 defino-
vana takto: (z,y) € R pravé kdyz x iy sedi v prvni lavici.
Proc se v tomto ptipadé nejedna o relaci ekvivalence? Protoze neni reflexivni pro studenty
sedici v dalsich lavicich. (Takze si davejte dobry pozor na spravné pochopeni definic.) O

4.4 Rozklady a jejich vztah k ekvivalencim

Naplni této casti je ukazat jiny prirozeny pohled na ekvivalence.

Definice 4.7. Rozklad. Bud M mnoZina.

Rozklad (na) M je mnoZina podmnozin NV C 2™ spliujici nasledujici t¥i podminky:
~ 0 € N (tj. kazdy prvek N je neprazdna podmnozina M);
— pokud A, B € N/, pak bud A = B nebo AN B = {);
— Usenv A= M.

Prvkim N se také ¥ikéa tridy rozkladu.

Komentar:

* Bud M = {a,b,c,d}. Pak N' = {{a},{b,c},{d}} je rozklad na M.

% Necht Ag ={k €N |k mod3=0}, Ay ={k €N |k mod 3 =1},
Ay ={k € N| k mod 3 = 2}.
Pak N = {Ay, A1, Ao} je rozklad vSech piirozenych ¢isel N podle zbytkovych t¥id.

* Kazdy rozklad V' na M jednoznacéné urc¢uje jistou ekvivalenci Rx na M.
Véta 4.8. Bud M mnozina a N rozklad na M. Necht Ryy € M x M je relace na M
definovand takto
(z,y) € Ry prdavé kdyZ existuje A € N takovd, Ze x,y € A.
Pak Ry je ekvivalence na M.

Dikaz: Dokazeme, Ze Ry je reflexivni, symetricka a tranzitivni (Definice 4.2).

o Reflexivita: Bud = € M libovolné. Jelikoz N je rozklad na M, musi existovat A € N
takové, ze © € A (jinak spor se tfeti podminkou z Definice 4.7). Proto (x,x) € Ry,
tedy Ry je reflexivni.

« Symetrie: Necht (z,y) € Ry. Podle definice Ry pak existuje A € N takovd, Ze z,y €
A. To ale znamena, Ze také (y,x) € Ry podle definice Ry, tedy Ry je symetricka.

o Tranzitivita: Necht (x,y), (y,2) € Ry. Podle definice Ry existuji A, B € N takové,
ze v,y € Aay,z € B. Jelikoz AN B # (), podle druhé podminky z Definice 4.7 plati
A= B. Tedy z,z € A= B, proto (z, z) € Ry podle definice Ry 0O

Véta 4.9. Bud M mnoZina a R ekvivalence na M. Pro kaZdé x € M definujeme mnoZinu
2] ={y € M| (z,y) € R}.
Pak {[z] | x € M} je rozklad na M, ktery znacime M/R.
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Dikaz: Dokazeme, ze M /R spliiuje podminky Definice 4.7.
Pro kazdé [z] € M/R plati [z] # 0, nebot z € [z].

Necht [z], [y] € M/R. UkaZzeme, ze pokud [z] N [y] # 0, pak [z] = [y].

Jestlize [z]N[y] # 0, existuje z € M takové, ze z € [x] a z € [y]. Podle definice [z] a [y]
to znamend, ze (z, 2), (y, 2) € R. Jelikoz R je symetricka a (y, z) € R, plati (z,y) € R.
Jelikoz (x,2),(z,y) € R a R je tranzitivni, plati (z,y) € R. Proto také (y,z) € R
(opét ze symetrie R). Nyni dokazeme, Ze [y] = [z]:
* ,[x] C [y]:“ Necht v € [z]. Pak (x,v) € R podle definice [z]. Déle (y,z) € R (viz vySe),
tedy (y,v) € R nebot R je tranzitivni. To podle definice [y] znamena, ze v € [y].

* [yl C [z]:“ Necht v € [y]. Pak (y,v) € R podle definice [y]. Dale (z,y) € R (viz vySe),
tedy (z,v) € R nebot R je tranzitivni. To podle definice [z] znamena, ze v € [z].

Plati Upyjen/rlz] = M, nebot x € [z] pro kazdé x € M. O

Rozsifujici studium

Usporadané mnoziny, Uzavéry

Uvod

V této lekci dale pokracujeme probiranim binarnich relaci na mnozinach jako nastroji
vyjadiujicimi vztahy mezi objekty. Zaméiujeme se nyni predevsim na relace ,,srovnavajici“
objekty podle jejich vlastnosti. Takto vagné opsané relace mivaji jasné spolecné znaky, které
se objevuji ve zde uvedené formalni definici relace usporadani.

Nasledné se také zabyvame zpitisobem, jak libovolnou relaci ,,obohatit” o néjakou vlast-
nost. Tnto tikol vede na rozsifovani nasi relace (tj. pridavani dvojic) do jejiho takzvaného
uzaveru.

Cile
Definujeme relace usporadani a pojmy k nim se vztahujici. Dale ukazeme operatory
uzaveri relaci.

5.1 Usporadané mnoziny

Zopakujme si na avod. ..
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e Relace R C M x M je (¢dstecné) usporadani pravé kdyz R je reflexivni, antisymetricka
a tranzitivni. Tyto tii vlastnosti je tedy treba ovérit k ditkazu toho, ze dané relace R
je usporadani.

o Neformdlné feceno: usporadani je takova relace R C M x M, kde (z,y) € R pravé
kdyz = je v néjakém smyslu ,mensi nebo rovno* nez y. Mohou ovSem existovat

takova x,y € M, kde neplati (z,y) € R ani (y,z) € R. (Pak fikdme, Ze = a y jsou
nesrovnatelné.)

Komentaf¥: Zajisté jste se jiz neformalné setkali s ,neostrym* usporadanim cisel < a ,o0st-
rym“ usporadanim <.Vsimnéte si dobfe, Ze ndmi definované usporadani je vzdy ,neostré.
Avsak pokud byste chtéli definovat ,,ostré“ usporadani, mélo by vlastnosti ireflexivni, anti-
symetrické a tranzitivni. (P¥ili§ se vSak toto nepouziva.)

« Jak nazorné zobrazit (¢astecné) usporadani? Piiklad zjednoduseného zakresleni (jsou
vynechény Sipky vyplyvajici z reflexivity a tranzitivity, viz Oddil 5.3):

12
. 4/ \ g 9 10 11
délitelnost: T /M

N

Vsimnéte si, ze je zvykem ,vétsi“ prvky kreslit nad ty ,,mensi®.
Definice 5.1. Usporadana mnozina je dvojice (M,C),

kde M je mnozina a C je (¢astecné) usporadani na M.

Definice: Uspotadani R na M je linedarni (nebo také uplné), pokud kazdé dva prvky M
jsou v R srovnatelné.

Komenta#: Bud M mnozina vSech studenti 1. ro¢niku FI. Uvazme postupné relace uspo-
radani R C M x M definované takto:

* (x,y) € R pravé kdyz x mé alespon takovou vysku jako y;
* (z,y) € R pravé kdyz y méa alespon takovou vysku jako z;

* (z,y) € R pravé kdyz = a y maji stejné rodné ¢islo. (Dobfe si promyslete, pro¢ se jedna
o usporadani. Které dvojice jsou viibec porovnatelné?)

Dalsi ukazky usporadanych mnozin nasleduji zde:

% (N, <) je linedrné usporadana mnozina, kde < mé ,,obvykly“ vyznam.
x (N, |), kde | je relace délitelnosti, je usporddand mnozina. Toto usporadani neni linearni.
* Bud M mnozina. Pak (2M,C) je uspofddana mnozina (fikdme inkluzi).
Piiklad 5.2. Usporadani ,,po sloZkach®.

Necht (A, <4) a (B,<p) jsou uspordadané mnoziny. Definujme binarni relaci C na

A x B predpisem
(a,b) C (a/,b') pravekdyz a<sad ab<pl.
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Pak (A x B,LC) je uspofddand mnozina. Toto usporadéani se nazyva ,po slozkach“. O

Priklad 5.3. Lezikografické usporadani.
Necht (A, <4) a (B, <p) jsou usporddané mnoziny. Definujme binérni relaci < na
A x B predpisem

(a,b) < (a/,0/) pravé kdyz buda<,d aa#d,neboa=d ab<pl.

Pak (Ax B, =) je uspofadand mnozina. Navic pokud <4 i <p jsou lineérni, je i < linearni.
Toto uspotradani se nazyva lexikografické. O

Fakt: Jsou-li (Ay,<y), -, (A,, <) uspofdadané mnoziny, kde n > 2, pak mnoZinu
Ay x -+ x A, lze usporadat po slozkach nebo lexikograficky.
Vsimnéte si, ze lexikograficky se fadi slova ve slovniku. ..

5.2 Dalsi pojmy usporadanych mnozZin

K tématu usporadanych mnozin se vztahuje mnozstvi drobnych pojmi, které potkate v
riznych oblastech matematiky i informatiky.

Definice 5.4. Bud (M, C) usporadana mnozina.
e © € M je minimalni praveé kdyz pro kazdé y € M plati, ze jestlize y C x, pak = C y.
(Tj. z je minimalni pravé kdyz neexistuje zadny prvek ostie mensi nez x.)

X
e x € M je mazimalni pravé kdyz pro kazdé y € M plati, ze jestlize x C y, pak y C .

(Tj. = je maximdlni pravé kdyz neexistuje zadny prvek ostie vétsi nez x.)

e © € M je neymensi pravé kdyz pro kazdé y € M plati, ze z C y.

E

e © € M je nejvétsi pravé kdyz pro kazdé y € M plati, ze y C x.

o x € M pokryva y € M pravé kdyz x # y, y = x a neexistuje zadné z € M takové, ze

r#z#yayl zCx. X
Y

e £ € M je horni zdvora (mez) mnoziny A C M pravé kdyz y C x pro kazdé y € A.

e © € M je dolni zavora (mez) mnoziny A C M pravé kdyz x C y pro kazdé y € A.
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e x € M je supremum mnoziny A C M, pravé kdyz = je nejmensi horni zédvora mno-
ziny A.

e x € M je infimum mnoziny A C M prave kdyz x je nejvétsi dolni zavora mnoziny A.

o« A C M je retézec v usporadani C praveé kdyz (A, C) je linedrné usporadand mnoZina.

Komenta¥: Pozor! Nékteré uvedené definice maji dosti ,netrivialni chovani“ na nekonec-
nych mnozinach. Proto je budeme obvykle uvazovat jen nad koneénymi mnozinami. ..
Relace predusporadani

Definice: Relace R C M x M je predusporddani (také kvaziusporaddni, nebo polouspo-
radant) préavé kdyz R je reflexivni a tranzitivni.

Komenta¥: Rozdil mezi uspordadanim a predusporadanim je (neformélné feceno!) v tom, ze
u predusporadani srovnavame prvky podle kritéria, které neni pro dany prvek jedinecné. V
predusporadani takto mohou vznikat ,,cykly*.

Tvrzeni 5.5. Je-li C predusporadani na M, miizeme definovat relaci ~ na M predpisem
r~y pravekdyz xCyayl x.
Pak ~ je ekvivalence na M, kterd se nazyva jadro preduspordadani C.
Na rozkladu M/ ~ pak lze zavést relaci < definovanou takto
[z] < [y] prévé kdyz = C y.
Pak (M/ ~, <) je uspofadand mnozZina. O

Komenta#: Pro priklad si vezméme relaci délitelnosti na Z. Pak tfeba —2 ~ 2. Jadrem zde
jsou dvojice ¢isel stejné absolutni hodnoty.

5.3 Hasseovské diagramy

Hasseovské diagramy uspotfadanych mnozin jsou prehlednéjsi nez grafy relaci. Napriklad:

N d/é

I

N\

a b c da e 1
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Definice: Hasseousky diagram koneéné uspordadané mnoziny (M,C) je (jednoznacéné)
grafické znazornéni vzniklé takto:

— Do prvni ,horizontalni vrstvy“ zakreslime body odpovidajici mininalnim prvkim
(M,C) (tj. které nepokryvaji nic).

— Mame-li jiz zakreslenu ,vrstvu“ i, pak do ,vrstvy“ i + 1 (ktera je ,nad“ vrstvou 1)
zakreslime vSechny nezakreslené prvky, které pokryvaji pouze prvky ,vrstev® < i. Po-
kud prvek x ,vrstvy* i+1 pokryva prvek y ,vrstvy® < i, spojime x a y neorientovanou
hranou (tj. ,,éarou®).

Priklad 5.6. Relaci délitelnosti na mnoziné {1,2, ..., 12} zakreslime:

12
. 4/ \ g 2 10 11
délitelnost: T /M

N

O

Komenta#: Jak vidime, v Hasseové diagramu ,vynechavame® ty hrany relace C, které vy-
plyvaji z reflexivity ¢i tranzitivity. To cely obrazek vyrazné zprehledni, a pritom nedochazi
ke ztraté informace. Lze vynechat i Sipky na hranéch, nebot dle definice vSechny mifi
,vzhuru®.

Také pojem ,,vrstvy* v definici je jen velmi neformalni, dilezité je, ze vétsi (pokryvajici)
prvky jsou nad mensimi (pokryvanymi).

5.4 Uzavéry relaci
Bud V (n&jak4) vlastnost binarnich relaci. Rekneme, ze V' je uzaviratelnd, pokud splituje
nasledujici podminky:

— Pro kazdou mnozinu M a kazdou relaci R C M x M existuje alespon jedna relace
S C M x M, kterda ma vlastnost V' a pro kterou plati R C S.

— Necht I je mnozina a necht R; C M x M je relace majici vlastnost V' pro kazdé i € I.
Pak relace ;c; 2; ma vlastnost V.

Fakt: Libovolna kombinace vlastnosti reflexivita, symetrie, tranzitivita je uzaviratelna
vlastnost. Antisymetrie neni uzaviratelna vlastnost.

Véta 5.7. Necht'V je uzaviratelnd vlastnost bindrnich relaci. Bud M mnozina a R libo-
volnd binarni relace na M. Pak pro mnozZinu vsech relaci S O R na M majicich vlastnost
V' existuge infimum Ry (vzhledem k mnoZinové inkluzi), které samo md vlastnost V.

Tuto ,nejmensi relaci Ry s vlastnosti V nazyvame V -uzavér relace R.
Tvrzeni 5.8. Bud R binarni relace na M.

* Reflexioni uzdver R je ptfesné relace RU {(x,z) |z € M}.
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« Symetricky uzdvér R je presnd relace R= {(z,y) | (z,y) € R nebo (y,z) € R}.

Bud 7 funkce, kterd pro kazdou binarni relaci S vrati relaci
T(S)=SU{(z,z2)| existuje y takové, ze (x,y), (y,z) € S}

aT!=1To---07 budiz i-krat iterovana aplikace funkce 7.
*'/_/

(2

x Tranzitivni uzdvér R je presné relace RT = J2, T4(R).
+ Reflexivni a tranzitivni uzavér R je presné relace R* = [J22, 7°(Q), kde Q je reflexivni
uzaver R.

* Reflexivni, symetricky a tranzitivni uzavér R (tj. nejmensi ekvivalence obsahujici R)
>

je presné relace (Q)", kde @ je reflexivni uzavér R.

Komenta#: Vyznam reflexivnich a symetrickych uzavéru je z predchoziho docela ziejmy.
Vyznam tranzitivniho uzévéru R™ je nésledovny: Do RT pfiddme vsechny ty dvojice (z, 2)
takové, ze v R se lze ,dostat po Sipkdch“ z = do z. A jak bylo dfive Feceno, antisymetricky
uzavér relace prosté nema smysl.

Bud R € N x N definovana takto: R = {(i,i + 1) | i € N}. Pak R* je bézné <.

Rozs§ifujici studium

6 Vlastnosti funkci a Skladani relaci

Uvod

Vratme se nyni k latce Lekce 3. Z jejiho pokrocilého obsahu jsme doposud velmi de-
tailné probirali relace a jejich jednotlivé vlastnosti. Nyni se podivejme, jak lze relace mezi
sebou ,skladat“, coz je napiiklad zakladni technika prace s relacnimi databazemi. Je vSak
i jiné misto, kde jste se zajisté se skladanim relaci setkali — jedna se o skladani funkci. Jak

vvvvvv

vratime k problematice rekurentnich definic (vztahi).

Cile

V této lekci definujeme zakladni vlastnosti funkci a predevsim popiSeme a podrobné
rozebereme skladani relaci a navazné skladani funkci jako relaci. Na zavér se strucné podi-
vame na problematiku induktivnich definic funkci, coby na rozsiteni rekurentnich vztahu z

Oddilu 3.5.

6.1 Vlastnosti funkeci

Definice: Funkce f: A — B je

— injektivni (nebo také prostd) pravé kdyz pro kazdé x,y € A, x # y plati, ze f(x) #
f);
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— surjektivni (nebo také ,na“) pravé kdyz pro kazdé y € B existuje x € A takové, zZe
f(x) =y;
— bijektivni (vzdj. jednoznacna) pravé kdyz je injektivni a soucasné surjektivni.
Komenta#: Ukazky vlastnosti funkci.
* Funkce plus : N x N — N je surjektivni, ale neni prosta.
* Funkce g : Z — N dand predpisem
() = —2x —1 jestlize x <0,
)= 2z jinak
je bijektivni.
* Funkce () : ) — () je bijektivni.

* Funkce () : ) — {a, b} je injektivni, ale neni surjektivni.

6.2 Inverzni relace a skladani relaci

Definice: Necht R C A x B je binarni relace mezi A a B. Inverzni relace k relaci R se
zna¢i R a je definovéna takto:

R™' = {(b,a) | (a,b) € R}
(R7! je tedy relace mezi B a A.)

Komenta¥: Priklady inverzi pro relace—funkce.
* Inverzi bijektivni funkce f(x) = x + 1 na Z je funkce f~1(z) =z — 1.
* Inverzi prosté funkce f(z) = e® na R je parcidlni funkce f~!(x) = Inz.

* Funkce g(r) = x mod 3 neni prostd na N, a proto jeji inverzi je , jen“ relace g~! =

{(a,b) | a = b mod 3}.
Konkrétné g—! = {(0,0), (0,3),(0,6),...,(1,1),(1,4),...,(2,2),(2,5),...}.

Tvrzeni 6.1. Mé&jme funkci f : A — B. Pak jeji inverzni relace f=! je
a) parcialni funkce pravé kdyz f je prostd,

b) funkce prave kdyz f je bijektivni.
Dikaz vyplyva pfimo z definic funkce a inverze relace. O

Definice 6.2. SloZeni (kompozice) relaci R a S.
Necht R C Ax B a S C B xC jsou binarni relace. SloZenirelaci R a S (v tomto poradi!)
je relace So R C A x C definovana takto:

SoR={(a,c)|existuje b € B takové, ze (a,b) € R, (b,c) € S}
SloZeni relaci ¢teme ,, R slozeno s S“ nebo (pozor na potadi!) ,,S po R

Komentaf: Priklady skladani relaci.

* Je-li
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— A={ab}, B={1,2}, C={X},

- R={(a,1),(b

pak slozenim vznikne relace

- SoR={(a,X),(b,X)}.

,1)’(1)’ 2)}7 S = {(LX)}a

% Slozenim funkei h(z) = 22 a f(x) = x + 1 na R vznikne funkce

Foh(x) = f(h(z) = a®+1.

% Slozenim téchze funkci ,naopak® ale vznikne funkce ho f (z) = h(f(z)) =

Poznamka: Nepfijemné je, ze v nékterych oblastech matematiky (napiiklad v algebfe pfi skladani
zobrazeni) se setkdme s pravé opacnym zapisem sklddani, kdy se misto S o R pise R - S nebo
jen RS. Proto je si vzdy dobré slovné ujasnit, které poradi skladanych relaci mame na mysli.

My zde zasadné budeme pouzivat potradi S o R.

6.3 Skladani relaci ,,v praxi“

Podivejme se nyni, jak se skladani relaci prirozené objevuje v praci s relacnimi databa-
zemi. (D4 se zjednodusené ¥ici, Ze pravé v operatoru skladani tabulkovych relaci je hlavni

smysl rela¢nich databazi. .. )

(x4 1)2.

Priklad 6.3. Skladani v relacni databazi studentii, jejich predmétii a fakult.

Méjme dvé binarni relace — jednu R prifazujici studentiim MU kédy jejich zapsanych
predmétii, druhou S piitazujici kody predmétt jejich matefskym fakultam. Maly vysek

z téchto relaci mize v tabulkové reprezentaci vypadat tfeba nasledovné.

student (uco) | predmét (kéd)
121334 MAO010
133935 M4135

It 133935 [A102 S
155878 M1050
155878 IB000

Jak z téchto ,tabulkovych“ relaci zjistime, ktefi studenti maji zapsané predméty na

kterych fakultdch (tfeba na FI)?

Jedné se jednoduse o slozeni relaci S o R. V nasem prikladé tabulkové reprezentace

vyjde vysek:

predmét (kéd) | fakulta MU
MAO010 FI
IB000 FI
[A102 FI
M1050 PrF
M4135 PiF

student (uco) | fakulta MU
121334 FI
133935 FI
SR 133035 PiF
155878 FI
155878 PrF
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Zobecnéné skladani relaci

V praktickych pouzitich relacnich tabulek povétsinou nevystacime jen s binarnimi rela-
cemi, takZe je prirozené se ptat, jestli lze podobné skladat i vice-arni relace. Odpovéd je
snadné — Ize to a ani nepotrebujeme novou definici, vysta¢ime s tou, kterou uz mame
vyse uvedenou.

Fakt (skladant relact vyssi arity):

Méjme relace T' C K1 X Ko X ... X K aU C Ly X Ly x ... X Ly, pricemz pro néjaké

m < min(k,?) plati Ly = Ky 01, Lo = K19, ..., Ly, = K. Pak relaci T lze sloZit s

relaci U na zvolenych m slozkéch Ly, ..., L,, (,prekryti“) s pouzitim Definice 6.2 takto:
x Polotme A=Ky X ... x Ky, B=Li x... XL, aC=1Lj X...x L.

—

* Prislusné relace pak jsou R = {(d,b) € A x B | (a1,...a5_m,b1,...bp) € T} a

—

S={(b,¢) e BxC| (by,...bm,Cmi1,...c0) €U}
x Nakonec pfirozené polozme U o,, T' >~ A o B, takze vyjde
UowT = {(d,&) | ex. b€ B, #e (a1,...a5_m,b1,...bm) €T a (by,...bpm,Cmat,...c0) €U}
Schematicky pro snazsi orientaci ve slozkach nasich relaci:
TC KiX..XKgpx Kpo0x...xKg
U C Ly X ... XLy XLpip X...x Ly

Uo,TC K;x...xKi_,X X L1 X oo X Ly
A B C

Opét je nejjednodussi si koncept skladani vicecetnych relaci ilustrovat piikladem.

Priklad 6.4. Skladani v relacni databazi pasazéri a letii u leteckych spolecnosti.

Podivejme se na ptiklad hypotetické rezervace letti pro cestujici, relace T'. Jak zndmo
(tzv. codeshare), letecké spolecnosti si mezi sebou ,déli“ mista v letadlech, takze rizné
lety (podle kédi1) jsou ve skutecnosti realizovany stejnym letadlem jedné ze spole¢nosti.
To zase ukazuje relace U.

pasazér | datum let datum let letadlo
Petr 5.11. | OK535 5.11. OK535 CSA
7. | Pavel 6.11. | OK535 . | 511 | AF2378 CSA
Jan 5.11. | AF2378 " | 5.11. | DL5457 CSA
Josef 5.11. | DL5457 6.11. OKb535 | AirFrance
Alena 6.11. | AF2378 6.11. AF2378 | AirFrance

Ptame-li se nyni, setkaji se Petr a Josef na palubé stejného letadla? Pripadné, ¢i letadlo
to bude? Odpovédi nam da zase slozeni relaci U oy T', jak je posano vyse.

pasazér | letadlo
Petr CSA
Josef CSA

UOQT:

Zkuste se zamyslet, lze tyto dvé relace skladat jesté jinak? Co by pak bylo vyznamem?
O
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6.4 Skladani funkci, permutace

Soustfedme se nyni na dalsi oblast, kde béZné a ptirozené pouzivame skladani relaci, aniz
si to uvédomujeme.

Fakt: Mé&jme zobrazeni (funkce) f: A — B a g: B — C. Pak jejich sloZenim coby relaci
v tomto pofadi vznikne zobrazeni (g o f) : A — C definované

(go f)x) =g(f(x))-

Komentar:
* Jak napiiklad na bé&Zné kalkulacce vypocéteme hodnotu funkce sin? z ? Slozime (v tomto

pofadi) ,elementarni“ funkce f(z) = sinz a g(z) = 22

* Jak bychom na ,elementarni“ funkce rozlozili aritmeticky vyraz 2log(z? 4+ 1)? Ve
spravném potadi slozime funkce fi(z) = 22, fo(zr) =2 +1, f3(z) =logz a fi(z) = 2.

* A jak bychom obdobné vyjadrili slozenim funkei aritmeticky vyraz sinxz + cosx? Opét
je odpovéd piimocard, vezmeme ,elementarni“ funkce ¢g;(z) = sinz a go(x) = cosz, a
pak je ,slozime“ dalsi funkci h(x,y) = z +y. Vidime vsak, ze takto pojaté ,sklddani“
uz nezapadd hladce do naseho formalismu skladéni relaci.

Pro nedostatek prostoru si skladani funkci s vice parametry nedefinujeme, ale sami vidite,
ze obdobné sklddani se v programétorské praxi vyskytuje doslova ,na kazdém rohu“ a
ani se nad tim nepozastavujeme.

Skladani permutaci

Po zbytek tohoto oddilu se zaméfime na permutace coby specidlni pripad (bijektivnich)
zobrazeni.

Definice: Necht permutace m mnoziny [1, n| je uréena sefazenim jejich prvka (pi, ..., p,).
Pak 7 je zarovenl bijektivnim zobrazenim [1,n] — [1,n] definovanym ptedpisem 7 (i) = p;.
Tudiz lze permutace skladat jako relace podle Definice 6.2.

Poznamka: VSechny permutace mnoziny [1,7]| spolu s operaci sklddani tvoifi grupu, zvanou
symetrickd grupa S,. Permuta¢ni grupy (podgrupy symetrické grupy) jsou velice dulezité v
algebfe, nebot kazda grupa je vlastné isomorfni nékteré permutacni grupé.

Komenta#: Piikladem permutace vyskytujicim se v programatorské praxi je tfeba zobrazeni
i+— (i 4+ 1) mod n.

Casto se programator setkava (aniz si to mnohdy uvédomuje) s permutacemi p¥i indexaci
prvki poli.

V kontextu pohledu na funkce a jejich skladani coby relaci si zavedeme jiny, nazornéjsi,
zpusob zapisu permutaci — pomoci jejich cykla.
Definice: Nechf 7 je permutace na mnoziné A. Cyklem v 7 rozumime posloupnost
(ay,ag,...,ar) raznych prvka A takovou, ze m(a;) = a;41 pro i = 1,2,...,k — 1
am(ag) = ap.
Jak ndzev napovida, v zapise cyklu (aq, as, . . ., ax) neni dulezité, kterym prvkem zacneme,
ale jen dodrzeni cyklického poradi. Cyklus v permutaci mize mit i jen jeden prvek (zob-
razeny na sebe).
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Komenta¥: Nakreslete si (vAmi zvolenou) permutaci m obrazkem, ve kterém vedete Sipku
vzdy od prvku i k prvku 7 (7). Pak uvidite, ze cykly dle nasi definice jsou pravé cykly tvorené
sipkami ve vasem obrazku. S timto grafickym zobrazenim pro vas nebude problém pochopit
nasledujici tvrzeni.

Naptiklad permutaci (5,3,4,8,6,1,7,2) si lze obrazkem nakreslit takto:

Véta 6.5. KaZdou permutaci m na konecné mnoziné A lze zapsat jako sloZeni cykli na
disjunktnich podmnoZzindch (rozkladu) A.

Dikaz: Vezmeme libovolny prvek a; € A a iterujeme zobrazeni ay = 7(ay), ag = m(as),
atd., az se dostaneme ,zpét“ k ap,1 = m(ax) = a;. Pro¢ tento proces skoné¢i? Protoze A
je konecna a tudiz ke zopakovani nékterého prvku ai,; musi dojit. Nadto je 7 prosta, a

proto nemtize nastat m(ay) = a; pro j > 1. Takto ziskame prvni cyklus (aq, ..., ay).
Induktivné pokracujeme s hleddnim dalsich cykli ve zbylé mnoziné A\ {ay,...,ax},
dokud neztstane prazdna. O

ZnaZeni permutaci cykly: Nechf se permutace 7 podle Véty 6.5 sklada z cykla
(ay,...,ax), (by,...,by) az tieba (z1, ..., z,). Pak zapiSeme

= ({ar, .., ar) (br,....b;) ... (21, .., Zm) ).

Komentaf¥: Primitivni pseudonahodné generatory v pocitacich iteruji z ndhodného pocatku
permutaci danou vztahem ¢ — (i + p) mod ¢. Je pochopitelné, ze tato permutace nesmi
obsahovat kratké cykly, lépe Feceno, méla by se skladat z jediného (dlouhého) cyklu. (Pro
uplnost, jedna se o permutaci mnoziny {0,1,...,q — 1}).

Priklad 6.6. Ukazka skladani permutaci danych svymi cykly.

Vezméme 7-prvkovou permutaci (5, 3,4,2,6,1, 7). Ta se rozklada na tfi cykly (1,5, 6),
(2,3,4) a (7). Jind permutace (3,4, 5,6,7,1,2) se sklada z jediného cyklu (1,3,5,7,2,4, 6).

Nyni uréime sloZeni téchto dvou permutaci (zépisem cykly):

((1,4)(2)(3,6,5,7))

(Nezapominejme, Ze prvni se ve slozeni aplikuje pravd permutace!)

Postup sklddani jsme pouzili nasledovny: 1 se zobrazi v permutaci vpravo na 3 a pak
vlevo na 4. Nésledné 4 se zobrazi na 6 a pak na 1. Tim ,uzavieme® prvni cyklus (1,4).
Dale se 2 zobrazi na 4 a pak hned zpét na 2, tj. ma samostatny cyklus. Zbyly cyklus
(3,6,5,7) ur¢ime analogicky. O

((1,5,6)(2,3,4)(7)) o ((1,3,5,7,2,4,6))

6.5 Induktivni definice mnoZin a funkci

Vzpomenime si na definici posloupnosti rekurentnim vztahem z Oddilu 3.5. Pfimym
zobecnénim rekurentnich definic je néasledujici koncept.
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Definice 6.7. Induktivni definice mnoziny.
Jedna se obecné o popis (néjaké) mnoziny M v nasledujicim tvaru:
« Je dano nékolik pevnych (bazickych) prvka ay,as,...,ax € M.

o Je dan soubor induktivnich pravidel typu
Jsou-li (libovolné prvky) xi,...,x, € M, pak také y € M.

V tomto pripadé je y typicky funkei y = fi(x1, ..., xp).
Pak nase induktivné definovand mnozina M je uréena jako nejmensi (inkluzi) mnozina
vyhovujici témto pravidlim.

Komenta¥: Vidite podobnost této definice s uzavérem relace? (Véta 5.7.)
Pro nejblizsi priklad induktivni definice se obratime na mnozinu vsech prirozenych c¢isel.
- 0eN

— Je-lii € N, pak také i + 1 € N.

Pro kazdé y € N mlizeme definovat jinou mnozinu M, C N induktivné takto:
-y €M,

— Jestlize v € M, a v + 1 je liché, pak x + 2 € M,,.
Pak napriklad M3 = {3}, nebo My = {4+ 2i | i € N}.

Definice: Rekneme, Ze dan4 induktivni definice mnoziny M je jednoznacnd, pravé kdyz
kazdy prvek M lze odvodit z bazovych prvki pomoci induktivnich pravidel pravé jednim
zpusobem.

Komentéa¥: Definujme mnozinu M C N induktivné takto:
- 2,3 M.

— Jestlize z,y € M, pak také 2% + 42 a x.y jsou prvky M.
Proc tato induktivni definice neni jednozna¢na? Naptiklad ¢islo 8 € M 1ze odvodit zptsobem
8 =2-(2-2), ale zaroven zcela jinak 8 = 22 + 22.

V ¢em tedy spociva dilezitost jednoznac¢nych induktivnich definic mnozin?

Definice 6.8. Induktivni definice funkce z induktivni mnoziny.
Necht mnozina M je déna jednoznacnou induktivni definici. Pak fikdme, ze funkce F :
M — X je definovana induktivné (vzhledem k induktivni definici M), pokud je Feceno:

e Pro kazdy z bézickych prvka aj,as,...,ary € M je uréeno F(a;) = ¢;, kde ¢; je
konstanta.

o Pro kazdé induktivni pravidlo typu
“Jsou-li (libovolné prvky) zi,...,z, € M, pak také f(z1,...,2,) € M”
je definovano

F(f(x1,...,20)) na zédkladé hodnot F(z1), ..., F(zy).

Komentaf#: Pro piiklad se podivejme tieba do manudlovych stranek unixového piikazu test
EXPRESSION:
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EXPRESSION is true or false and sets exit status. It is one of:

! EXPRESSION EXPRESSION is false

EXPRESSION1 -a EXPRESSION2 both EXPRESSION1 and EXPRESSION2 are true
EXPRESSION1 -o EXPRESSION2 either EXPRESSION1 or EXPRESSION2 is true
[-n] STRING the length of STRING is nonzero

STRING1 = STRING2 the strings are equal

Induktivni definice se ,strukturalni“ indukci

Priklad 6.9. Jednoduché aritmetické vyrazy

Necht (abeceda) ¥ = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,®,®, (,)}. Definujme mnozinu jednodu-
chych vyrazi SExp C ¥* induktivné takto:
— Dekadicky zapis kazdého prirozeného ¢isla n je prvek SEzp.

— Jestlize x,y € SEzp, pak také (z) ® (y) a (x) @ (y) jsou prvky SEzp.
(Jak vidime, diky ,zavorkovani“ je tato induktivni definice jednoznac¢na.)

Pro ,vyhodnoceni® vyrazu pak definujme funkci Val: SEzp — N induktivné takto:
— Bézické prvky: Val(n) = n, kde n je dekadicky zapis pfirozeného ¢isla n.

— Prvni induktivni pravidlo: Val((z) @ (y)) = Val(z) + Val(y).
— Druhé induktivni pravidlo: Val((z) ® (y)) = Val(z) - Val(y).

(Timto zptisobem jsme nasim vyrazim vlastné ptifadili jejich ,vyznam“, sémantiku.) O

Priklad 6.10. Diikaz spravnosti prirazeného ,vyznamu® Val: SEzp — N.

Véta. Pro kazdy vyraz s € SEzxp je hodnota Val(s) ¢iselné rovna vysledku vyhod-
noceni vyrazu s podle béznych zvyklosti aritmetiky.

Jelikoz pojednavame o induktivné definované funkci Val, je ptirozené pro dikaz je-
jich vlastnosti aplikovat matematickou indukci. Na rozdil od diive probiranych prikladi
zde nevidime zadny celociselny ,,parametr n, a proto si jej budeme muset nejprve de-
finovat. Nasi indukci tedy povedeme podle ,,délky ¢ odvozeni vyrazu s definované jako
pocet aplikaci induktivnich pravidel potifebnych k odvozeni s € SExzp. Takto aplikované
matematické indukci se ¢asto tika strukturalni indukce.

Dikaz: V bazi indukce ovétime vyhodnoceni béazickych prvki, coz jsou zde dekadizké
zapisy prirozenych ¢isel. Plati Val(n) = n, coz skuteéné odpovidé zvyklostem aritmetiky.

V indukénim kroku se podivdme na vyhodnoceni Val((z) & (y)) = Val(z) + Val(y).
Podle béznych zvyklosti aritmetiky by hodnota Val((x) & (y)) méla byt rovna souctu
vyhodnoceni vyrazu x, coz je podle indukéniho predpokladu rovno Val(x) (z mé ziejmé
kratsi délku odvozeni), a vyhodnoceni vyrazu y, coz je podle indukéniho pfedpokladu
rovno Val(y). Takze skutecné Val((z) ® (y)) = Val(z) + Val(y). Druhé pravidlo Val((z) ®
(y)) se dofesi analogicky. O

Rozs§ifujici studium
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7 Jemny tvod do Logiky

Uvod

Zakladem presného matematického vyjadfovani je spravné pouzivani (matematické) lo-
giky a logickych usudkii. Logika jako filozoficka disciplina se intenzivné vyviji uz od dob
antiky, avsak ke skutecnému rozmachu logiky coby soucasti matematiky doslo az zacatkem
20. stoleti. (S prispénim tfeba Russelova paradoxu.)

Dnes se samoziejmé zakladni logicky kalkulus pouziva nejen v matematice, ale ,stoji“
na ném veskeré logické obvody a pocitace. Proto se také studenti informatiky s logikou
setkavaji zahy pri svém studiu a mnohokrat se k tématu také vraceji.

Cile

Niésledujici lekce piinasi (skutecéné velmi jemny a trochu i povrchni) tivod do moderni
matematické logiky, ktera je solidnim zakladem matematiky a nakonec i celé informatiky.
Zavedeme si zaklady vyrokové logiky a vyrokového poctu a velmi strucné si uvedeme pro-
blematiku predikatové logiky a kvantifikace.

7.1 Vyroky v ,prirozené“ podobé
Definice: V pfirozené mluvé za vyrok povazujeme (kazdé) tvrzeni, o kterém ma smysl
prohlasit, ze je bud pravdivé nebo nepravdivé.

Komenta¥: Nekolik prikladi, které z nich jsou vyroky?

* Dnes uz v Brné prselo.

* Predmeét IB000 se vyucuje v prvnim rocniku.

* Plati 243 = 6.

* To je bez problémt. (Co?)

+ Plati x > 3.

* Pro kazdé celé cislo x plati, ze x > 3.

Vsimnéte si, ze pravdivost vyroku by mélo byt mozné rozhodnout bez skrytych souvislosti
(kontextu), a proto ¢tvrty a paty ptiklad za vyroky nepovazujeme.

vvvvv ’

Fakt: Z jednoduchych vyrok muzeme vytvaret vyroky slozitéjsi pomoci tzv. logickych
spojek.

Komentaf¥: Nékolik dalsich prikladi.
+ Katefina prijede ve 12:00 a pujdeme spolu do kina.
* Mnozina {a,b} méa vice nez jeden prvek a neni nekonec¢n4.

* Jestlize ma Karel pfes 90 kilo vahy, nepojedu s nim vytahem.

*

Jestlize ma krava 10 nohou, maji vSechny domy modrou stiechu.

Schopnost porozumét takovymto vétam je soucast lidského zptisobu uvazovani a z tohoto
hlediska nemé pfimou souvislost s matematikou (je to ,pfirozena logika®).

Formalni (matematicka) logika pak definuje jazyk matematiky a odstranuje nejedno-
znacnosti prirozeného jazyka.
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7.2 (Formalni) vyrokova logika

Definice 7.1. Syntaxe vyrokové logiky.
Bud AT = {A,B,C,...} spocetné nekoneéna mnozina vyrokovych proménnych (tzv.
atomi). Mnozina vgrokovych formuli ® je definovana induktivné nasledujicimi pravi-
dly:

(1) AT C .

(2) Jestlize ¢, € ®, pak také =(¢) € D a (p) = (¢) € .
(3) Kazdy prvek ® vznikne koneéné mnoha aplikacemi pravidel (1) a (2).

ZnaZeni: Symbol — je zvan negaci a = je nazyvan implikaci.
Komentaf#: Priklady nékolika spravné utvorenych formuli:
A, (A)=(B), ((4)=(=(B)=((=(B)=(C))
A také priklady nékolika ne zcela spravné utvorenych formuli:
A=B, A=B=(C, -A=01H

Konvence 7.2. Pro zvyseni citelnosti budeme zavorky vynechavat, pokud to nepovede
k nejednoznacnostem za predpokladu, Ze negace = mé ,vyssi prioritu“ nez =. (Touto
umluvou se neméni mnozina ®; méni se jen zpiisob reprezentace jejich prvki.

Dale si zavedeme, 7Ze

x @V (disjunkce) je jiny zdpis formule ——p = 1),
x o AN (konjunkce) je jiny zapis formule — —(—¢ V 1)),
x o<1 (ekvivalence) je jing zapis formule (o = ) A (Y = ).
Komentaf: Napiiklad formule (=((A) = (B))) = ((=(B)) = (C)) se da s nasi konvenci

zapsat jako

(A= B)vBVvC.

Definice 7.3. Sémantika vyrokové logiky.
Valuace (ohodnoceni) je funkce v : AT — {true, false}.Pro kazdou valuaci v definujeme
funkci S, : ® — {true, false} (vyhodnoceni) induktivné takto:

* S,(A) =v(A) pro kazdé A € AT.

x Sy(—yp) = {

true jestlize S,(p) = false;
false jinak.

false jestlize S, (p) = true a S, (v) = false;
true jinak.

o= )=
Tvrzeni 7.4. Disledkem této definice je nasledovné:

* Sy(@ V) =true prave kdyz  S,(p) = true nebo S, () = true.

* Sy(@ A1) = true  pravée kdyz  S,(p) = true a soucasné S, () = true.

x* S,(p < ) =true  pravé kdyz  plati jedna z ndsledujicich podminek

- S,(¢) = true a soucasné S,(¢) = true,
- S,(p) = false a soucasné S, () = false.

Poznamka: Tento predpis podava nejen definici funkce S, ale také navod na to, jak ji pro dany
argument vypocitat.
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Pravdivostni hodnoty

V praxi vyhodnoceni logické (vyrokové) formule zapisujeme ¢asto tzv. pravdivostni ta-
bulkou. Tabulka typicky méa sloupce pro jednotlivé proménné, pripadné ,meziformule“
a vyslednou formuli. Radké je pak 2P, kde p je poéet pouzitych proménnych. Misto
true, false piseme 1, 0.

Priklad 7.5. Jaka je pravdivostni tabulka pro formuli (A = B)V BV C?

| A =B|(A=B)VBVC(]

e k=l =l i =l =) |

B | C
0 0
1 0
0 0
1 0
0 1
1 1
0 1
1 1

e e el R R R e

el =l i e e B =l e

O

Definice: Formule ¢ € ® je spinitelnd, pokud pro nékterou valuaci v plati, ze S,(p) =
true.

Formule ¢ € ® je vZdy pravdiva (také vyrokova tautologie), psano = ¢, pokud pro
kazdou valuaci v plati, ze S, (¢) = true.

Rekneme, ze dvé formule o, 1) € ® jsou ekvivalentni, pravé kdyz = ¢ < .

Tvrzeni 7.6. Nékolik uzitecnych tautologii:
* ): AV -A

* Eo-As A
F(ANA=DB))=18
E(-B=-A) = (A= B)
(A= (BA-DB))= A

*

*

*

7.3 Jak spravné ,znegovat formuli“?

Pfesny vyznam formuli se zanofenymi negacemi je nékdy obtizné zjistit (podobné jako v
bézné feci).

,Neni pravda, ze nemohu nefict, ze neni pravda, ze té nemam nerad.“

Vyrokové formule se proto obvykle prezentuji v normalnim tvaru, kde se negace vyskytuji
pouze u vyrokovych proménnych.

Komenta¥: Napiiklad, pokud pfijmeme pravidlo ,dvoji negace* (——-A < A), tak vyse
napsanou vétu si prevedeme na lépe srozumitelny tvar:

, Nemusim Fict, ze t6 mam nerad.“
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Tvrzeni 7.7. KaZdou vyrokou formuli lze prevést do normdalniho tvaru, pokud povolime
uZivani odvozenych spojek N\ a V.
LZnegovanim formule ¢“ se obvykle mysli prevod —p do normdlniho tvaru.

Komentaf¥: Proilustraci =(A = B) je ekvivalentni AA—B, =(CA(—A = B)) je ekvivalentni
-CV (=ANA-B).
Formalni postup negace

Metoda 7.8. Prevod formule ® do normadalniho tvaru F(P).
Definujeme funkce F a G pro nas prevod induktivnimi predpisy

F(A) - A G(A) — -A

F(=p) = G(p) G(—p) = Fl(p)
Flo=1) Flp) = F(¥) Glo=1) = Flp)ANG()
Fleny) = Flo) NF() GleAY) = Glp)VG[)
FleVvy) = Flo)VF@) GleVv) = Glp)AG[HY)
Floey) = F (

(v) & F(¥) Gleey) = (Fle)AGW)) V(G ANF(Y))
BV =(C = —A))). Uzitim postupu 7.8 ziskame:

—~

Komenta¥: Uvazme formuli —(A = —

F(-(A=~(BV~(C=-4)) = GA=-(BV~(C=-4))) =
]—"(A) G(-(BV—(C=-4)) = AANF(BV-(C=-A4)

A (F(B)V F(—(C = —A))) = AAN(BVG(C = —-A))

A BV (F(C)NG(nA))) = AN(BV(CAF(A)))

A (BV(C A A))

Formuli AA (B V (C A A)) lze déle zjednodusit na (ekvivalentni) formuli A A (B V C). To
ale je jiz z naseho pohledu matematicky neformalni (heuristicky) postup.

Uvedené formalni predpisy takto vyjadiuji ,intuitivni postup negace“ v matematicky
presném tvaru.
Véta 7.9. Pro libovolnou vyrokovou formuli ¢ plati, Ze

a) F(p) je ji ekvivalentni formule v normdlnim tvaru

b) a G(p) je formule v normdlnim tvaru ekvivalentni negaci —p.

Diikaz povedeme tzv. ,indukci ke strukture formule“, tedy indukci povedeme podle
,délky* ¢ — poctu aplikaci induktivnich pravidel (Definice 7.1) pii sestavovani formule .
o Baze indukce (¢ = 0): Pro vSechny atomy, tj. vyrokové proménné, ziejmé plati, zZe

F(A) = A je ekvivalentni A a G(A) = - A je ekvivalentni —A.

o V indukénim kroku predpokladejme, ze a) i b) plati pro vSechny formule ¢ délky
nejvyse £. Vezmeme si formuli ¢ délky ¢ + 1, ktera je utvorena jednim z nasledujicich
zpusob1:

x 1 = - (= je ,defini¢éni rovnitko“ pro formule). Podle vySe uvedeného induktiv-
niho predpisu je F(¢) = F(—p) = G(p). Podle indukéniho predpokladu pak je
G(¢) formule v normalnim tvaru ekvivalentni ¢ = 1. Obdobné pro funktor G
vyjadiime G(¢) = G(—¢) = F(¢). Podle indukéniho pfedpokladu pak je F(¢)
formule v normélnim tvaru ekvivalentni ¢ a to je dale ekvivalentni ——p = —
podle Tvrzeni 7.6.
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x 1) = (1 = ¥2). Podle vyse uvedeného induktivniho predpisu je F(¢) = F(p1 =
©2) = F(p1) = F(ps). Podle indukéniho predpokladu jsou F(¢p1) i F(p2) for-
mule v normélnim tvaru ekvivalentni ¢; a ps. Potom 1 F(¢1) = F(p2) je v
normalnim tvaru dle definice a podle sémantiky = je ta ekvivalentni formuli
(o1 = @2) =¥
Obdobné rozepiseme G(v) = G(p1 = ¢2) = F(p1) A G(p2). Jelikoz A je pro nas
jen zkratka, vyraz dale rozepiSeme G(¢) = =(F(p1) = —G(¢2)). Podle induké-
niho predpokladu (a dvoji negace) jsou F(p1) a =G(p2) po fadé ekvivalentni
formulim ¢; a ¢,. Tudiz nakonec odvodime, Ze G(v) je ekvivalentni negaci for-
mule ¢ = o, coz jsme zde méli dokazat.

x 10 = (p1Va). Zde si musime opét uvédomit, Ze spojka V je pro nas jen zkratka, a
prepsat ¥ = (-1 = p2). Potom podle predchozich dokdzanych pripadi vime, Ze
F() = F(mp1 = ¢2) = F(—p1) = F(p2) je ekvivalentni formuli (—p; = ¢3) =
1, coz bylo tfeba dokdzat. Stejné tak G(v) = G(—p1 = ¢2) = F(—p1) AG(p2) je
podle predchozich piipadt dikazu ekvivalentni (—¢; A —pg) = =),

x = (o1 A p2) a = (p1 < @2) uz dokonéime analogicky.

7.4 Predikatova logika, kvantifikace

Vyse popsand vyrokova logika je velmi omezené faktem, ze kazdy vyrok musi byt (,abso-
lutné“) vyhodnocen jako pravda nebo nepravda. Co kdyz v8ak chceme zpracovat tvrzeni
typu ,den D v Brné prselo“? Jeho pravdivostni hodnota prece zavisi na tom, co dosadime
za den D, a tudiz jej nelze povazovat za vyrok vyrokové logiky.

o Predikdtovd logika je obecnéjsi nez logika vyrokova; kazda formule vyrokové logiky je
i formuli predikatové logiky, ale ne obracené.

« Predikatova logika pracuje s predikaty. Predikaty jsou ,,parametrizované vyroky*, které
jsou bud pravdivé nebo nepravdivé pro kazdou konkrétni volbu parametri. Vyrokové
proménné lze chapat jako predikaty bez parametri.

Komentaf¥: Pro neformalni priblizeni si uvedeme nékolik ukazek predikatii:

* x > 3 (parameterem je zde x),
* R je ekvivalence na M (parametr R),
% Cisla z a y jsou nesoudélné (parametry x,vy),

* obecné psano P(z,y).

Definice 7.10. Syntaxe i sémantika predikatové logiky.
Z predikatu lze vytvaret predikatové formule pomoci uz znamych (viz Definice 7.1) vyro-
kovych spojek a nasledujicich tzv. kvantifikatori:

e Vz.p ,pro kazdou volbu parametru z plati formule ¢,

o« dz.p ,existuje alespon jedna volba parametru z, pro kterou plati p“.

Fakt: Je-li kazda proménnd v dané formuli kvantifikovana (tj. formule je uzavrena), pak
je celd formule bud pravdivé nebo nepravdiva.

41



Konvence 7.11. Pro lepsi srozumitelnost zapisu formuli predikatové logiky se domlu-
vime na nasledujicim.

x Parametry vyskytujici se v predikatech ve formuli ¢ nékdy pro referenci vypisujeme
jako ,parametry“ samotné formule p(z,y,...).

+x Poukud neni z kontextu jasné, co lze za dany parametr dosazovat, uziva se notace
Ve € M.padr e M.y (Plati, jen pokud je kvantifikovany parametr prvkem néjaké
fixni mnoziny!).

+ Tecka za symbolem kvantifikitoru se nékdy vynechava (pfi vhodném uzavorkovani
formule), nebo se pouziva symbol , : “.

x Misto Vx; . Vg . -+ -V, . p se nékdy kratce pise Vay, zo, -, 2z, . .
Podobné u existen¢niho kvantifikatoru Jxy, zo, - - -, z,, . .

Priklad 7.12. Ukazme si vyjadreni nasledujicich slovnich vyroki v predikatové logice:
o Kazdé prvocislo vétsi nez 2 je liché,
Vn e N. (Pr(n) An>2) = Li(n).
o Kazdé cislo n, které neni prvocislem, je délitelné néjakym cislem y kde n £y ay > 1,
Vn e N. (=Pr(n) = 3Jy. (yn An#y Ay>1)).

e Jsou-li R a S ekvivalence na M, je také R U S ekvivalence na M. Zde napiiklad
muizeme mit dva pohledy na toto tvrzeni — v jednom bereme mnozinu M za pevnou

VR,S : (Equ(R) N Eqy(S)) = Equ(RUS),
kdezto ve druhém je i mnozina M parametrem

VM VR,S : (Eq(M,R) AN Eq(M,S)) = Eq(M,RUS).

Jak ,negovat® formule predikatové logiky?

Metoda 7.13. Prevod predikatové formule ® do normadlniho tvaru F(P).

vvvvvv

F(P(zy,...,2,)) = Play,...,z,) G(P(x1,...,x,)) = —P(xq1,...,2,)
F(Vx. p) = Va.F(p) G(Vx . p) . G(p)
F3z. p) = Jz. F(p) G(3z. p) = Vz.G(p)

Komenta#: Uvazme napiiklad formuli
(VM VR,S : (Eq(M,R) N Eq(M,S)) = Eq(M,RUS)).

rak F(=(VM VR,S : (Eq(M,R) NEq(M,S)) = Eq(M,RUS))) =
GVM VR,S : (Eq(M,R) N Eq(M,S)) = Eq(M,RUS)) =
3M 3R, S : G((Eq(M,R) A Eq(M,S)) = Eq(M,RUS)) =
dM 3R,S : (Eq(M,R) N Eq(M,S) N =Eq(M,RUS)).
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Rozs$itujici studium

8 Dokazovani vlastnosti algoritmu

Uvod

Po predchozi prevazné matematické latce se nas vyklad obraci zase k informatice a na-
vazuje na druhy pilit celého predmétu z Lekce 1 — algoritmy a jejich zapis. Jak jste asi
jiz poznali, uméni programovat neni zdaleka jen o tom naucit se syntaxi programovaciho
jazyka, ale predevsim o schopnosti vytvaret a spravné formalné zapisovat algoritmy. Pritom
situace, kdy programatorem zapsany algoritmus pocita néco trochu jiného, nez si programa-
tor predstavuje, je urcité nejcastéjsi programatorskou chybou, o to zakernéjsi, ze ji zadny
,chytry“ prekladac¢ nemiize odhalit.

Proto jiz na pocatku (seriézniho) studia informatiky je dobré klast diraz na spravné
chapani zapisu algoritmii i na dikazy jejich vlastnosti a spravnosti. A to je téma, kterému
se tedy budeme vénovat po prevazny zbytek predmétu IB00O.

Cile
Na podkladé formalniho zapisu algoritmi z Oddilu 1.3 si ukazeme, jak vyuzit predchozi
nabyté matematické znalosti pii dokazovani vlastnosti a spravnosti riuznych jednoduchych

Ve

algoritmii. (Nejcastéjsim néstrojem nam pri tom bude matematicka indukce.)

8.1 O ,spravnosti“ programu

Jak se mame presvédcit, ze je dany program ,spravny*?
x Co tfeba ladéni programi?

Jelikoz pocet moznych vstupnich hodnot je (v principu) neohrani¢eny, nelze otestovat
vSechna mozné vstupni data.

* Situace je zvlasté komplikovana v pripadé paralelnich, randomizovanych, interaktiv-
nich a nekonéicich programi (operacni systémy, systémy Fizeni provozu apod.). Ta-
kové systémy maji nedeterministické chovani a opakované experimenty tudiz vedou
k raznym vysledkim. (Nelze je rozumné ladit, respektive ladéni poskytne jen velmi
nedostate¢nou zaruku spravného chovani za jinych okolnosti.)

x V nékterych ptipadech je vSak tfeba mit naprostou jistotu, ze program funguje tak
jak ma, pripadné Ze spliuje zakladni bezpec¢nostni pozadavky.
Naristajici slozitost programovych systémt a zvysené pozadavky na jejich bezpecnost
si vynucuji vyvoj ,spolehlivych® forméalnich verifika¢nich metod.

8.2 Jednoduché indukéni dokazovani

Pro svézeni znalosti se nejprve podivejte zpét na nase konvence formalniho zapisu algo-
ritmi do Oddilu 1.3. Nas vyklad zacneme s nékolika skute¢né jednoduchymi algoritmy,
jejichz jediny ucel je v demonstraci vyuziti matematické indukce pro dokazovani vlast-
nosti.
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Priklad 8.1. Zjistéte, kolik znakii *x° v zavislosti na celociselné hodnoté n vstupniho
parametru n vypise nasledujici algoritmus.
Algoritmus 8.2.

for i1i+—1,2,3,...,n-1,n do
for j«+1,2,3,...,i-1,i do
vytiskni ’x’;
done
done

Nejprve si uvédomime, ze druhy (vnoreny) cyklus vzdy vytiskne celkem ¢ znakt ’x’.
Proto iteraci prvniho cyklu (nejspise) dostaneme postupné 1+ 2 + ... + n znakd ’x’
na vystupu, coz jiz vime (Pifklad 2.7), Ze je celkem 3n(n + 1). Budeme tedy dokazovat
nasledujici tvrzeni:

Véta. Pro kazdé prirozené n Algoritmus 12.3 vypise pravé %n(n + 1) znakt ’x’.

Dikaz: Postupujeme indukci podle n. Baze pro n = 0 je zfejma, neprovede se ani
jedna iterace cyklu a tudiz bude vytisténo 0 znakl ’x’, coz mame dokéazat.

Necht tedy tvrzeni plati pro jakékoliv ng a polozme n = ng + 1. Prvnich ng iteraci
vngjstho cyklu podle indukéniho predpokladu vypise (ve vnitinim cyklu) celkem 1ng(ng+
1) znaka ’x’. Pak jiz nésleduje jen jedna posledni iterace vnéjsiho cyklu s i «— n=ny+1
a v ni se vnitini cyklus j < 1,2, ...,i=n iteruje celkem n = ng + 1 -krat. Celkem tedy
bude vytistén tento pocet znakd *x’:

1 1 1
5no(no +1)+no+1= §(n0 +1+1)(ng+1) = 5n(n +1)
Dtikaz indukéniho kroku je hotov. O

Priklad 8.3. Zjistéte, kolik znakt *z’ v zavislosti na celoc¢iselné hodnoté n vstupniho
parametru n vypisSe nasledujici algoritmus.
Algoritmus 8.4.

st « "z";
for i1i+—1,2,3,...,n-1,n do
vytiskni Fetézec st;
st « st+st;  (zfetézeni dvou kopii st za sebou)
done
Zkusime-li si vypocet simulovat pro n = 0,1,2,3,4 ..., postupné dostaneme pocty ’z’

jako 0,1,3,7,15 .. .. Na zakladé toho jiz neni obtizné ,uhodnout“, ze pocet >z’ bude (asi)
obecné urcen vztahem 2" — 1. Toto je vSak tfeba dokazat!

Komenta¥: Jak zahy zjistime, matematickd indukce na nase tvrzeni piimo ,nezabird“, ale
mnohem lépe se ndm povede s nasledujicim prirozenym zesilenim dokazovaného tvrzeni:

Véta. Pro kazdé prirozené n Algoritmus 8.4 vypise pravé 2" — 1 znakd ’z’ a
proménnd st bude na konci vypoctu obsahovat tetézec 2" znakt *z’.

Dikaz: Postupujeme indukci podle n. Baze pro n = 0 je zfejma, neprovede se ani
jedna iterace cyklu a tudiz bude vytisténo 0 znaktl ’z’, coz mame dokazat.

Necht tedy tvrzeni plati pro jakékoliv ny a polozme n = ng + 1. Podle induké¢éniho
predpokladu po prvnich ng iteracich bude vytisténo 2™° —1 znakt ’z’ a proménna st bude
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obsahovat fetézec 2" znaku ’z’. V posledni iteraci cyklu (pro i «— n=ny+1) vytiskneme
dalsich 2™ znakt ’z’ (z proménné st) a dale fetézec st ,zdvojnasobime“. Proto po n
iteracich bude vytisténo celkem 270 —1 4270 = 2mo+l 1 — 2" 1 znakti ’z’ a v st bude
ulozeno 2 - 2™ = 2" znaki ’z’. O

8.3 Algoritmy pro relace

Relace jsou velice vhodnou strukturou pro algoritmické zpracovani. Proto si uvedeme
ukazky ti¥i ,abstraktnich“ algoritmti pro praci s relacemi, vcetné jejich dukazu. (Pilni
studenti si zajisté dokédZou navrhnout sami i dalsi podobné algoritmy.)

Algoritmus 8.5. Symetricky uzaveér.

Pro danou relaci R na n-prvkové mnoziné A = {aq, as, .. .,a,} vytvorime jeji symetricky
uzdver R takto:
R « R;
for i+—1,2,...,n-1,n do
for j+«1,2,...,n-1,n do
if (a;,aj) € R A (aj,a;) ¢ R then R — RU{(aj,a;)};
done
done

Dtikaz: Zde neni dikaz viibec obtizny. Relace R je ziejmé symetrickd, nebot (vnitini)
télo cyklu pro vSechny dvojice (a;,a;) € R pfida i (a;, a;). Z druhé strany vSechny dvojice
,pridané® v ]H% \ R musi byt obsazeny podle definice symetrické relace, takze ]H% je skutecné
symetrickym uzavérem podle definice uzavéru relace. O

Poznamka: Vsimnéte si, ze jsme tento algoritmus zapsali abstraktné — viibec jsme nekonkreti-
zovali datové typy a struktury pro zapis relaci. (N4s algoritmus jako takovy tyto konkretizace
nepotiebuje.) Na jednu stranu je to vyhodné, nebot algoritmus mtizeme pak pouzit na libovolné
implementovan relace. V neposledni fadé je takovy abstraktni zapis i prehlednéjsi a snadnéji
pochopitelny.

Na druhou stranu vSak programétor sam musi ted zvolit vhodnou implementaci relace,
napiiklad jako dvourozmérné pole R, kde R[i, j1=0 pravé kdyz (a;,a;) ¢ R. Nasledné je tieba
zdtvodnit i spravnost zvolené implementace(!).

Algoritmus 8.6. Tranzitivni uzaver.

Pro danou relaci R na n-prvkové mnoziné A = {ay, as, ..., a,} vytvorime jeji tranzitivnd
uzdvér RY takto:
Rt «— R;
for k«—1,2,...,n-1,n do
for i+~—1,2,...,n-1,n do for j«1,2,...,n-1,n do

if (a;,a;) € RT A (ag,a;) € RT then
if (a;,a;) ¢ RY then Rt «— RTU{(ai,qj)};
fi
done
done

Jak by se dala dokazat spravnost popsaného algoritmu? Piim4 aplikace indukce podle
n nevypadd prinosné...(Zkuste si sami!) Nejkratsi cesta k cili vede pouzitim indukce
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(podle proménné k vnéjsiho cyklu) na vhodné zesileném tvrzeni. Pro jeho formulaci si
definujeme, ze relace S na A je k-cdstecné tranzitivni, pokud pro libovolna 4,j a pro
¢ < k plati, Ze z (a;, a), (ag, aj) € S vyplyva (a;,a;) € S. (Vsimnéte si, ze pro k = 0 tato
definice nefika nic a pro k = n znamena béZnou tranzitivni relaci.)

Véta. Po kazdych k > 0 iteracich vnéjsiho cyklu Algoritmu 8.6 aktualni hodnota
relace RT udava k-castecéné tranzitivni uzaver relace R na A.

Dikaz: Béze indukce pro k& = 0 jasné plati, nebot véta v tom piipadé nic nefika.

Predpokladejme nyni, ze tvrzeni plati pro né€jaké ky > 0 a dokazme jej i pro k = ko+1.
Ztejmé staci uvazovat piipad ko < n. Kazda dvojice (a;, a;) piidana do R uvnitt cyklu
musi nalezet do k-Castecné tranzitivniho uzavéru podle definice. Zbyva zdivodnit, proc¢
kazda dvojice (a;, a;) nalezejici do k-c¢astecné tranzitivniho uzavéru, ale ne do ky-Castecné
tranzitivniho uzavéru, bude do R* v k-té iteraci pfidana.

Neni tézké oveéfit, ze (a;,a;) nalezi do k-Castecné tranzitivniho uzavéru, pravé kdyz
v relaci R nalezneme takovou cestu ,,po Sipkadch® z a; do a;, ktera piechazi pouze pfes
prvky a, kde ¢ < k. V nasi situaci vyplyva, Ze takova cesta musi pouzit i prvek a; (jen
jednou!), a proto (a;,ax) i (ax, a;) nalezi do ko-Castecné tranzitivniho uzavéru R. V k-té
iteraci tudiz bude pfislusnd if podminka splnénd a (a;, a;) bude pfidana do R*. O

Dokazovani kone¢nosti algoritmu

Komenta¥: Vsimnéte si, Zze jsme se zatim v dikazech viibec nezamysleli nad tim, zda nas
algoritmus viibec skonéi. (To jisté neni samoziejmé a dikaz kone¢nosti je nutno v obecnosti
podavat!) Prozatim jsme vSak ukazovali algoritmy vyuzivajici jen for cykly, pfitom podle
nasi konvence obsahuje for cyklus predem danou koneénou mnozinu hodnot pro fidici pro-
ménnou, neboli nd$ for cyklus vzdy musi skoncit. Ale uz v pfistim algoritmu vyuZijeme
while cyklus, u kterého viibec neni jasné kdy a jestli skon¢i, a tudiz bude potiebny i dikaz
konecnosti.

Metoda 8.7. Dikaz konecnosti.
Mdame-li za ukol dokazat, Ze algoritmus skonci, postupujeme nejlépe nasledovne:

x Sledujeme zvoleny celociselny a zdola ohraniceny parametr algoritmu (treba prirozené
¢islo) a dokdzeme, Ze se jeho hodnota v pribéhu algoritmu neustdle ostie zmensuje.

x Pripadné predchozi pristup rozsirime na zvolenou k-tici prirozenych parametri a do-
kazeme, Ze se jejich hodnoty v prubéhu algoritmu lexikograficky ostre zmensugi.

Pozor, nase ,parametry“ vibec nemuseji byt proménnymi v programau.

Algoritmus 8.8. Cykly permutace.
Pro danou permutaci ™ na n-prvkové neprazdné mnoziné A = {1,2,...,n} vypiseme jeji
cykly (viz Oddil 6.4) takto:

U «— {1,2,...,n};
while U#( do
x < min(U);  (nejmensi prvek mnoziny)
zac¢indme vypis cyklu ’(’ ;
while x€U do
vytiskneme x;
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U «— U\{x}; x « 7(x);
done
ukonc¢ime vypis cyklu *)’ ;
done

Jak dokézeme spravnost tohoto algoritmu? Opét plati, ze pfima aplikace indukce
podle n nepfinese nic podstatného. Diikaz si tentokrat rozdélime na dvé ¢asti (podle dvou
while cykli). VSimnéte se navic, Ze tentokrat je nezbytnou soucasti dikazu spravnosti
algoritmu i dikaz, Ze oba while cykly vzdy skonci.

Véta. Za predpokladu, Ze vnitini while cyklus pro jakoukoliv pocatecni volbu x
skonc¢i, vypise cyklus permutace 7w obsahujici x a odebere vSechny prvky tohoto
cyklu z mnoziny U, Algoritmus 8.8 vzdy skon¢i se spravnym vysledkem.

Dikaz: Postupujeme indukci podle po¢tu cykla v permutaci 7. Jediny cyklus v 7 (baze
indukce) je vypsan dle predpokladu véty a mnozina U zustane prazdné, tudiz vnéjsi while
cyklus skon¢i po prvni iteraci a vysledek je spravny.

Podlé Véty 6.5 se kazda permutace déa zapsat jako sloZeni disjunktnich cykli. Necht
7 je tedy slozena z ¢ > 1 cykld. Po prvni iteraci while cyklu zbude v restrikci permutace
7 na mnozinu U celkem ¢ — 1 cykli. Podle indukéniho predpokladu pak tyto zbylé cykly
budou spravné vypsany a algoritmus skonci. O

Komenta#: Vidite, ze v tomto ditkaze indukci je indukéni krok zcela trividlni a dulezity je
zde predevsim zaklad indukce?

Véta. Pokud 7 je permutace, tak vnitini while cyklus vzdy skonc¢i a nalezne
v 7 cyklus obsahujici libovolny pocatecni prvek = € U. Navic vSechny prvky
nalezeného cyklu odebere z mnoziny U.

Dikaz: Zde primo zopakujeme argument diikazu Véty 6.5: Vezmeme libovolny prvek
x =z € A a iterujeme zobrazeni x;;1 = 7(x;) pro i = 1,2..., az dojde ke zopakovani
prvku 2 = z; pro k > j > 1. (To musi nastat, nebot A je konecéna.) Jelikoz prvek z;
byl jiz odebran z U, v kroku = = x; dojde k ukonceni naseho while cyklu. Nadto je 7
prostd, a proto nemuize nastat x; = x; = m(x;_1) pro j > 1. Takto byl nalezen a odebran
z U cyklus (ay,...,a;_1) a dikaz je hotov. a

8.4 Zajimavé algoritmy aritmetiky

Pro dalsi ukazky dtikazovych technik pro algoritmy se podivame na nékteré méné znamé
kratké algoritmy z oblasti aritmetiky. Napiiklad celociselné umocnovani na velmi vysoké
exponenty je zakladem znamé RSA Sifry:

Algoritmus 8.9. Bindrni postup umocrnovani.
Pro dand ¢islo a,b vypocteme jejich celoc¢iselnou mocninu (omezenou na zbytkové tridy
modulo m kvili prevenci preteceni rozsahu celijch &isel v pocitaci), tj. ¢ = a® mod m.

c«+—1;

while b>0 do
if bmod2 >0 then ¢ «— (c-a) mod m;
b «— |b/2]; a <« (aa)mod m;

done

vysledek c ;
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Zde pouzijeme k diikazu spravnosti algoritmu indukci podle délky ¢ binarniho zapisu
cisla b.

Véta. Algoritmus 8.9 skond a vzdy spravné vypocte hodnotu mocniny ¢ = a® mod
m.

Dikaz: Baze indukce je pro ¢ =1, kdy b = 0 nebo b = 1. Ptitom pro b = 0 se cyklus
vibec nevykona a vysledek je ¢ = 1. Pro b = 1 se vykona jen jedna iterace cyklu a
vysledek je ¢ = a mod m.

Necht tvrzeni plati pro ¢y > 1 a uvazme ¢ = {y + 1. Pak ziejmé b > 2 a vykonaji se
alespoii dvé iterace cyklu. Po prvni iteraci bude o’ = a2, b = [b/2] a ¢ = (a®™°42) mod
m. Tudiz délka binarniho zapisu b bude jen {3 a podle indukéniho predpokladu zbylé
iterace algoritmu skonci s vysledkem

/b

/
c=c-d” modm = (a

bmod2 . 210/2)) mod m = a® mod m.

O

Na zavér lekce si ukadzeme jeden netradic¢ni kratky algoritmus a jeho analyzu a dikaz
ponechame zde oteviené. Dokazete popsat, na ¢em je algoritmus zalozen?

Algoritmus 8.10. Celociselna odmocnina.
Pro dané ¢islo x vypocteme dolni celou ¢ast jeho odmocniny r = [/x].

p<—x; 1+0;

while p>0 do
while (r+p)? <z dor « r+p;
p — [p/2];

done

vysledek r ;

Poznamka: Zamysleli jste se, jaky maji algoritmy v tomto oddile vlastné vyznam? Vzdyt stejné
ulohy jisté sami vyfesite kazdy jednou jednoduchou for smyckou. Podivejte se vSak (alespon
velmi zhruba) na pocet krok, které zde uvedené algoritmy potiebuji vykonat k ziskani vysledku,
a srovnejte si to s pocty krokid onéch ,,jednoduchych® algoritmi.

Pro skutecné velka vstupni ¢isla zjistite propastny rozdil — s takovym ,,jednoduchym* algo-
ritmem, tieba 'for i« 1,...b do ¢+ c-amodm done’, se pro obrovské hodnoty b vysledku
nikdy nedockate, kdezto Algoritmus 8.9 stéle pobézi velmi rychle. (Spocitéte, jak rychle?)

Rozsifujici studium

9 Jednoduchy deklarativni jazyk

Uvod

Pokracujeme dale v tématu predchozi lekce, tj. budeme se zabyvat matematickym do-
kazovanim vlastnosti a spravnosti algoritmii. Ttebaze mnohym mohla piijit uz Lekce 8 vice
nez dost formalni, neni tomu uplné tak; nyni si ukdzeme (jesté) presnéjsi piistup zalozeny
na myslenkach funkcionalniho programovani.
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Cile

Nasim hlavnim cilem je podani matematicky zcela presné definice jednoduchého dekla-
rativniho ,, programovaciho“ jazyka pro potreby formalniho dokazovani prislusné zapsanych
algoritmii. (Na tomto jazyce pak v pristi lekci postavime piehled dikazovych technik pro
algoritmy:.)

O ,spravnosti“ programii, podruhé

Vratme se k otdzce, jak se mame presvédcit, ze program funguje ,spravné“?

x V nekterych pripadech, jak uz jsme zminili, je tfeba mit naprostou jistotu, ze program
funguje tak jak mé, naptiklad v fidicich systémech, na nichz zavisi lidské zivoty. V
takovém pripadé je jedinou ,dostatecné spolehlivou“ moznosti podat formalni mate-
maticky ditkaz chovani algoritmu.

x A co tedy dukazy vlastnosti symbolicky zapsanych (procedurédlnich) algoritmi z
Lekce 87 Vsimli jste si, co v nich bylo problematickym bodem? Nas proceduralni
zapis algoritmu totiz presné nedefinuje, co je to ,elementarni krok®* vypoctu — to je
sice vétsinou docela ziejmé, nékdy vSak muze hlavni problém nastat pravé zde. Sice
by bylo mozné pouzit k definici néktery z presnych teoretickych modelt vypoctu jako
je Turingtiv stroj (nebo tfeba i néktery vhodny z realnych programovacich jazyki),
avsak pak by se formalni diikazy staly velmi slozitymi.

* Vhodnéjsim feSenim (pro potieby formalniho dokazovéni) se jevi ptiklon k ,funkcio-
nalnimu® zapisu algoritmii pomoci matematicky zcela presnych deklaract.

9.1 Popis jednoduchého deklarativniho jazyka

Z téchto vyse popsanych divodii se nyni soustfedime na podani matematicky zcela presné
definice jednoduchého deklarativniho ,programovaciho® jazyka. Zacneme jeho syntaxi a
poté prejdeme k jeho sémantice — tedy k formalizaci takto zapsanych pojmu ,,vypocetniho
kroku“ a ,,vypoctu“.
Definice 9.1. Deklarativni programovaci jazyk (pro prednasky IB000).

* Necht Var = {x,y, z,...} je spoCetnd mnozina proménniych.

* Necht Num = {0,1,...52,...397,...} je mnozina vSech dekadickych zapist priro-
zenych cisel.

x Necht Fun = {f,g,h,...} je spocetnad mnozina funkcénich symboli. Ke kazdému f €
Fun je prifazeno ¢islo a € N, které nazyvame arita f. Dale predpoklddame, ze pro
kazdé a € N existuje nekonecné mnoho f € Fun s aritou a.

* Mnozina vyrazu Fzp je (induktivné) definovana nasledujici abstraktni syntaktickou
rovnici:

E =z |n
| E1+E2 | El—EQ | El*EQ | E1+E2 | (El)
| f(Eh'“aEa)
|

if F; then F, else Fj5

V uvedené rovnici je x € Var, n € Num, E; € FExp jsou vyrazy, f € Fun a a € N je
arita funkce f.
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Poznamka: Takovato specifikace syntaxe je abstraktni v tom smyslu, Ze se nezabyva tim, jak
vyrazy jednoznac¢né zapsat do fadku jako posloupnost symboli. Je na nés, abychom napsali
dostatecné mnoho zavorek a pripadné stanovili prioritu operatori tak, aby bylo zcela jasné,
jak dany vyraz podle uvedené rovnice vznikl. (Ve smyslu Lekce 6 tato induktivni definice neni
jednozna¢na. To nam v8ak nebude v Definici 9.2 vadit.)

Komenta¥: Pro lepsi pochopeni uvadime nékolik ptikladt vyrazi (Ezp) z definice.

. 254
«2+3x4
« [(2)+9(5)

o f(2+2,9(y,3xy))
e if 2 — 1 then (2 + f(y)) else g(z,x)

(Vyhodnoceni podminky v ,if testuje nenulovost argumentu.)

Definice: Deklarace (v jazyce Definice 9.1) je koneény systém rovnic tvaru

f1($17”'7xa1) - El

fn(«rlu"'7xan) = En

kde pro kazdé 1 < ¢ < n plati, ze f; € Fun je funkce arity a;, ze x1,...,2,, € Var

jsou proménné a F; je vyraz, v némz se mohou vyskytovat pouze proménné zy,...,z,, a
funkéni symboly fi,..., fn.

Komenta#: Opét uvadime pro osvéteni nékolik priklada deklaraci z nasi definice.
e f(zr) = ifxthen xzx f(r—1) else 1

fl@) = gz -1
g(xz,y) = if z then f(y) else 3
(Jak wvidime formdlné pozdéji, konvenci nasich vypocti je neuZivat zapornd ¢isla, misto
toho 0 —1 ,=%0.)
e g(xz,y) = if z—y then z else y

flz) = [f(x)

(Nezapisuje toto ndhodou ,nekonecnou smycku“?)

Deklarace tedy udava ,soubor pravidel“, podle kterych vyhodnocujeme (Definice 9.2) dany
vyraz. Jinak také lze deklaraci chapat jako zobecnéni rekurentnich definic funkci.

9.2 Formalizace pojmu ,,vypocet*

Za vypocet (nad A) budeme povazovat posloupnost tGprav vyrazu, které jsou ,posta-
veny“ na nasi uvazované deklaraci A. To je formalné podchyceno nasledujicima dvéma
definicema.

Definice: Bud A deklarace. Symbolem Fzp(A) ozna¢ime mnozinu vSech vyrazu E, které
splnuji zaroven tyto dvé podminky:
— FE neobsahuje zadnou proménnou.
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— Jestlize E obsahuje funkéni symbol f, pak f byl v A deklarovan (tj. na levé strané
nékteré rovnice A).

Fakt: Mnozinu Fzp(A) lze definovat také induktivné:

EF 1= n | (El) | E1+E2 | El_E2 | El*EQ | E1+E2
| f(E1,---,FE,) | if F; then FE; else Fj

V uvedené zapise je n € Num, f € Fun je funkéni symbol deklarovany v A a a € N je
arita tohoto f.

Definice 9.2. Vypocet a krok vypoctu v nasem deklarativnim jazyce.
Funkci ,krok vypoctu“ — : FEzp(A) — FEzp(A) definujeme induktivné takto; misto
—(F) = F budeme psat E+—F'.

e n—n pro kazdé n € Num.

Pro E = (E;) definujeme krok vypoctu takto:

x Jestlize Ey—F € Num, pak (E))—F.
x Jestlize Ey—F & Num, pak (E))—(F).

Pro E = E; + E5 definujeme krok vypoctu takto:
x Jestlize Fy, Es € Num, pak E; + For—2z, kde z je dekadicky zapis ¢isla Fy + Es.
x Jestlize Fy € Num, pak Ey + Eor—F + Ey, kde Fi—F.
x Jestlize Fy € Num a Es &€ Num, pak F; + For—FEy + F| kde For—F.

Pro E = E; — FE definujeme krok vypoctu takto:

x Jestlize Fy, By € Num, pak Fy— FEyr—z, kde z je dekadicky zapis ¢isla max{0, F;—
Es}. (Pozor na nezapornost vysledku od¢itani!)

x Jestlize Fy & Num, pak E; — For—F — E5, kde Fy—F.
x Jestlize Fy € Num a Ey € Num, pak E; — For—FE; — F, kde Eo—F.
e Pro E = FE,; % E, definujeme krok vypoctu takto:
x Jestlize Fy, Fy € Num, pak F; x Ey—z, kde z je dekadicky zapis cisla E; x Fs.
x Jestlize By € Num, pak E; x For—F x Fy, kde Fyj—F.
x Jestlize Fy € Num a FEy & Num, pak Ey x For—Fy x F, kde For—F.
e« Pro E = FE; + E, definujeme krok vypoctu takto:

x Jestlize Ey, By € Num, pak E; + Fy—z, kde z je dekadicky zépis (celé ¢asti)
Cisla | Ey/Fs|. Pokud Ey =0, je z = 0 (déleni nulou!).

x Jestlize Fy € Num, pak Ey + For—F +— F5, kde Ej—F.

x Jestlize Fy € Num a Ey € Num, pak F; + For—FE; — F, kde Eo—F.
o Pro E = if E; then FE, else Ej3 definujeme krok vypoctu takto:

x Jestlize £1 € Num a F4 = 0, pak if I, then E; else E3— FEjs.

x Jestlize Fy € Num a F; # 0, pak if F; then F, else F3— Fs.
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x Jestlize Fy ¢ Num, pak if E; then F; else F3—if F' then F, else Ej3, kde
Ell—)F.

e« Pro E = f(E4,---, Eg) definujeme krok vypoétu takto:

« Jestlize By, - -, B, € Num, pak f(Ey,---, Ep)—(Ef(xy [Ev, -, x5 [ E)).
(V tomto formalnim zépise se jedna o prosté ,textové“ dosazeni hodnot FE; za
proménné z; v deklaraci £y funkce f v A.)

x Jinak f(Ey, -, Ex)—f(Ey, -, Ei 1, F,Eiyq, -+, Ey), kde i je nejmensi index
pro ktery plati F; ¢ Num a E;—F.

V zapise jednotlivych bodu vzdy plati, ze Ey, Es,... € Ezp(A). Znak = zde znamena
ytextovou® rovnost na mnoziné vyrazii Ezp. Piinejednoznacnosti vzdy aplikujeme prvni
pouzitelné pravidlo nasi definice.

Reflexivni a tranzitivni uzaver relace +— zna¢ime —* (,vgpocet”).

Tato rozsahla a dilezita definice si zaslouzi né€kolik podstatnych pfipominek. Za prvé
si dobre povSimnéte nékterych ,aritmetickych® aspekti vypoctu.
— Vysledek odecitani je vzdy nezaporny, neboli vSechna zaporna cisla jsou nahrazena
nulou.

— Vysledek déleni je vzdy celociselny, pocitame jeho dolni celou ¢ast.
— Déleni nulou je definovano (neni chybou), vysledkem je opét nula.

Dalsi pripominka se tyka poradi vyhodnocovani ve vyrazu — to je presné dano po-
fadim pravidel v Definici 9.2, neboli vzdy aplikujeme prvni pravidlo, které aktualné lze
pouzit na vyraz F, a to na prvnim mozném misté. Mimo jiné je takto ,definovana‘“
nejvyssi priorita vyhodnoceni uzavorkovaného vyrazu.

Uvédomte si dobfe, ze definice vypocetniho kroku +— je (ponékud skryté) rekurzivni.
Treba krok (2% 1)—2 je ve skutec¢nosti jedingym krokem, prestoze ,vyvola“ pouziti dvou
pravidel v sobé — vyhodnoceni souc¢inu i odstranéni zavorek.

Jesté si uvedme, ze nase definice pfipousti jisty nedeterminismus (poznamka jen pro
Ctenéfe, ktefi o nedeterminismu uz slyseli): Je mozné mit v deklaraci A zadanych vice
rovnic pro tutéz funkci f(), pak se vsak z +— stavd pouhd relace. My se touto moznosti
nebudeme zabyvat.

9.3 Priklady vypocta a dikazt

Priklad 9.3. Ukazeme si nékolik ilustrativnich ,,vypocti“ nad riznymi deklaracemi.
Uvazme deklaraci f(x) = if x then x % f(z — 1) else 1. Pak tieba f(3)—*6, nebot

f(3) — if 3 then 3« f(3—1) else 1 — 3xf(83-1) —
3x f(2) — 3% (if 2 then 2% f(2—1) else 1) — 3x(2xf(2-1)) —
3x (2% f(1)) — 3%(2x%(if 1 then 1% f(1—1) else 1)) +— 3x(2x(1xf(1-1))) +—
3x(2x(1xf(0))) +— 3*(2x(1x(if O then 0 f(0—1) else 1))) — 3% (2x(1x1)) —
3x(2x1) —  3%2 — 6.

Uvazme deklaraci f(z) = g(x — 1,z) a g(z,y) = if x then f(y) else 3. Pak napiiklad

f(3)—*f(3), nebot

f(3)—g(3 —1,3)—g(2,3)—if 2 then f(3) else 3— f(3).
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Uvazme deklaraci f(z) = f(x). Pak pro kazdé n € Num plati f(n)— f(n) a podobné
S )= f(f(n)). Ale f(f(2+3)—=f(f(5))—[(/(5)). =

Dukaz spravnosti programu

Cela nase formalizace deklarativniho jazyka sméfuje k presnym matematickym dikazim
algoritmii, takze si takové hned nazorné ukazeme.

Priklad 9.4. Pro ukazku uvazme deklaraci A obsahujici pouze rovnici

f(x) =if x then x * f(x — 1) else 1.

Véta. Pro kazdé n € N plati f(n)—*m, kde m = nl.
Diikaz povedeme indukci podle n:

e Baze n =0. Plati f(0) — if O then 0 f(0 — 1) else 1 — 1 a plati 0! = 1.
o Indukeéni krok. Necht n 4+ 1 = k. Pak
f(k) — if k then k* f(k—1) else 1 — kx f(k—1) — kx f(w),

kde w = k — 1 = n. Podle LP. plati f(w) —* u, kde u = n!l. Proto k * f(w) —"k x
!

u— v,kdev=(n+1)-nl=(n+1)\ 0

Komenta#: Vidite, jak ,hutny“ a pritom formalné zcela presny zapis dukazu nase formali-
zace umoznuje? Promyslete si podrobné vsechny jeho kroky jesté jednou a dobfe si uvédomte,
co z ¢eho vyplyva a jak na sebe navazuji.

Dikazy ,neukoncenosti“ vypocta

Jinou otéazkou je, jak zdtvodnit, ze néktery vypocet neskonci. K tomu vyuzijeme nasle-
dujici tvrzeni:

Véta 9.5. Bud A deklarace. Pro kaZdé i € N definujeme relaci —' C Exp(A) x Ezp(A)

predpisem +—' = > o-.-ows. Ddle definitoricky klademe —° = {(E,E) | E €
Exp(A)}. Pak (relace ,vgpocet”) plati w—* = Ji2,+—".

Podle predchozi véty plati, ze Fr—*F pravé kdyz F+—*F pro néjaké i € N. Navic musi
existovat nejmensi i s touto vlastnosti. Toto pozorovani byva velmi uzitecné v dikazech
,heukoncenosti“ vypocti.

Priklad 9.6. Uvazme deklaraci f(x) = f(x).

Véta. Pro kazdé n € Num plati, Ze neexistuje zddné m € Num takové, zZe
f(n)—*m.

Dikaz sporem: Pfedpokladejme, Ze existuji n,m € Num takové, ze f(n)—*m. Pak
existuje nejmensi 1 € N takové, Ze f(n)—‘m. JelikoZ vyrazy f(n) a m jsou rizné, plati
i > 0. Jelikoz —' = +—""lors a f(n)— f(n), plati f(n)—""'m, coZ je spor s minimalitou
1. O

Rozsifujici studium
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10 Dukazové postupy pro algoritmy

Uvod

Nyni si ukazeme, jak formalni deklarativni jazyk z Lekce 9 vyuzit k formalné presnym
induktivnim dikazim vybranych algoritmi. Da se Fici, ze tato lekce je ,vrcholem* v nasi
snaze o matematické dokazovani algoritmii v informatice.

Cile

Na podkladé jednotlivych variant diikazi matematickou indukci z Lekce 2 si ukazeme
prehled formalnich indukénich dikazovych technik aplikovanych na vybrané algoritmy (v
zapisech deklarativniho jazyka).

10.1 Technika ,fixace parametru®

Tato technika je vhodna pro pripady, kdy je sice v algoritmu vice parametrt, ale ,zjevné“
dochézi ke zméné jen jednoho (nebo ¢&sti) z nich a chovani algoritmu ke zbylym ,nemén-
nym*“ parametrim je dobfe ,predvidatelné®.

Priklad 10.1. Uvazme deklaraci A obsahujici pouze rovnici

g(xz,y) =if x then y+ g(x — 1,y) else 0.

Véta. Pro kazdé m,n € N plati g(m,n) —* z, kde z=m - n.

Dikaz: Budiz n € N libovolné ale pro dalsi ivahy pevné. Dokazeme, Ze pro kazdé
m € N plati g(m,n) —* z, kde z = m - n, indukci vzhledem k m.

* Bdze m = 0. Plati g(0,n) — if 0 then n + ¢(0 — 1,n) else 0 — 0.
x Indukéni krok. Necht m + 1 = k. Pak

g(k,n) — if k then n+ g(k —1,n) else 0 — n+ gk —1,n) — n+ g(w,n),
kde je w = m. Podle L.P. plati g(w,n) —™* u prou = m-n. Dile n+g(w,n) —* n+ur— v,
kde v =n+(m-n) = (m+1)-n = k-n, a tim jsme dohromady hotovi s dikazem g(k,n) —™* v3
10.2 Technika ,,indukce k sou¢tu parametra*

Toto lze pouzit predevsim v piipadech, kdy se v pritbéhu algoritmu vzdy néktery parametr
zmensuje, ale pokazdé je to néktery jiny parametr, takze v indukci se nelze zamérit jen
na jeden z nich.

Priklad 10.2. Uvazme deklaraci A obsahujici pouze rovnici

g(z,y) = if x then (if y then g(x — 1,y) + g(z,y — 1) else 0) else 0.

Véta. Pro kazdé m,n € N plati g(m,n) —* 0.
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Tvrzeni této véty primo nelze dokazat indukei vzhledem k m, ani indukci vzhledem
k n, nebot u zaddného z m,n nemame zaruceno, Ze se vzdy zmensi. Dikaz lze ovSem
postavit na faktu, ze se vzdy zmensi alespon jeden z m,n, neboli se vzdy zmensi sou-
¢et m a n. To znamend, ze vyse uvedené tvrzeni nejprve preformulujeme do nasledujici
(matematicky ekvivalentni) podoby:

Véta. Pro kazdé i € N plati, ze jestlize ¢ = m + n pro kterdkoliv m,n € N,
pak g(m,n) —* 0.

Diikaz indukci vzhledem k i: Baze i = 0 znamena, ze 0 = m + n pro m,n € N, neboli
m = n = 0. Dokazujeme tedy, ze ¢(0,0) —* 0. Plati

9(0,0) — if 0 then (if 0 then g(0 —1,0) + g(0,0 — 1) else 0) else 0 — 0.

Indukéni krok. Necht i4+1 = m+n, kde m,n € N. Nyni rozliSime t¥i moZnosti (z nichz
prvni dvé jsou svym zptisobem jen rozsifenimi predchozi baze indukee):
x Pro m = 0 plati

9(0,n) — if 0 then (if n then ¢g(0 —1,n) + ¢g(0,n — 1) else 0) else 0 — 0.

* Prom > 0,n = 0 plati

g(m,0) — if m then (if 0 then g(m — 1,0) + g(m,0 — 1) else 0) else 0 —
— if 0 then g(m —1,0) + g(m,0 — 1) else 0 — O.
* Prom > 0,n > 0 plati
g(m,n) — if m then (if n then g(m — 1,n) + g(m,n — 1) else 0) else 0 —

— if n then g(lm —1,n) + g(m,n—1) else 0 — g(m —1,n) + g(m,n —1).

Podle I.P. plati g(m —1,n) —™ 0 a sou¢asné g(m,n — 1) —* 0, proto
gm—1n)+gmn—-1)—*0+gmn—-1)—*0+0+— 0.
Tim jsme s diikazem matematickou indukci hotovi. O
Zajimavéjsi verze

Udélejme si predchozi nudny piiklad trochu zajimavéjsim (ale co se tyce dikazu stéle v
podstaté stejnym. .. ).

Priklad 10.3. Uvazme deklaraci A obsahujici pouze rovnici

g(z,y) = if x then (if y then g(x — 1,y) + g(z,y — 1) else 1) else 1.

Véta. Pro kazdé m,n € N plati g(m, n)—*k, kde k = (") (kombinacni cislo).
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Toto tvrzeni opét budeme dokazovat indukci vzhledem k ¢ = m + n.
Vzpomeérite si nejprve na znamy Pascaluv trojuhelnik kombinac¢nich cisel, ktery je
definovany rekurentnim vztahem

o) =() ()

Nepripomina to trochu nasi deklaraci? Je vSak tfeba spravné ,nastavit® vyznam para-

metrd a, b.
Diikaz indukci vzhledem k i: Baze i = 0 znamena, ze 0 = m + n pro m,n € N, neboli
m = n = 0. Dokazujeme tedy, Ze g(0,0) —™* 1. Plati

9(0,0) — if 0 then (if 0 then ¢(0 —1,0) + g(0,0 — 1) else 1) else 1 +— 1.

Induké¢ni krok. Necht i 4+1 = m+mn, kde m,n € N. Opét rozliS§ime stejné t¥i moznosti:

x Pro m = 0 plati

9(0,n) — if O then (if n then g(0 —1,n) + ¢g(0,n —1) else 1) else 1 — 1.

* Prom > 0,n = 0 plati
g(m,0) — if m then (if 0 then g(m — 1,0) + g(m,0 — 1) else 1) else 1 —
— if 0 then g(m —1,0) + g(m,0 —1) else 1 — 1.
* Prom > 0,n > 0 plati
g(m,n) — if m then (if n then g(m —1,n) + g(m,n — 1) else 1) else 1 —
— if n then g(lm —1,n) + g(lm,n—1) else 1 — g(m —1,n) + g(m,n —1).

Podle I.P. plati g(m — 1,n) —* kg, kde kg = (mntﬁfl), a soucasné g(m,n — 1) —™* ko, kde

ko = (mt;‘_l). Pfitom z Pascalova trojihelnika plyne
m+n—1 n m+n—-1\ (m+n—-1+1\ (m+n
m—1 m - m - m ’

gm—1n)+gmn—-—1) —»*k; +ky —m* k= <m+n>
m

a proto

10.3 Technika ,,zesileni dokazovaného tvrzeni*

Velmi castou situaci pfi dokazovani algoritmu je, ze se zajimame o hodnoty nékterych
proménnych nebo ,vystupy*“ nékteré funkce, ale ke spravnému matematickému dikazu
musime ,,postihnout® i chovani jinych funkci a proménnych v algoritmu. Takova situace
pak typicky vede na potiebu zesileni pozadovaného tvrzeni v matematické indukeci.

Priklad 10.4. Uvazme deklaraci A obsahujici tyto rovnice:
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f(z) = if x then h(z) else 1
h(x) = if x then f(x — 1)+ h(zx —1) else 1
Véta. Pro kazdé n € N plati f(n)—*m, kde m = 2".

Pozadované tvrzeni bohuzel nelze piimo dokazat indukci podle n. Resenim je pieformu-
lovani dokazovaného tvrzeni do silnéjsi podoby, kterou jiz indukci dokazat lze:

Véta. Pro kazdé n € N plati f(n) —* m a h(n) —* m, kde m = 2",
Diikaz, jiz pomérné snadno indukci vzhledem k n:
*x Baze n = 0. Plati

f(0) +— if 0 then h(0) else 1 — 1,
h(0) — if 0 then f(0—1)+h(0—1) else 1 — 1.

* Indukéni krok: Necht n 4+ 1 = k, pak plati

f(k) — if k then h(k) else 1 — h(k) —
— if k then f(k—1)+h(k—1)else 1 — f(k—1)+h(k—1) — f(w)+h(k—1),
kde w = k — 1 = n. Podle L.P. plati f(w) —* m, kde m = 2". Zaroven také (nase
wzesileni) plati i h(w) —* m, a proto

f(w)+h(w) —=*m+h(w) —*m+m— q,

kde ¢ = m +m = 2m = 2 - 2" = 2" = 2% Proto tranzitivné f(k) — q a prvni ¢ast
naseho tvrzeni plati i pron +1 = k.

Podobné je tieba jesté dokoncit druhou cast tvrzeni.
h(k) — if k then f(k—1)+h(k—1) else 1 —

fk—=1)+hk—-1) —* f(w)+h(k—1),

kde w =k — 1 = n. Podle LP. plati f(w) —* m, kde m = 2", a také h(w) —* m, a
proto
f(w) +h(w) =*m+m—q,

kde g = m +m = 22" = 2" = 2% Proto h(k) — q a i druh4 ¢ast naseho tvrzeni
plati pron +1 = k. O
10.4 Dva ,klasické® algoritmy

Jiz z davnych dob antiky pochézi tento zajimavy a koneckoncii velmi jednoduchy algorit-
mus teorie ¢isel. (Vite, jestli tehdy vibec mluvili o algoritmech a programech nebo jako
to bylo?)
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Eukliduv algoritmus

Veéta 10.5. Uvazme deklaraci A obsahujici pouze rovnici
g(x,y) =1if v —y then g(x —y,y) else (if y — x then g(x,y — x) else z).

Pak pro kazdé nenulové m,n € N plati g(m,n) —* z, kde z je nejuétsi spolecny délitel
cisel m,n.

Dikaz indukci k ¢ = m + n. (Tj. dokazujeme nasledujici tvrzeni: Pro kazdé i > 2
plati, ze jestlize i = m + n, kde m,n € N, m,n > 0, pak z je nejvétsi spolecny délitel
cisel m,n.)

V bazi pro i = 2 je m,n = 1 a plati

g(1,1) — if 1 — 1 then g(1 —1,1) else (if 1 — 1 then g(1,1 - 1) else 1) —
— if 0 then g(1 —1,1) else (if 1 — 1 then ¢g(1,1 —1) else 1) —
— if 1 — 1 then ¢g(1,1 —1) else 1 — if 0 then g(1,1 —1) else 1 — 1.

Indukéni krok. Necht ¢ +1 = m + n kde m,n € N. Probereme t¥i moznosti:

* m = n. Pak

g(m,n) — if m — n then g(m — n,n) else (if n — m then g(m,n — m) else m) —
if 0 then g(m — n,n) else (if n — m then g(m,n —m) else m) —
if n — m then g(m,n — m) else m +— if 0 then g(m,n — m) else m — m.

* m < n. Pak

g(m,n) — if m —n then g(m —n,n) else (if n — m then g(m,n —m) else m) —
if 0 then g(m — n,n) else (if n — m then g(m,n —m) else m) —

if n — m then g(m,n — m) else m — if z then g(m,n — m) else m —

g(m, n-— m) = g(m, k) )

kde k = n—m. Plati m+k = m+ (n—m) = n < i, takze podle L.P. také plati g(m, k) —* z,
kde z je nejvétsi spolec¢ny délitel ¢isel m a n — m. Ovérime, Ze z je nejvétsi spolecny délitel
cisel m a n.
— Jelikoz ¢islo z déli éisla m a n — m, déli i jejich soucet (n — m) + m = n. Celkem z je
spole¢nym délitelem m a n.
— Bud d néjaky spoleény délitel ¢isel m a n. Pak d déli také rozdil n — m. Tedy d je
spolecny délitel cisel m a n —m. Jelikoz z je nejvétsi spolecny délitel ¢isel m a n —m,
nutné d déli z a zavér plati.

* m > n. Pak
g(m,n) —* g(m —n,n) — g(k,n),

kde k = m — n. Podle LP. plati g(k,n)—™*z, kde z je nejvétsi spolecny délitel éisel m —n a
n. Podobné jako vySe ovérime, Ze z je také nejvétsi spolecny délitel Cisel m a n. O

Poznamka: Jak byste vyse uvedeny zapis Euklidova algoritmu vylepsili, aby spravné ,pocital“
nejvétsiho spoleéného délitele i v piipadech, ze m = 0 nebo n = 07
Co v takovych pripadech selze pii soucasném zapise?
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Inkrementace dekadického zapisu

Néasleduje priklad algoritmu, ktery vSichni dobfe znaji uz od dob zakladni skoly — sc¢itani
vicemistnych ¢isel. My si ukdzeme jeho zjednodusenou verzi coby inkremenaci ¢isla (t;j.
pricteni 1 k ¢islu).

Priklad 10.6. Mé¢éjme prirozené Ccislo m dekadicky zapsané pomoci cislic
(Cr_1Cr—2...c1¢0)10 (kde zleva se implicitné vypliuji nuly). Pak dekadicky z&apis cisla
m' = m + 1 ziskame takto:

Algoritmus . Inkrementace.
k <« pocet cislic m;
P« L
for i «— 0,1,....k—1k do
¢; «— (¢;+p) mod 10;
if ¢/ #0 then p « O;
done
Zapisme tento kod formalni deklaraci naseho jazyka.
Reseni:
x Jelikoz nyni nejsou k dispozici proménné typu pole, ,,pomiizeme si“ funkénim zapisem
/

¢islic (i) a ¢'(7) misto ¢;, c,.

x Cyklus for nahradime rekurzi (béZny postup).

x Nakonec ,trikové“ nahradime proménnou p, kterd vyjadiuje prenos do i-tého tadu,
zavedenim nové funkce p(i), coz vyrazné zjednodusi zapis deklarace.

Cela formalni deklarace A bude vypadat napiiklad nasledovné:
g'(i) = (9(i) + p(i)) mod 10
p(i) = if i then (if ¢’( — 1) then O else 1) else 1
9(0) =co, 9g(1) =c1, ... g(k—1) =cr 1
Vsimnéte si zvlastniho posledniho fadku, kde jsou rovnice deklarujici konstantni hod-
noty jednotlivych ¢slic vstupniho ¢isla m. (Pro¢ to tak je zapsédno?)
Véta. Pro kazdé i € N plati, ze ¢/(i) udava dekadickou ¢&islici i-tého fadu zprava
¢isla m + 1, kde m mé dekadicky zapis po ¢islicich (¢_1 ... c1¢0)10-
Dokazte si tvrzeni sami za doméci tkol (diskutujte na IS). Je potieba pouzit matema-
tickou indukci se zesilenym predpokladem, ktery se bude vhodné vyjadiovat i o vyznamu
hodnoty p(i) (,prenos*). Pochopitelné je tieba pro tGplnou spravnost feseni jesté ro-

zepsat operaci ,,modulo® pomoci povolenych aritmetickych operaci, coz si také za tkol
vyzkousejte. O

Rozs§itujici studium
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11 Nekonecné mnoziny a zastaveni algoritmu

Uvod

Bystrého ¢tenare miize snadno napadnout myslenka, proc¢ se vlastné zabyvame doka-
zovanim zpravnosti algoritmi a programu, kdyz by to prece (snad?) mohl za nas délat
automaticky pocita¢ samotny. Bohuzel to vsak nejde a je hlavnim cilem této lekce ukazat
divody proc.

Konkrétné si dokazeme, ze nelze algoritmicky rozhodnout, zda se dany algoritmus na
svém vstupu zastavi nebo ne. Hlavnimi nastroji, které pouzijeme, budou nekone¢né mno-
ziny a dikazova technika tzv. Cantorovy diagonaly, ktera se ve velké mire pouziva praveé

v teoretické informatice. (Pro zvidavé; obdobné, ale mnohem slozitéji, lze dokazat Ze ani
matematické ditkazy nelze obecné algoritmicky konstruovat. .. )

Cile

Zavedeme si v ,naivnim pohledu“ nekonecné mnoziny a techniku diitkazu Cantorovou
diagonalou. Pak tuto techniku vyuzijeme k diikazu algoritmické neresitelnosti problému
zastaveni.

11.1 O kardinalité a nekonecnych mnozZinach

Definice: Mnozina A je ,nejvyse tak velkd“ jako mnozina B, pravé kdyZ existuje injek-
tivni funkce f : A — B. Mnoziny A a B jsou ,stejné velké* pravé kdyz mezi nimi existuje
bijekce.

V piipadech nekonecénych mnozin misto “velikosti” mluvime formalné o jejich kardi-
nalité.

Komenta#: Tyto definice kardinality mnozin ,funguji“ dobfe i pro nekone¢né mnoziny.
* Napfiklad N a Z maji stejnou kardinalitu (,stejné velké*), tzv. spocetné nekonecné).

* Lze snadno ukazat, ze i QQ je spocetné nekonecéna, tj. existuje bijekce f: N — Q.

Vi

+ Existuji ale i nekone¢né mnoziny, které jsou ,striktné vétsi“ nez libovolna spoc¢etna mno-
zina (piikladem je R).

* Pozdéji dokdzeme, ze existuje nekonecna posloupnost nekone¢nych mnozin, z nichz kazda
je striktné vétsi nez vsechny predchozi.

Véta 11.1. Neezistuje Zadné surjektioni (tudiz ani bijektivni) zobrazeni g : N — R.

Neformalné feceno, realnych cisel je striktné vice nez prirozenych.

Dikaz sporem. Nechf takové g existuje a pro zjednoduSeni se omezme jen na funkéni
hodnoty v intervalu (0, 1). Podle hodnot zobrazeni g si takto mizeme ,usporadat® deka-
dické zapisy vsech redlnych ¢isel v intervalu (0, 1) po fadcich do tabulky:

g0)= 0. 1 5 4 2 75 78 3 25
g(1)= o. 2

g(2)= 0. 1

9B3)= 0 3

g(4)= 0 9
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Nyni sestrojime ¢islo a € (0,1) nésledovné; jeho i-ta ¢islice za desetinnou ¢arkou bude

1, pokud v i-tém tadku tabulky na diagonale neni 1, jinak to bude 2. V nasem prikladé
a=0.21211...

Kde se nase ¢islo a v tabulce nachézi? (Nezapomenme, g byla surjektivni, takze tam

a musi byt!) Kostrukce vsak ukazuje, ze a se od kazdého ¢isla v tabulce lisi na aspon

jednom desetinném misté, to je spor. (AZ na drobny technicky detail s rozvojem . ..9.)

O

V obecnosti lze dokonce analogickym zptisobem dokézat nasledovné.
Véta 11.2. Bud M libovolnd mnoZina. Pak existuje injektivni zobrazeni f : M — 2M,
ale neexistuje Zddné bijektivni zobrazeni g : M — 2M

Dikaz: DokéZeme nejprve existenci f. Staci ale polozit f(z) = {z} pro kazdé = € M.
Pak f: M — 2M je zjevné injektivni.

Neexistenci g dokdzeme sporem. Predpokladejme tedy naopak, Ze existuje bijekce
g: M — 2™ Uvazme mnozinu K C M definovanou takto:

K={reM]xdgg(x)}

JelikoZ ¢ je bijektivni a K € 2™ musi existovat * € M takové, ze g(z) = K. Nyni
rozliSime dvé moznosti:

— x € g(x). Tj. x € K. Pak ale = ¢ g(z) z definice K, spor.

— = & g(z). To podle definice K znamena, ze = € K, tj. = € g(z), spor. O

Komentaf: Dvé navazujici poznamky.

o 7 toho, ze nekonecna mohou byt ,ruzné velkd*, l1ze lehce odvodit fadu dalsich faktu.
V jistém smyslu je napf. mnozina vSech ,,problému“ vétsi nez mnozina vsech algoritmu
(obé mnoziny jsou nekone¢né), proto nutné existuji problémy, které nejsou algoritmicky
resitelné.

o Technika pouzitd v dikazech Vét 11.1 a 11.2 se nazyva Cantorova diagonalni metoda,
nebo také zkracené diagonalizace.

Konstrukei mnoziny K lze znazornit pomoci nasledujici tabulky:

a b ¢ d
gla) | v = —
g) | vV - =
O VAN
gd) | — = vV

Symbol 4/ resp. — Fik4, ze prvek uvedeny v zahlavi sloupce patii resp. nepatii do mnoziny
uvedené v zahlavi fadku. Tedy napt. d € g(b) a a & g(d).

,Naivni“ mnozinové paradoxy

Naivni teorie mnozin, jak jsme si ji uvedli i v tomto predmétu, trpi mnoha neduhy a ne-
presnostmi, které vyplynou na povrch predev§im pfi ,neopatrné manipulaci“ s (nekonec-
nymi) mnozinami. Abychom se témto ,neopatrnostem“ vyhnuli bez pfilisné formalizace,
dva zakladni z téchto paradoxii si nyni ukazeme.
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Priklad 11.3. Uvazime-li nyni nekonec¢nou posloupnost mnozin
A17 A27 A37 e

kde A} = N a A, = 2% pro kazdéi € N, je vidét, Ze vSechny mnoziny jsou nekonecné
o

a kazda je ,striktné vétsi“ nez libovolna predchozi.

Kde vsak v tomto fazeni mohutnosti bude ,,mnozina vsech mnozin“?

Takto se koncem 19. stoleti objevil prvni Cantoriiv paradox nové vznikajici teorie
mnozin. (Dnesni vysvétleni je jednoduché, prosté ,mnozinu vSech mnozin“ nelze defino-
vat, prosté v matematice neexistuje.) O

Brzy se vsak ukazalo, ze je jesté mnohem hiif. ..

Russeltiv paradox

Fakt: Neni pravda, ze kazdy soubor prvkii 1ze povazovat za mnozinu.
x* X ={M | M je mnozina takova, ze M ¢ M}. Plati X € X 7
— Ano. Tj. X € X. Pak ale X splnuje X ¢ X.
— Ne. Pak X spliiuje vlastnost X € X, tedy X je prvkem X, tj.,, X € X.

x Obé mozné odpovédi vedou ke sporu. X tedy nelze prohlasit za mnozinu.

Komenta#: Vidite zde podobnost pristupu s Cantorovou diagonalizaci? Russeliv paradox
se objevil zacatkem 20. stoleti a jeho ,,jednoduchost® zasahujici uplné zéklady matematiky
(teorie mnozin) si vynutila hledani seriézniho rozieseni a rozvoj formélni matematické logiky.

Pro ilustraci tohoto paradoxu, slyseli jste uz, ze ,,v malém méstecku zije holi¢, ktery holi
pravé ty muze méstecka, kteri se sami neholi“?

Zminéné paradoxy naivni teorie mnozin zatim v tomto kurzu nerozresime, ale zapama-
tujeme si, ze vétsSina matematickych a informatickych disciplin vystaci s ,,intuitivné bezpec-
nymi“ mnozinami.

11.2 Algoritmicka neresitelnost problému zastaveni

Fakt: Uvédomme si (velmi neformalné) nékolik zakladnich myslenek.

« Program v kazdém programovacim jazyce je konecnd posloupnost slozené z konecné
mnoha symbolu (pismena, ¢islice, mezery, specidlni znaky, apod.) Necht ¥ je mnozina
vSech téchto symboli. Mnozina vSech programi je tedy jisté podmnozinou mnoziny
Uien X¢, kterd je spocetné nekonecné. Existuje tedy bijekce f mezi mnoZinou N a
mnozinou vSech programii. Pro kazdé i € N ozna¢me symbolem P; program f(i). Pro
kazdy program P tedy existuje j € N takové, ze P = P;.

x Kazdy mozny vstup kazdého mozného programu lze zapsat jako konecnou posloup-
nost symbolt z konecné mnociny I'. Mnozina vSech moznych vstupt je tedy spocetné
nekonecna a existuje bijekce g mezi mnozinou N a mnozinou vsech vstupt. Pro kazdé
i € N ozna¢me symbolem V; vstup g(7).

x Predpokladejme, ze existuje program Halt, ktery pro dané i, 7 € N zastavi s vystupem
ano/ne podle toho, zda P; pro vstup V; zastavi, nebo ne.

x Tento predpoklad dale dovedeme ke sporu dokazujicimu, ze problém zastaveni nema
algoritmické Feseni.
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Tvrzeni 11.4. Predpoklad existence programu Halt vede ke sporu.

Dikaz: Uvazme program Diag s nasledujicim kédem:

input k;

if Halt(k,k) =ano then while true do ; done

(Program Diag(k) mé na rozdil od Halt jen jeden vstup k, coz bude dilezité.)
Fungovani programu Diag lze znazornit za pomoci néasledujici tabulky:

Py

Vi
Va
V3
Vi

Symbol |/ resp. — fika, Ze program uvedeny v zahlavi sloupce zastavi resp. nezastavi pro
vstup uvedeny v zdhlavi fadku. Program Diag ,zneguje diagonalu této tabulky.
Podle naseho predpokladu (Diag je program a posloupnost P; zahrnuje vSechny pro-

Py
v
v

v

L

gramy) existuje j € N takové, ze Diag = P;. Zastavi Diag pro vstup V;?

— Ano. Podle kédu Diag pak ale tento program vstoupi do nekonec¢né smycky, tedy

nezastavi.

— Ne. Podle kédu Diag pak ale if test neuspéje, a tento program tedy zastavi.

Predpoklad existence programu Halt tedy vede ke sporu.

Komenta¥: Otazkami algoritmické (ne)fesitelnosti problémi se zabyva teorie vycislitelnosti.
Metoda diagonalizace se také Casto vyuziva v teorii slozitosti k dikazu toho, Ze dané dveé

slozitostni tiidy jsou rtizné.

Rozs§itujici studium

12 Délka vypoctu algoritmu

Uvod

Mimo samotné spravnosti vysledku vypocteného zapsanym algoritmem je jesté jedno
neméné diilezité hledisko k posouzeni vhodnosti algoritmu k feseni zadané tlohy. Jedna se

o cas, ktery algoritmus stravi vypoctem.

Asi netfeba argumentovat, ze pfehnané dlouha doba odezvy programu je kazdému uzi-
vateli nepiijemna. A co tieba v real-time systémech, kde si zdrzeni prosté nemiizeme dovolit.
Obligatni odpovéd ,kupme si rychlejsi poc¢itac“ bohuzel neni vzdy FeSenim, jak pfi pokro-
¢ilém studiu slozitosti algoritmu sami poznate. Mnohem vétsi potencial zrychleni se skryva

v algoritmech samotnych a jejich efektivnim navrhu.
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Cile

V této lekci definujeme délku vypoctu algoritmu, piicemz definici postavime na deklara-
tivnim jazyce z Lekce 9. Poté si ukazeme, jak se matematicky popisuje asymptotické chovani
funkci, coz se vyuziva predevsim pro zjednodusSené studium slozitosti vypoctu algoritmu.

12.1 O vyznamu délky vypoctu algoritmu
Uvazme deklarativni jazyk Definice 9.1.

Definice: Délkou vypoctu vyrazu F' nad deklaraci A rozumime nejmensi ptirozené k
takové, ze pro néj existuje m € Num pro néz F —* m. (Kdyz takové m neexistuje,
klademe k = o0.)

Komenta¥: Jakd je délka vypoctu nésledujicich vyrazu?
*+ 3+4—5x%6; Tri kroky3+4—-5%6+—3+4—-30— 3+0+— 3.

* 3+ (5 —4)x (6 +2); Tentokrat ¢tyii kroky 3+ (5—4)*(6+2) — 3+1x(6+2)
—3+1%x3+—3+3+— 6.

* 2007 ; Zadny krok, tj. k = 0.
Piiklad 12.1. Pro ukazku uvazme deklaraci A obsahujici pouze rovnici

f(x) =if x then x * f(x — 1) else 1.

Véta. Pro kazdé n € N je délka vypoctu vyrazu f(n) rovna 4n + 2.
Diikaz povedeme indukci podle n:

e Bazen = 0. Plati f(0) — if 0 then 0x f(0—1) else 1 +— 1, coz jsou piesné 2 kroky,
tj. 40+ 2.

o Indukcni krok. Necht n + 1 = k. Pak
f(k) — if k then kx f(k—1) else 1 — k* f(k—1) — kx f(w),

kde w = k£ — 1 = n. To jsou presné 3 kroky. Podle I.P. je délka vypoctu vyrazu
f(w) rovna 4n + 2. Poté nasleduje jesté jeden posledni krok vynasobeni k. Celkem se
provedlo 3 +4n +2+1=4(n+ 1) + 2 = 4k + 2 kroku. O

Pocditat presné nebo radéji ne?

Komenta#: Jaky ma smysl urceni presného poctu kroki algoritmu pii dnesnich CPU? Copak
jsme dnes schopni jednoznac¢né fici, jak dlouho jedna instrukce CPU trva? Z druh strany, i
kdyz vime, ze algoritmus A tfeba potiebuje 2n kroku vypoctu a algoritmus B tfeba potiebuje
3n krokd, je mezi nimi az takovy rozdil? Staci, kdyz B spustime na dvakrat rychlejsim
pocita¢i a pomér se hned obrati. Obé tyto prakticky motivované tvahy nas povedou k
poznani, ze aditivni a multiplikativni faktory funkce poctu kroku algoritmu jsou vlastné
zanedbatelné.
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12.2 Asymptotické znaceni a odhady funkci

Zajima-li nas jen rychlost rtstu funkee f(n) v zavislosti na n, zaméfujeme se predevsim
na tzv. asymptoticke chovani f pti velkych hodnotach n. V popisu f nas tedy nezajimaji
ani rtzné prictené “drobné cleny”, které se vyznamnéji projevuji jen pro mala n, ani
konstanty, kterymi je f ndsobena a které jen ovliviiuji ¢iselnou hodnotu f(n), ale ne
rychlost ristu.

Komentaf: Tak napiiklad funkce f(n) = n? roste (zhruba) stejné rychle jako f’(n) =
100000000n? i jako f”(n) = 0.00000001n> — 100000000n — 1000000. Naopak h(n) =
0.0000000000173 roste mnohem rychleji nez f’(n) = 100000000n2.

Pro porovnavani rychlosti rastt funkci nam slouzi nasledujici terminologie.

Definice: Necht g : N — N je dana funkce. Pro funkci f : N — N piseme

f€0(g)
pokud existuji konstanty A, B > 0 takové, ze

VneN: f(n)<A-g(n)+ B.
V praxi se obvykle (i kdyZ matematicky méné presné) pise misto f € O(g) vyraz

f(n) = 0O(g(n)).
Znamena to, slovné feCeno, Ze funkce f neroste rychleji nez funkce g. (I kdyz pro mala n
tfeba muze byt f(n) mnohem vétsi nez g(n).)
Poznamka: Kromé vlastnosti f € O(g) se nékdy setkate i s vlastnosti f € o(g), kterd znamend
f(n)

limy, 00 ) = 0 (funkce f roste strikiné pomaleji nez g).

Definice: Piseme f € (g), neboli f(n) = Q(g(n)), pokud g € O(f). Daéle piSeme
f € ©(g), neboli f(n) =0O(g(n)), pokud f € O(g) a zaroven f € Q(g), neboli g € O(f).

Vyraz f(n) = ©(g(n)) pak ¢teme jako “funkce f roste stejné rychle jako funkce g”.

Znateni: O funkci f(n) fikdme:

x f(n) = 0O(n) je linedrni funkce,

(n?) je kvadratickd funkce,

©
O©(logn) je logaritmickd funkce,
O

« f(n)
« f(n)
x f(n) (n¢) pro néjaké ¢ > 0 je polynomidlni funkce,

x f(n) = O(c") pro néjaké ¢ > 1 je exponencidlni funkce.

Priklad 12.2. (opakovany) Zjistéte, kolik znakt ’x’ v zavislosti na celo¢iselné hod-
noté n vstupniho parametru n vypise nasledujici algoritmus.
Algoritmus 12.3.
for i1i+—1,2,3,...,n-1,n do
for j«1,2,3,...,i-1,i do
vytiskni ’x’;
done
done
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Zatimco v Lekci 8 jsme trochu zdlouhavé indukci dokazovali, ze vysledkem je %n(n +
1) ’x’, nyni si mnohem snadnéji odvodime, Ze pocet x’ je ©(n?), coz je dostacujici
asymptotickd odpovéd ve vétsiné informatickych aplikaci.

Dikaz: Shora hned odhadneme, Ze kazda z n iteraci vnéjsiho cyklu vytiskne ¢ < n
znakt ’x’, takZe celkem je nejvyse n? ’x’. Naopak zdola hned vidime, Ze poslednich n /2
iteraci vnéjsiho cyklu vytiskne i > n/2 znaku ’x’, takZe celkem je alespon (n/2)-(n/2) =
n?/4 >x’. Z toho podle definice hned vyjde asymptoticky odhad ©(n?). O

Priklad 12.4. Piiklady risti ruznych funkci.

Funkce f(n) = ©(n): pokud n vzroste na dvojnésobek, tak hodnota f(n) taktéz
vzroste (zhruba) na dvojnasobek. To plati jak pro funkci f(n) = n, tak i pro 10000000007
nebo n + +/n, atd.

Funkce f(n) = ©(n?): pokud n vzroste na dvojnasobek, tak hodnota f(n) vzroste
(zhruba) na ¢tyfndsobek. To plati jak pro funkci f(n) = n?, tak i pro 1000n* + 1000n
nebo n% — 999999991 — 99999999, atd.

Naopak pro funkci f(n) = ©(2™): pokud n vzroste byt jen o 1, tak hodnota f(n)
uz vzroste (zhruba) na dvojnéasobek. To je obrovsky rozdil exponencidlnich proti polyno-
midlnim funkcim.

Pokud vam tieba funkce 999999n? pripada velkd, jak stoji ve srovnani s 2"? Zvolme
tieba n = 1000, kdy 999999n% = 999999000000 je jesté rozumné zapsatelné ¢islo, ale
21000 ~ 1039 byste uz na fadek nenapsali. Pro n = 10000 je rozdil jesté mnohem vyraz-
Nl O

Rekurentni odhady

V tomto oddile si uvedeme kratky prehled nékterych rekurentnich vzored, se kterymi se
muzete setkat pii FeSeni ¢asové slozitosti (pfevazné rekurzivnich) algoritmii.

Lema 12.5. Necht ay,...,ax,c > 0 jsou kladné konstanty takové, Ze a1 + ...+ a < 1,
a funkce T': N — N splniuje nerovnost

T(n) < T([an]) +T([agn]) + ...+ T([agn]) + cn.
Pak T(n) = O(n).

Dikaz: Zvolme € > 0 takové, ze ay + ...+ ap < 1 — 2e. Pak pro dostatecné velka n
plati (i se zaokrouhlenim nahoru) [ain] + ...+ [apn] < (1 — ¢)n, Feknéme pro vSechna
n > ng. Dale zvolme dostatené velké d > 0 tak, ze ed > ¢ a zéroven d > max {+71'(n) :
n=1,...,n0}.

Daéle uz snadno indukci podle n dokazeme T'(n) < dn pro vSechna n > 1:

e Pron <nyje T(n) < dn podle nasi volby d.
« Predpoklddejme, ze T'(n) < dn plati pro vSechna n < ny, kde ny > ng je libovolné.

Nyni dokazeme i pro n,

T(ny) <T([ang]) + ...+ T([arni]) + enqg <
<d-lTani|+...+d- Jagni] +cng <

<d-(1—=¢e)ny+cng <dng — (ed —c)ny < dny.
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Lema 12.6. Necht k > 2 a ay,...,a,c > 0 jsou kladné konstanty takové, Ze a; + ...+
ar =1, a funkce T': N — N spliiuje nerovnost

T(n) <T([an]) +T([agn]) + ... +T(Jarn]) + cn. (1)
Pak T(n) = O(n -logn).

Dikaz (nematematicky néznak): Bylo by mozno postupovat obdobné jako v pted-

vvvvvv

/////

Predstavme si, Ze upravujeme pravou stranu vyrazu (1) v ndasledujicich krocich: V
kazdém kroku rozepiseme kazdy ¢len T'(m) s dostatecné velkym argumentem m rekurzivni
aplikaci vyrazu (1) (s T'(m) na levé strané). Jelikoz a; + ...+ a; = 1, soucet hodnot
argumentt vSech 7T'(-) ve zpracovavaném vyrazu bude stale zhruba n. Navic po zhruba
t = ©(logn) krocich uz budou hodnoty argumenti vSech 7'(-) “malé” (nebude déle co
rozepisovat), nebot 0 < a; < 1 a tudiz af-n < 1 pro vSechna 4. Pfi kazdém z krokt naseho
rozpisu se ve vyrazu (1) pri¢te hodnota cn = O(n), takze po t krocich bude vysledna
hodnota

T(n)=t-0(n)+0(n)=0(n-logn).

Vyzkousejte si tento postup sami na konkrétnim piikladé 7"(n) < 277 (%) + n. O
V obecnosti je znamo:

Lema 12.7. Necht a > 1, b > 1 jsou konstanty, f : N — N je funkce a pro funkci
T : N — N plati rekurentni vztah

T(n) ga-T<%) + f(n).
Pak plati:
x Je-li f(n) = 0(n°) ac < log,a, pak T(n) = O(n'°&2).
x Je-li f(n) = O(n'°), pak T(n) = O(n'°% - logn).
x Je-li f(n) =0(n°) ac>log,a, pak T(n) = O(n®).

Dikaz tohoto obecného tvrzeni presahuje rozsah naseho predmétu. Vsimnéte si,
ze nikde ve vyse uvedenych feSenich nevystupuji pocatecni podminky, tj. hodnoty
T(0),7(1),7(2),... — ty jsou “skryté” v nasi O()-notaci. Dale v zapise pro zjedno-
duseni zanedbavame i necelé casti argumentii, které mohou byt zaokrouhlené.

Priklad 12.8. Algoritmus merge-sort pro tiidéni ¢isel pracuje zhruba nasledovné:
* Danou posloupnost n ¢isel rozdéli na dvé (skoro) poloviny.
x Kazdou polovinu setiidi zvlast za pouziti rekurentni aplikace merge-sort.

x Tyto dvé uz setiidéné poloviny “slije” (anglicky merge) do jedné setiidéné vysledné
posloupnosti.
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Jaky je celkovy pocet jeho kroku?

Nechf na vstupu je n ¢isel. P¥i rozdéleni na poloviny nam vzniknou podproblémy
o velikostech [n/2] a [n/2] (pozor na necelé poloviny). Pokud pocet krokt vypoctu
ozna¢ime T'(n), pak rekurzivni volani trvaji celkem

T([n/21) + T([n/2]) .

Déle potfebujeme c-n kroku (kde ¢ je vhodna konstanta) na sliti obou ¢asti do vysledného
setiidéného pole. Celkem tedy vyjde

T(n) = T([n/2]) + T([n/2)) + en < T([n/2]) + T(In/2]) + en

a to uz je tvar feSeny v Lematu 12.6 pro a; = a» = 3. Vysledek tedy je T'(n) = O(n-logn).
(Stejny vysledek by bylo mozno ziskat i z Lematu 12.7 pro a = b = 2.) O

Rozs§ifujici studium
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