MATEMATICKAÂ LOGIKA Prezentace ke kurzu MA007

AntonõÂn KucÏera 2005

LOGIKA.^2

BuÊ h

LidskeÂ uvazÏovaÂ nõÂ

Logika

Logika (z rÏeckeÂho λoγoσ) zkoumaÂ zpuÊ sob vyvozovaÂnõÂ zaÂveÏruÊ z prÏedpokladuÊ .

V beÏzÏneÂ rÏecÏi se źlogikouł oznacÏuje mysÏlenkovaÂ cesta, kteraÂ vedla k danyÂm zaÂveÏruÊ m.

Logika nezkoumaÂ lidskeÂ mysÏlenõÂ (psychologie) ani obecneÂ poznaÂnõÂ (epistemologie).

źMuÊ zÏe (vsÏemohoucõÂ) BuÊ h stvorÏit kaÂ - men, kteryÂ saÂ m nedokaÂ zÏe uzvednout?ł

LOGIKA. NeformaÂ lnõÂ, formaÂ lnõÂ, matematickaÂ . 3

NeformaÂ lnõÂ logika studuje problematiku spraÂvneÂ argumentace v prÏirozeneÂm jazyce.

FormaÂ lnõÂ logika deőnuje a studuje abstraktnõÂ odvozovacõÂ pravidla (tj.

źformy uÂ sudkuÊ ł), jejichzÏ platnost nezaÂvisõÂ na vyÂznamu pojmuÊ , ktereÂ v nich vystupujõÂ.

Pod pojem matematickaÂ logika jsou obvykle zahrnovaÂny dveÏ ruÊ zneÂ oblasti vyÂzkumu:

aplikace poznatkuÊ z oblasti formaÂlnõÂ logiky na matematiku (naprÏ.

snaha źvnorÏitł matematiku do logiky ve formeÏ konecÏneÂho systeÂmu axiomuÊ a odvozovacõÂch pravidel);

aplikace matematickyÂch struktur a technik ve formaÂlnõÂ logice (naprÏ.

teorie modeluÊ , teorie duÊ kazuÊ , apod.)

ARISTOTELOVA LOGIKA.^4

Aristoteles (384-322 prÏ. Kr.)

PovazÏovaÂn za zakladatele (formaÂlnõÂ) logiky.

Zavedl a prozkoumal pojem sylogismu.

Aristoteles zkoumal takeÂ pravdivostnõÂ moÂdy a polozÏil tak zaÂklady modaÂlnõÂ logiky.

ARISTOTELOVA LOGIKA. LogickyÂ cÏtverec. 5

IAOE

Necht’ S a P jsou nepraÂ zdneÂ vlastnosti. Aristoteles rozlisÏuje naÂsledujõÂcõÂ zaÂkladnõÂ kategorickaÂ tvrzenõÂ: A vsÏechna S jsou P E zÏaÂ dnaÂ S nejsou P I neÏkteraÂ S jsou P O neÏkteraÂ S nejsou P Mnemonika: AffIrmoÐnEgO (tvrdõÂmÐpopõÂraÂm)

ARISTOTELOVA LOGIKA. LogickyÂ cÏtverec (pokr.) 6

IAOE

A a O jsou kontradiktorickaÂ, tj. nemohou byÂt soucÏasneÏ pravdivaÂ ani soucÏasneÏ nepravdivaÂ. I a E jsou rovneÏzÏ kontradiktorickaÂ.

A a E jsou kontraÂrnõÂ, tj. mohou byÂt soucÏasneÏ nepravdivaÂ ale ne soucÏasneÏ pravdivaÂ.

I a O jsou subkontraÂrnõÂ, tj. mohou byÂt soucÏasneÏ pravdivaÂ ale ne soucÏasneÏ nepravdivaÂ.

I je subalternõÂ (podrÏõÂzeneÂ) A, tj. I je pravdiveÂ jestlizÏe A je pravdiveÂ, a soucÏasneÏ A je nepravdiveÂ jestlizÏe I je nepravdiveÂ. PodobneÏ O je subalternõÂ E.

ARISTOTELOVA LOGIKA. Sylogismy. 7

Sylogismy jsou jednoducheÂ uÂ sudky tvaru

HlavnõÂ premisa VedlejsÏõÂ premisa ∴ ZaÂ veÏr ObeÏ premisy i zaÂveÏr jsou kategorickaÂ tvrzenõÂ tvaru A, E, I, O obsahujõÂcõÂ dohromady praÂveÏ trÏi vlastnosti (oznacÏme je S, M, P), kde hlavnõÂ premisa obsahuje S a M; vedlejsÏõÂ premisa obsahuje P a M; zaÂveÏr je tvaru S z P.

Lze tedy rozlisÏit naÂsledujõÂcõÂ cÏtyrÏi formy sylogismuÊ :

I: M x P

S y M ∴ S z P

II: P x M S y M ∴ S z P

III: M x P M y S ∴ S z P

IV: P x M M y S ∴ S z P Celkem tedy existuje 4 · 4^3 = 256 sylogismuÊ .

ARISTOTELOVA LOGIKA. Sylogismy (pokr.) 8

Jen 24 sylogismuÊ je platnyÂ ch:

Forma I: AAA, AII, EAE, EIO (Barbara, Darii, Celarent, Ferio), AAI, EAO (subalternõÂ moÂdy);

Forma II: AEE, EAE, AOO, EIO (Camestres, Cesare, Baroco, Festino), AEO, EAO (subalternõÂ moÂdy);

Forma III: AAI, AII, EAO, EIO, OAO, IAI (Darapti, Datisi, Felapton, Ferison, Bocardo, Disamis);

Forma IV: IAI, AAI, AEE, EAO, EIO (Dimatis, Bamalip, Calemes, Fesapo, Fresio), AEO (subalternõÂ moÂd).

O (ne)platnosti sylogismuÊ se lze snadno prÏesveÏdcÏit pomocõÂ VennovyÂ ch diagramuÊ (John Venn, 1834ś1923).

ARISTOTELOVA LOGIKA. Platnost sylogismuÊ . 9

A (vsÏechna S jsou P) E (zÏaÂ dnaÂ S nejsou P) I (neÏkteraÂ S jsou P) O (neÏkteraÂ S nejsou P) sÏedeÂ oblasti jsou praÂzdneÂ;

symbol ź•ł oznacÏuje nepraÂzdneÂ oblasti; bõÂleÂ oblasti mohou byÂt praÂzdneÂ i nepraÂzdneÂ.

ARISTOTELOVA LOGIKA. Platnost sylogismuÊ (pokr.) 10

UvazÏme nynõÂ naprÏ. AEE sylogismus druheÂ formy (Camestres):

VsÏechna P jsou M ZÏaÂdnaÂ S nejsou M ∴ ZÏaÂdnaÂ S nejsou P Tento sylogismus je tedy platnyÂ.

Pro AIO sylogismus druheÂ formy dostaÂvaÂme:

VsÏechna P jsou M NeÏkteraÂ S jsou M ∴ NeÏkteraÂ S nejsou P

DruhyÂ diagram podaÂvaÂ protiprÏõÂklad, sylogismus platnyÂ nenõÂ.

ARISTOTELOVA LOGIKA. Platnost sylogismuÊ (pokr.) 11

Rozeberme jesÏteÏ AAI sylogismus trÏetõÂ formy (Darapti):

VsÏechna M jsou P VsÏechna M jsou S ∴ NeÏkteraÂ S jsou P

Tento sylogismus je v AristoteloveÏ logice povazÏovaÂn za platnyÂ . Je vsÏak trÏeba pouzÏõÂt prÏedpoklad, zÏe kazÏdaÂ vlastnost je nepraÂ zdnaÂ . Tento prÏedpoklad ale prÏinaÂsÏõÂ jisteÂ probleÂmy:

VsÏechny skleneÏneÂ hory jsou skleneÏneÂ. VsÏechny skleneÏneÂ hory jsou hory. ∴ NeÏktereÂ hory jsou skleneÏneÂ.

HlavnõÂ i vedlejsÏõÂ premisa jsou na intuitivnõÂ uÂ rovni pravdivaÂ tvrzenõÂ, zaÂveÏr vsÏak nikoliv.

BOOLEOVA źALGEBRA LOGIKY.ł 12

George Boole (1815ś1864)

Aplikoval algebraickeÂ techniky prÏi formalizaci procesu odvozovaÂnõÂ. Nalezl souvislost mezi algebrou a sylogismy.

Booleova źalgebra logikył se chovaÂ podobneÏ jako algebra cÏõÂsel. NaÂsobenõÂ odpovõÂdaÂ logickeÂ spojce źa soucÏasneÏł, scÏõÂtaÂnõÂ logickeÂ spojce źneboł, apod. (Odtud pochaÂzejõÂ pojmy źlogickyÂ soucÏinł a źlogickyÂ soucÏetł.).

ALGEBRA LOGIKY. MotivacÏnõÂ prÏõÂklad. 13

UvazÏme naÂsledujõÂcõÂ sylogismus:

VsÏechna S jsou M ZÏaÂ dnaÂ M nejsou P ∴ ZÏaÂ dnaÂ S nejsou P Pokud vlastnosti identiőkujeme se soubory objektuÊ univerza, pro ktereÂ platõÂ, muÊ zÏeme uvedenyÂ sylogismus prÏepsat na S ⊆ M M ∩ P = 0 ∴ S ∩ P = 0 a daÂle na

S ∩ M^′ = 0 (1) M ∩ P = 0 (2) ∴ S ∩ P = 0 (3)

Pokusme se nynõÂ źodvoditł (3) z (1) a (2):

ALGEBRA LOGIKY. MotivacÏnõÂ prÏõÂklad (pokr.) 14

Z toho, zÏe S ∩ M^′ = 0 a X ∩ 0 = 0 pro libovolneÂ X dostaÂvaÂme (S ∩ M^′) ∩ P = 0 (4) PodobneÏ z (2) plyne (M ∩ P) ∩ S = 0 (5). Ze (4), (5) a faktu, zÏe 0 ∪ 0 = 0, plyne

((S ∩ M^′) ∩ P) ∪ ((M ∩ P) ∩ S) = 0 (6) UzÏitõÂm asociativity a komutativity ∪ a ∩ dostaÂvaÂme z (6) ((S ∩ P) ∩ M^′) ∪ ((S ∩ P) ∩ M) = 0 (7) NynõÂ podle distributivnõÂho zaÂkona lze (7) prÏepsat na

(S ∩ P) ∩ (M^′ ∪ M) = 0 (8) JelikozÏ X ∪ X^′ = 1 a X ∩ 1 = X pro libovolneÂ X, dostaÂvaÂme z (8) konecÏneÏ S ∩ P = 0 cozÏ bylo dokaÂzat.

ALGEBRA LOGIKY. MotivacÏnõÂ prÏõÂklad (pokr.) 15

V prÏedchozõÂm prÏõÂkladu jsme k dokaÂzaÂnõÂ sylogismu pouzÏili symbolickou manipulaci se symboly S, M a P podle naÂsledujõÂcõÂch algebraickyÂ ch identit (tj. nezabyÂvali jsme se tõÂm, jakyÂ majõÂ symboly ∪, ∩, 0, 1, a^′ vyÂ znam).

X ∪ X = X X ∪ X^′ = 1 X ∩ X = X X ∩ X^′ = 0 X ∪ Y = Y ∪ X X^{′′} = X X ∩ Y = Y ∩ X X ∪ 1 = 1 X ∪ (Y ∪ Z) = (X ∪ Y) ∪ Z X ∩ 1 = X X ∩ (Y ∩ Z) = (X ∩ Y) ∩ Z X ∪ 0 = X X ∩ (X ∪ Y) = X X ∩ 0 = 0 X ∪ (X ∩ Y) = X (X ∪ Y)^′ = X^′ ∩ Y^′ X ∩ (Y ∪ Z) = (X ∩ Y) ∪ (X ∩ Z) (X ∩ Y)^′ = X^′ ∪ Y^′ X ∪ (Y ∩ Z) = (X ∪ Y) ∩ (X ∪ Z)

ALGEBRA LOGIKY. MotivacÏnõÂ prÏõÂklad (pokr.) 16

Tyto identity deőnujõÂ algebraickou strukturu, ktereÂ se pozdeÏji zacÏalo rÏõÂkat Booleva algebra (prÏõÂpadneÏ BooleuÊ v svaz).

V puÊ vodnõÂ BooleoveÏ notaci se

mõÂsto X ∩ Y põÂsÏe X.Y (prÏõÂpadneÏ jen XY); mõÂsto X ∪ Y põÂsÏe X + Y; mõÂsto X^′ põÂsÏe 1 - X.

V teÂto notaci pak identity dostaÂvajõÂ źcÏõÂselnou podobuł a Boole saÂm se pokousÏel prÏeveÂst dalsÏõÂ źcÏõÂselneÂ konstrukceł (naprÏ. deÏlenõÂ, ale i TayloruÊ v rozvoj) do sveÂ źalgebry logikył. Tyto uÂ vahy vsÏak jizÏ byly zcela mylneÂ.

ALGEBRA LOGIKY. Dva zaÂ kladnõÂ probleÂmy. 17

Podle Boolea je kazÏdyÂ sylogismus mozÏneÂ zapsat ve tvaru F_1(P, M) = 0 F_2(S, M) = 0 ∴ F(S, P) = 0 kde F_1(P, M), F_2(S, M), F(S, P) jsou vhodneÂ vyÂrazy vytvorÏeneÂ ze symboluÊ 0, 1, ∪, ∩,^′ a symboluÊ v zaÂvorkaÂch.

Boole uvaÂzÏil obecneÏjsÏõÂ uÂ sudky tvaru

F_1(A_1, . . . , A_m, B_1, . . . , B_n) = 0 . . F_k(A_1, . . . , A_m, B_1, . . . , B_n) = 0 ∴ F(B_1, . . . , B_n) = 0 CõÂlem jeho snah bylo vyvinout metodu, kteraÂ umozÏnõÂ 1. zjistit, zda je danyÂ uÂ sudek pravdivyÂ ;

2. naleÂzt nejobecneÏjsÏõÂ zaÂveÏr (F) pro daneÂ prÏedpoklady (F_1,. . . ,F_k).

ALGEBRA LOGIKY. Booleova metoda.^{18}

Deőnice 1. Necht’ ⃗A = A_1, . . . , A_n. ⃗A-konstituent je vyÂ raz tvaru ℓ_1 ∩ · · · ∩ ℓ_n, kde ℓ_i je bud’ A_i nebo A^′_i.

VeÏta 2. Pro kazÏdyÂ vyÂ raz F(X_1, · · · , X_n) platõÂ

F(X_1, · · · , X_n) = ⋃ ⃗v∈{0,1}^n

F(⃗v) ∩ ℓ_1(⃗v) ∩ · · · ∩ ℓ_n(⃗v)

kde ℓ_i(⃗v) je bud’ X_i nebo X^′_i podle toho, zda je ⃗v_i rovno 1 nebo 0. PrÏõÂklad 3. Necht’ F(A, B) = (A ∪ B^′) ∩ (A^′ ∪ B). Pak

F(A, B) = (F(0, 0) ∩ A^′ ∩ B^′) ∪ (F(0, 1) ∩ A^′ ∩ B) ∪ (F(1, 0) ∩ A ∩ B^′) ∪ (F(1, 1) ∩ A ∩ B) = (1 ∩ A^′ ∩ B^′) ∪ (0 ∩ A^′ ∩ B) ∪ (0 ∩ A ∩ B^′) ∪ (1 ∩ A ∩ B) = (A^′ ∩ B^′) ∪ (A ∩ B)

ALGEBRA LOGIKY. RÏesÏenõÂ 1. probleÂmu. 19

VeÏta 4. UÂsudek

F_1(A_1, . . . , A_m, B_1, . . . , B_n) = 0 . . F_k(A_1, . . . , A_m, B_1, . . . , B_n) = 0 ∴ F(B_1, . . . , B_n) = 0 je platnyÂ praÂ veÏ kdyzÏ kazÏdyÂ ⃗A, ⃗B-konstituent vyÂ razu F je ⃗A, ⃗B-konstituentem neÏktereÂho F_i.

PrÏõÂklad 5. UvazÏme opeÏt sylogismus

S ∩ M^′ = 0 M ∩ P = 0 ∴ S ∩ P = 0 Pak ⃗A = M a ⃗B = S, P. UvazÏme ⃗A, ⃗B-konstituenty jednotlivyÂ ch vyÂ razuÊ :

S ∩ M^′ : M^′ ∩ S ∩ P, M^′ ∩ S ∩ P^′ M ∩ P : M ∩ S ∩ P, M ∩ S^′ ∩ P S ∩ P : M ∩ S ∩ P, M^′ ∩ S ∩ P

ALGEBRA LOGIKY. RÏesÏenõÂ 2. probleÂmu. 20

Necht’ ⃗A = A_1, . . . , A_m, ⃗B = B_1, . . . , B_n. UvazÏme prÏedpoklady tvaru F_1(⃗A, ⃗B) = 0, · · · , F_k(⃗A, ⃗B) = 0 CõÂlem je naleÂzt nejobecneÏjsÏõÂ zaÂveÏr tvaru F(⃗B) = 0. OznacÏme E(⃗A, ⃗B) = F_1(⃗A, ⃗B) ∪ · · · ∪ F_k(⃗A, ⃗B)

VeÏta 6. NejobecneÏjsÏõÂ zaÂ veÏr F(⃗B) = 0, kteryÂ plyne z E(⃗A, ⃗B) = 0, je tvaru F(⃗B) = ⋂ ⃗v∈{0,1}^m

E(⃗v, ⃗B)

PrÏõÂklad 7. NejobecneÏjsÏõÂ zaÂ veÏr F(S, P) plynoucõÂ z prÏedpokladuÊ S ∩ M^′ = 0 a M ∩ P = 0 je tvaru

F(S, P) = ((S ∩ 0^′) ∪ (0 ∩ P)) ∩ ((S ∩ 1^′) ∪ (1 ∩ P)) = S ∩ P

VY^Â STAVBA FORMA^Â LNI^ÂCH LOGICKY^Â CH SYSTE^Â MU^Ê .^{21}

PotrÏebujeme znaÂt jisteÂ pojmy a umeÏt myslet (metauÂ rovenÏ ).

MusõÂ byÂt naprÏ. jasneÂ, co myslõÂme symbolem, konecÏnou posloupnostõÂ, atd.

Metapojmy a formaÂlnõÂ pojmy se bohuzÏel cÏasto źznacÏõÂł stejneÏ. TõÂm vznikaÂ (nespraÂvnyÂ) dojem, zÏe formaÂlnõÂ pojmy jsou deőnovaÂny pomocõÂ źsebe samał (typickyÂm prÏõÂkladem je duÊ kaz nebo mnozÏina).

Co vsÏechno si lze na metauÂ rovni dovolit? (potenciaÂ lnõÂ vs. aktuaÂ lnõÂ nekonecÏno).

ZaÂkladnõÂ kroky:

VymezenõÂ uzÏõÂvanyÂch symboluÊ (abeceda). Syntaxe formulõÂ.

SeÂmantika (zde se objevõÂ pojem pravdivost). OdvozovacõÂ systeÂm (zde se objevõÂ pojem dokazatelnost).

VY^Â ROKOVA^Â LOGIKA. Syntaxe. 22

Deőnice 8. Abecedu vyÂ rokoveÂ logiky tvorÏõÂ naÂ sledujõÂcõÂ symboly: znaky pro vyÂ rokoveÂ promeÏnneÂ A, B, C, . . ., kteryÂ ch je spocÏetneÏ mnoho; logickeÂ spojky ∧, ∨, →, ¬ zaÂ vorky ( a ) Deőnice 9. Formule vyÂ rokoveÂ logiky je slovo φ nad abecedou vyÂ rokoveÂ logiky, pro ktereÂ existuje vytvorÏujõÂcõÂ posloupnost, tj. konecÏnaÂ posloupnost slov ψ_1, · · · , ψ_k, kde k ≥ 1, ψ_k je φ, a pro kazÏdeÂ 1 ≤ i ≤ k maÂ slovo ψ_i jeden z naÂ sledujõÂcõÂch tvaruÊ : vyÂ rokovaÂ promeÏnnaÂ , ¬ψ_j pro neÏjakeÂ 1 ≤ j < i, (ψ_j ∘ ψ_j′ ) pro neÏjakaÂ 1 ≤ j, j^′ < i, kde ∘ je jeden ze symboluÊ ∧, ∨, →. PoznaÂmka 10. Notace: vneÏjsÏõÂ zaÂ vorky budeme zpravidla vynechaÂ vat. NaprÏ. mõÂsto (A ∨ ¬B) budeme psaÂ t A ∨ ¬B.

VY^Â ROKOVA^Â LOGIKA. SeÂmantika.^{23}

Deőnice 11. PravdivostnõÂ ohodnocenõÂ (valuace) je zobrazenõÂ v, ktereÂ kazÏdeÂ vyÂ rokoveÂ promeÏnneÂ prÏirÏadõÂ hodnotu 0 nebo 1.

Metamatematickou indukcõÂ k deÂlce vytvorÏujõÂcõÂ posloupnosti lze kazÏdou valuaci v jednoznacÏneÏ rozsÏõÂrÏit na vsÏechny vyÂrokoveÂ formule:

v(A) je jizÏ deőnovaÂno;

v(¬ψ) = � 0 jestlizÏe v(ψ) = 1; 1 jinak.

v((ψ_1 ∧ ψ_2)) = � 0 jestlizÏe v(ψ_1) = 0 nebo v(ψ_2) = 0; 1 jinak.

v((ψ_1 ∨ ψ_2)) = � 0 jestlizÏe v(ψ_1) = 0 a soucÏasneÏ v(ψ_2) = 0; 1 jinak.

v((ψ_1 → ψ_2)) = � 0 jestlizÏe v(ψ_1) = 1 a soucÏasneÏ v(ψ_2) = 0; 1 jinak.

VY^Â ROKOVA^Â LOGIKA. SeÂmantika (pokr.) 24

Deőnice 12. VyÂ rokovaÂ formule φ je pravdivaÂ (resp. nepravdivaÂ ) prÏi valuaci v, pokud v(φ) = 1 (resp. v(φ) = 0); splnitelnaÂ , jestlizÏe existuje valuace v takovaÂ , zÏe v(φ) = 1; tautologie (takeÂ (logicky) pravdivaÂ ), jestlizÏe v(φ) = 1 pro kazÏdou valuaci v. Soubor T vyÂ rokovyÂ ch formulõÂ je splnitelnyÂ , jestlizÏe existuje valuace v takovaÂ , zÏe v(φ) = 1 pro kazÏdeÂ φ z T.

Deőnice 13. Formule φ a ψ jsou ekvivalentnõÂ, psaÂ no φ ≈ ψ, praÂ veÏ kdyzÏ pro kazÏdou valuaci v platõÂ, zÏe v(φ) = v(ψ).

PrÏõÂklad 14. Necht’ φ, ψ, ξ jsou vyÂ rokoveÂ formule. Pak: φ ∧ ψ ≈ ψ ∧ φ φ ∧ (ψ ∧ ξ) ≈ (φ ∧ ψ) ∧ ξ φ ∧ (ψ ∨ ξ) ≈ (φ ∧ ψ) ∨ (φ ∧ ξ) ¬(φ ∧ ψ) ≈ ¬φ ∨ ¬ψ ¬¬φ ≈ φ

VY^Â ROKOVA^Â LOGIKA. SeÂmantika (pokr.) 25

PoznaÂmka 15. źIdentitył z prÏõÂkladu 14 umozÏnÏujõÂ daÂ le zprÏehlednit zaÂ pis formulõÂ. NaprÏ. mõÂsto (A ∨ B) ∨ C muÊ zÏeme (nejednoznacÏneÏ) psaÂ t A ∨ B ∨ C. Tato nejednoznacÏnost nevede k probleÂmuÊ m, nebot’ prÏõÂslusÏneÂ deőnice a tvrzenõÂ źfungujõÂł pro libovolneÂ mozÏneÂ uzaÂ vorkovaÂ nõÂ.

PoznaÂmka 16. V teorii vyÂ pocÏetnõÂ slozÏitosti se dokazuje, zÏe probleÂm zda danaÂ vyÂ rokovaÂ formule φ je splnitelnaÂ (resp. tautologie) je NP-uÂ plnyÂ (resp. co-NP-uÂ plnyÂ ). OtaÂ zka, zda existuje efektivnõÂ (polynomiaÂ lnõÂ) algoritmus pro uvedeneÂ probleÂmy, je ekvivalentnõÂ otaÂ zce zda P = NP.

Deőnice 17. Formule φ je tautologickyÂ m duÊ sledkem souboru formulõÂ T, psaÂ no T |= φ, jestlizÏe v(φ) = 1 pro kazÏdou valuaci v takovou, zÏe v(ψ) = 1 pro kazÏdou formuli ψ ze souboru T. JestlizÏe T |= φ pro praÂ zdnyÂ soubor T, põÂsÏeme kraÂ tce |= φ.

VY^Â ROKOVA^Â LOGIKA. PravdivostnõÂ tabulky. 26

NeÏkdy se seÂmantika vyÂrokovyÂch spojek deőnuje źprÏedemł pomocõÂ pravdivostnõÂch tabulek:

X Y X ∧ Y 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 1 1

X Y X ∨ Y 0 0 0 0 1 1 1 0 1 1 1 1

X Y X → Y 0 0 1 0 1 1 1 0 0 1 1 1

X ¬X 0 1 1 0

Pojmy źpravdivostnõÂ tabulkał a źvyÂrokovaÂ spojkał je mozÏneÂ daÂle zobecnit a uvaÂzÏit formaÂlnõÂ logickeÂ systeÂmy budovaneÂ na obecneÏjsÏõÂm zaÂkladu:

Deőnice 18. VyÂ rokovaÂ funkce je funkce F : {0, 1}^n → {0, 1}, kde n ≥ 1.

VY^Â ROKOVA^Â LOGIKA. FormaÂ lnõÂ systeÂm L(F1, · · · , Fk). 27

Necht’ F_1, · · · , F_k je konecÏnyÂ soubor vyÂrokovyÂch funkcõÂ. Deőnujeme formaÂlnõÂ logickyÂ systeÂm L(F_1, · · · , F_k), kde

Abeceda je tvorÏena znaky pro vyÂrokoveÂ promeÏnneÂ, zaÂvorkami a znaky F_1, · · · , F_k pro uvedeneÂ vyÂrokoveÂ funkce.

V deőnici vytvorÏujõÂcõÂ posloupnosti formule (viz deőnice 48) pozÏadujeme, aby ψ_i bylo bud’ vyÂrokovou promeÏnnou nebo tvaru F_j(ψ_{j1} , · · · , ψ_{jn} ), kde 1 ≤ j_1, · · · , j_n < i a n je arita F_j.

Valuace rozsÏõÂrÏõÂme z vyÂrokovyÂch promeÏnnyÂch na formule prÏedpisem v(F(ψ_1, · · · , ψ_n)) = F(v(ψ_1), · · · , v(ψ_n))

V tomto smyslu je pak dosud uvazÏovanyÂ systeÂm vyÂrokoveÂ logiky systeÂmem L(∧, ∨, →, ¬). DrÏõÂve zavedeneÂ seÂmantickeÂ pojmy (splnitelnost, pravdivost, atd.) se opõÂrajõÂ pouze o pojem valuace a źfungujõÂł tedy v libovolneÂm systeÂmu L(F_1, · · · , F_k).

VY^Â ROKOVA^Â LOGIKA. FormaÂ lnõÂ systeÂm L(F1, · · · , Fk). 28

Pro uÂ cÏely naÂsledujõÂcõÂ deőnice zvolme libovolneÂ (ale daÂle pevneÂ) lineaÂrnõÂ usporÏaÂdaÂnõÂ ⊑ na souboru vsÏech vyÂrokovyÂch promeÏnnyÂch.

Deőnice 19. Necht’ φ je formule L(F_1, · · · , F_k) a necht’ X_1, · · · , X_n je vzestupneÏ usporÏaÂ danaÂ posloupnost (vzhledem k ⊑) vsÏech vyÂ rokovyÂ ch promeÏnnyÂ ch, ktereÂ se ve φ vyskytujõÂ. Formule φ jednoznacÏneÏ urcÏuje vyÂ rokovou funkci F_φ : {0, 1}^n → {0, 1} danou prÏedpisem F_φ(⃗u) = v(F), kde v je valuace deőnovanaÂ takto: v(X_i) = ⃗u(i) pro kazÏdeÂ 1 ≤ i ≤ n, v(Y) = 0 pro ostatnõÂ Y.

Deőnice 20. SysteÂm L(F_1, · · · , F_k) je plnohodnotnyÂ , jestlizÏe pro kazÏdou vyÂ rokovou funkci F existuje formule φ systeÂmu L(F_1, · · · , F_k) takovaÂ , zÏe F = F_φ.

VY^Â ROKOVA^Â LOGIKA. Plnohodnotnost systeÂmuÊ . 29

VeÏta 21. SysteÂm L = (∧, ∨, ¬) je plnohodnotnyÂ .

DuÊ kaz. Necht’ F : {0, 1}^n → {0, 1} je vyÂrokovaÂ funkce a necht’ ⃗u_1, · · · , ⃗u_k jsou vsÏechny vektory z {0, 1}^n, pro ktereÂ nabyÂvaÂ F hodnoty 1. Pokud zÏaÂdnyÂ takovyÂ vektor nenõÂ (tj. k = 0), klademe φ = X_1 ∧ ¬X_1 ∧ X_2 ∧ · · · ∧ X_n. Jinak

φ = k⋁ i=1 ℓ_1(u_i) ∧ · · · ∧ ℓ_k(u_i)

kde ℓ_j(u_i) je bud’ X_j nebo ¬X_j podle toho, zda u_i(j) = 1 nebo u_i(j) = 0. NynõÂ se lehce oveÏrÏõÂ, zÏe F = F_φ.

VY^Â ROKOVA^Â LOGIKA. Plnohodnotnost systeÂmuÊ (pokr.) 30

UvazÏme naÂsledujõÂcõÂ vyÂrokoveÂ funkce:

X Y X ⋏ Y 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 1 0

X Y X | Y 0 0 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0

X Y Z ⊙(X, Y, Z) 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 1 1 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 1 1 0 Funkce ⋏ se nazyÂvaÂ SchroÈderuÊ v operaÂtor. PlatõÂ φ ⋏ ψ ≈ ¬φ ∧ ¬ψ. Funkce | se nazyÂvaÂ ShefferuÊ v operaÂtor. PlatõÂ φ | ψ ≈ ¬(φ ∧ ψ).

VY^Â ROKOVA^Â LOGIKA. Plnohodnotnost systeÂmuÊ (pokr.) 31

NaÂsledujõÂcõÂ systeÂmy vyÂrokoveÂ logiky jsou plnohodnotneÂ: L(∧, ∨, ¬) VeÏta 21.

L(∧, ¬) φ ∨ ψ ≈ ¬(¬φ ∧ ¬ψ) L(∨, ¬) φ ∧ ψ ≈ ¬(¬φ ∨ ¬ψ) L(→, ¬) φ ∨ ψ ≈ ¬φ → ψ L(⋏) ¬φ ≈ φ ⋏ φ, φ ∨ ψ ≈ (φ ⋏ φ) ⋏ (φ ⋏ φ) L(|) ¬φ ≈ φ | φ, φ ∧ ψ ≈ (φ | ψ) | (φ | ψ) L(⊙) ¬φ ≈ ⊙ (φ, φ, φ), φ → ψ ≈ ⊙ (φ, ⊙(φ, φ, φ), ⊙(φ, ψ, ⊙(φ, φ, φ))) NaÂsledujõÂcõÂ systeÂmy plnohodnotneÂ nejsou: L(∧), L(∨), L(→), L(¬), atd.

VY^Â ROKOVA^Â LOGIKA. ShefferovskeÂ spojky. 32

Deőnice 22. VyÂ rokovaÂ funkce F je ShefferovskaÂ jestlizÏe L(F) je plnohodnotnyÂ systeÂm.

VeÏta 23. Necht’ S(n) znacÏõÂ pocÏet vsÏech ShefferovskyÂ ch funkcõÂ arity n ≥ 1. Pak S(n) = 2^{(2n-1-1)}(2^{(2n-1-1)} - 1).

Pro n = 1, 2, 3, 4, 5, . . . dostaÂvaÂme postupneÏ 0, 2, 56, 16256, 1073709056, . . .

DuÊ sledek 24. JelikozÏ lim_{n→∞}^{S(n)}_{22}n = 1/4, je (pro velkaÂ n) zhruba cÏtvrtina ze vsÏech vyÂ rokovyÂ ch funkcõÂ arity n ShefferovskaÂ .

PoznaÂmka 25. VyÂ sledky o ShefferovskyÂ ch funkcõÂch naleÂzajõÂ uplatneÏnõÂ prÏi vyÂ robeÏ logickyÂ ch obvoduÊ ; na źpodkladoveÂ desceł se naprÏ. vytvorÏõÂ hustaÂ sõÂt’ binaÂ rnõÂch |-hradel. Obvody ruÊ zneÂ funkce se pak realizujõÂ jejich vhodnyÂ m propojenõÂm.

VY^Â ROKOVA^Â LOGIKA. NormaÂ lnõÂ formy. 33

Deőnice 26.

LiteraÂ l je formule tvaru X nebo ¬X, kde X je vyÂ rokovaÂ promeÏnnaÂ ; Klauzule je formule tvaru ℓ_1 ∨ · · · ∨ ℓ_n, kde n ≥ 1 a kazÏdeÂ ℓ_i je literaÂ l. DuaÂ lnõÂ klauzule je formule tvaru ℓ_1 ∧ · · · ∧ ℓ_n, kde n ≥ 1 a kazÏdeÂ ℓ_i je literaÂ l.

Formule v konjunktivnõÂm normaÂ lnõÂm tvaru (CNF) je formule tvaru C_1 ∧ · · · ∧ C_m, kde m ≥ 1 a kazÏdeÂ C_i je klauzule.

Formule v disjunktivnõÂm normaÂ lnõÂm tvaru je formule tvaru C_1 ∨ · · · ∨ C_m, kde m ≥ 1 a kazÏdeÂ C_i je duaÂ lnõÂ klauzule.

OkamzÏityÂm duÊ sledkem veÏty 21 je naÂsledujõÂcõÂ:

VeÏta 27. Pro kazÏdou formuli φ existuje ekvivalentnõÂ formule v disjunktivnõÂm normaÂ lnõÂm tvaru.

VY^Â ROKOVA^Â LOGIKA. NormaÂ lnõÂ formy (pokr.) 34

VeÏta 28. Pro kazÏdou formuli φ existuje ekvivalentnõÂ formule v konjunktivnõÂm normaÂ lnõÂm tvaru.

DuÊ kaz. Podle VeÏty 27 existuje k φ ekvivalentnõÂ formule v disjunktivnõÂm normaÂlnõÂm tvaru, tj. φ ≈

⋁_n

i=1 D_i, kde n ≥ 1 a kazÏdeÂ D_i je duaÂlnõÂ klauzule. MetaindukcõÂ vzhledem k n:

n = 1. Pak

⋁_n i=1 D_i je soucÏasneÏ v CNF.

IndukcÏnõÂ krok: Necht’ D_1 = ℓ_1 ∧ · · · ∧ ℓ_k. PlatõÂ n+1⋁ i=1 D_i ≈ D_1 ∨ n+1⋁ i=2 D_i ≈ D_1 ∨ m⋀ i=1 C_i ≈ m⋀ i=1 D_1 ∨C_i ≈ m⋀ i=1 k⋀ j=1 (ℓ_j ∨C_i)

PrÏõÂklad 29. Formuli (A → B) ∧ (B → C) ∧ (C → A) lze v CNF reprezentovat jako (¬A ∨ B) ∧ (¬B ∨ C) ∧ (¬C ∨ A) nebo (¬A ∨ C) ∧ (¬C ∨ B) ∧ (¬B ∨ A). CNF tedy nenõÂ urcÏena jednoznacÏneÏ azÏ na porÏadõÂ klauzulõÂ a literaÂ luÊ .

VY^Â ROKOVA^Â LOGIKA. VeÏta o kompaktnosti. 35

VeÏta 30 (o kompaktnosti). Necht’ T je soubor formulõÂ vyÂ rokoveÂ logiky. T je splnitelnyÂ praÂ veÏ kdyzÏ kazÏdaÂ konecÏnaÂ cÏaÂ st T je splnitelnaÂ .

DuÊ kaz. SmeÏr ź⇒ł je triviaÂlnõÂ. DokaÂzÏeme ź⇐ł. Zavedeme pomocnyÂ pojem: soubor V vyÂrokovyÂch formulõÂ je dobryÂ , jestlizÏe kazÏdyÂ konecÏnyÂ podsoubor V je splnitelnyÂ. Necht’ ψ_1, ψ_2, . . . je posloupnost vsÏech formulõÂ vyÂrokoveÂ logiky. Metamatematickou indukcõÂ deőnujeme pro kazÏdeÂ i ≥ 1 dobryÂ soubor S_i:

S_1 = T. Soubor S_1 je dobryÂ nebot’ T je dobryÂ.

S_{i+1} = � � � S_i ∪ {ψ_i} jestlizÏe S_i ∪ {ψ_i} je dobryÂ; S_i ∪ {¬ψ_i} jinak.

AlesponÏ jeden ze souboruÊ S_i ∪ {ψ_i} a S_i ∪ {¬ψ_i} musõÂ byÂt dobryÂ; jinak existujõÂ konecÏneÂ V_1 ⊆ S_i ∪ {ψ_i} a V_2 ⊆ S_i ∪ {¬ψ_i}, ktereÂ nejsou splnitelneÂ. JestlizÏe V_1 ⊆ S_i nebo V_2 ⊆ S_i, maÂme ihned spor s tõÂm, zÏe S_i je dobryÂ; jinak V_1 ∪ V_2 obsahuje ψ i ¬ψ, proto i (V_1 ∪ V_2) ∖ {ψ_i, ¬ψ_i} ⊆ S_i je nesplnitelnyÂ, spor.)

VY^Â ROKOVA^Â LOGIKA. VeÏta o kompaktnosti. 36

Necht’ S =

⋃_∞ i=1 S_i. DokaÂzÏeme, zÏe S maÂ naÂsledujõÂcõÂ vlastnosti:

S obsahuje φ praÂ veÏ kdyzÏ S neobsahuje ¬φ.

S nutneÏ obsahuje φ nebo ¬φ. JestlizÏe S obsahuje φ i ¬φ, existuje S_i obsahujõÂcõÂ φ i ¬φ; tedy {φ, ¬φ} je nesplnitelnyÂ podsoubor S_i, spor.

S obsahuje φ ∧ ψ praÂ veÏ kdyzÏ S obsahuje φ i ψ; S obsahuje φ ∨ ψ praÂ veÏ kdyzÏ S obsahuje φ nebo ψ; S obsahuje φ → ψ praÂ veÏ kdyzÏ S neobsahuje φ nebo obsahuje ψ. Bud’ v valuace deőnovanaÂ takto: v(A) = 1 praÂveÏ kdyzÏ A patrÏõÂ do S. IndukcõÂ k deÂlce vytvorÏujõÂcõÂ posloupnosti se nynõÂ snadno oveÏrÏõÂ (s vyuzÏitõÂm vyÂsÏe uvedenyÂch vlastnostõÂ S), zÏe: S obsahuje φ praÂ veÏ kdyzÏ v(φ) = 1. Tedy S (a proto i T) je splnitelnyÂ.

VY^Â ROKOVA^Â LOGIKA. VeÏta o kompaktnosti (pouzÏitõÂ). 37

UzÏitõÂm veÏty 30 lze snadno dokaÂzat rÏadu dalsÏõÂch tvrzenõÂ. Graf G je dvojice (U, H), kde U je nejvyÂsÏe spocÏetnyÂ soubor uzluÊ a H je areŕexivnõÂ a symetrickaÂ relace na U.

Podgraf grafu G je graf G^′ = (U^′, H^′), kde U^′ ⊆ U a H^′ ⊆ H. Graf G = (U, H) je k-obarvitelnyÂ jestlizÏe existuje funkce f : U → {1, · · · , k} takovaÂ, zÏe f(u) ≠ f(v) pro kazÏdeÂ (u, v) ∈ H.

VY^Â ROKOVA^Â LOGIKA. VeÏta o kompaktnosti (pouzÏitõÂ). 38

VeÏta 31. Graf G = (U, H) je k-obarvitelnyÂ praÂ veÏ kdyzÏ kazÏdyÂ konecÏnyÂ podgraf G je k-obarvitelnyÂ .

DuÊ kaz. Necht’ B_{u,i} je vyÂrokovaÂ promeÏnnaÂ pro kazÏdyÂ uzel u a kazÏdeÂ 1 ≤ i ≤ k. Bud’ T soubor tvorÏenyÂ naÂsledujõÂcõÂmi formulemi: B_{u,1} ∨ · · · ∨ B_{u,k} pro kazÏdyÂ uzel u;

B_{u,i} → ¬B_{u,j} pro kazÏdyÂ uzel u a kazÏdeÂ 1 ≤ i, j ≤ k, kde i ≠ j; B_{u,i} → ¬B_{v,i} pro kazÏdeÂ (u, v) ∈ H a 1 ≤ i ≤ k. PlatõÂ naÂsledujõÂcõÂ pozorovaÂnõÂ:

Graf G je k-obarvitelnyÂ praÂveÏ kdyzÏ soubor T je splnitelnyÂ. KazÏdyÂ konecÏnyÂ podgraf G je k-obarvitelnyÂ praÂveÏ kdyzÏ kazÏdyÂ konecÏnyÂ podsoubor T je splnitelnyÂ.

NynõÂ stacÏõÂ aplikovat veÏtu 30.

VY^Â ROKOVA^Â LOGIKA. OdvozovacõÂ systeÂm pro L(→, ¬) 39

V teÂto cÏaÂsti se soustrÏedõÂme na L(→, ¬). UvazÏme naÂsledujõÂcõÂ odvozovacõÂ systeÂm pro L(→, ¬) (Lukasiewicz, 1928): ScheÂmata axioÂmuÊ : A1: φ → (ψ → φ) A2: (φ → (ψ → ξ)) → ((φ → ψ) → (φ → ξ)) A3: (¬φ → ¬ψ) → (ψ → φ) OdvozovacõÂ pravidlo:

MP: Z φ a φ → ψ odvod’ ψ. (modus ponens)

VY^Â ROKOVA^Â LOGIKA. OdvozovacõÂ systeÂm pro L(→, ¬) 40

Deőnice 32. Bud’ T soubor formulõÂ.

DuÊ kaz formule ψ z prÏedpokladuÊ T je konecÏnaÂ posloupnost formulõÂ φ_1, · · · , φ_k, kde φ_k je ψ a pro kazÏdeÂ φ_i, kde 1 ≤ i ≤ k, platõÂ alesponÏ jedna z naÂ sledujõÂcõÂch podmõÂnek: φ_i je prvek T;

φ_i je instancõÂ jednoho ze scheÂmat A1śA3;

φ_i vznikne aplikacõÂ pravidla MP na formule φ_m, φ_n pro vhodneÂ 1 ≤ m, n < i.

Formule ψ je dokazatelnaÂ z prÏedpokladuÊ T, psaÂ no T ⊢ ψ, jestlizÏe existuje duÊ kaz ψ z prÏedpokladuÊ T. JestlizÏe T ⊢ ψ pro praÂ zdneÂ T, rÏõÂkaÂ me zÏe ψ je dokazatelnaÂ a põÂsÏeme ⊢ ψ.

VY^Â ROKOVA^Â LOGIKA. OdvozovacõÂ systeÂm pro L(→, ¬) 41

PrÏõÂklad 33. Pro libovolnou formuli φ platõÂ ⊢ φ → φ.

DuÊ kaz. NaÂsledujõÂcõÂ posloupnost formulõÂ je duÊ kazem φ → φ.

1) (φ → ((φ → φ) → φ)) → ((φ → (φ → φ)) → (φ → φ)) A2 2) φ → ((φ → φ) → φ) A1 3) (φ → (φ → φ)) → (φ → φ) MP na 2), 1) 4) φ → (φ → φ) A1 5) φ → φ MP na 4), 3)

VY^Â ROKOVA^Â LOGIKA. OdvozovacõÂ systeÂm pro L(→, ¬) 42

PrÏõÂklad 34. Pro libovolneÂ formule φ, ψ platõÂ {φ, ¬φ} ⊢ ψ.

DuÊ kaz. NaÂsledujõÂcõÂ posloupnost formulõÂ je duÊ kazem ψ z {φ, ¬φ}:

1) ¬φ → (¬ψ → ¬φ) A1 2) ¬φ prÏedpoklad 3) ¬ψ → ¬φ MP na 2), 1) 4) (¬ψ → ¬φ) → (φ → ψ) A3 5) φ → ψ MP na 3), 4) 6) φ prÏedpoklad 7) ψ MP na 6), 5)

VY^Â ROKOVA^Â LOGIKA. VeÏta o dedukci.^{43}

VeÏta 35 (o dedukci). Necht’ φ, ψ jsou formule a T soubor formulõÂ. Pak T ∪ {ψ} ⊢ φ praÂ veÏ kdyzÏ T ⊢ ψ → φ.

DuÊ kaz.

ź⇐ł: Necht’ ξ_1, · · · , ξ_k je duÊ kaz formule ψ → φ z prÏedpokladuÊ T. Pak ξ_1, · · · , ξ_k, ψ, φ je duÊ kaz formule φ z prÏedpokladuÊ T ∪ {ψ} (poslednõÂ formule vznikne aplikacõÂ MP na ψ a ξ_k).

ź⇒ł: Necht’ ξ_1, · · · , ξ_k je duÊ kaz φ z prÏedpokladuÊ T ∪ {ψ}. MetaindukcõÂ k j dokaÂzÏeme, zÏe T ⊢ ψ → ξ_j pro kazÏdeÂ 1 ≤ j ≤ k.

j = 1. Je-li ξ_1 instance axioÂmu nebo formule z T, platõÂ T ⊢ ξ_1. K duÊ kazu ξ_1 z T nynõÂ prÏipojõÂme formule ξ_1 → (ψ → ξ_1), ψ → ξ_1. PrvnõÂ formule je instancõÂ A1, druhaÂ aplikacõÂ MP na ξ_1 a prvnõÂ formuli. MaÂme tedy duÊ kaz ψ → ξ_1 z T.

Je-li ξ_1 formule ψ, platõÂ T ⊢ ψ → ψ podle prÏõÂkladu 33.

VY^Â ROKOVA^Â LOGIKA. VeÏta o dedukci.^{44}

IndukcÏnõÂ krok: Je-li formule ξ_j instancõÂ axioÂmu nebo prvek T ∪ {ψ}, postupujeme stejneÏ jako vyÂsÏe (mõÂsto ξ_1 pouzÏijeme ξ_j). Je-li ξ_j vyÂsledkem aplikace MP na ξ_m, ξ_n, kde 1 ≤ m, n < j, je ξ_n tvaru ξ_m → ξ_j. Podle I.P. navõÂc platõÂ T ⊢ ψ → ξ_m a T ⊢ ψ → (ξ_m → ξ_j). DuÊ kazy ψ → ξ_m a ψ → (ξ_m → ξ_j) z T nynõÂ zrÏeteÏzõÂme za sebe a prÏipojõÂme naÂsledujõÂcõÂ formule:

(ψ → (ξ_m → ξ_j)) → ((ψ → ξ_m) → (ψ → ξ_j)) (ψ → ξ_m) → (ψ → ξ_j) ψ → ξ_j PrvnõÂ formule je instancõÂ A2, dalsÏõÂ dveÏ vzniknou aplikacõÂ MP. MaÂme tedy duÊ kaz formule ψ → ξ_j z T.

VY^Â ROKOVA^Â LOGIKA. VeÏta o korektnosti.^{45}

VeÏta 36 (o korektnosti). Necht’ φ je formule a T soubor formulõÂ. JestlizÏe T ⊢ φ, pak T |= φ.

DuÊ kaz. Necht’ ξ_1, · · · , ξ_k je duÊ kaz φ z T. IndukcõÂ vzhledem k j dokaÂzÏeme, zÏe T |= ξ_j pro kazÏdeÂ 1 ≤ j ≤ k. (StacÏõÂ oveÏrÏit, zÏe kazÏdaÂ instance A1śA3 je tautologie, a zÏe jestlizÏe T |= ψ a T |= ψ → ξ, pak takeÂ T |= ξ).

VY^Â ROKOVA^Â LOGIKA. VeÏta o uÂ plnosti. 46

Lema 37. Necht’ φ, ψ jsou formule. Pak (a) ⊢ ¬φ → (φ → ψ) (b) ⊢ ¬¬φ → φ (c) ⊢ φ → ¬¬φ (d) ⊢ (φ → ψ) → (¬ψ → ¬φ) (e) ⊢ φ → (¬ψ → ¬(φ → ψ)) (f) ⊢ (φ → ψ) → ((¬φ → ψ) → ψ) DuÊ kaz.

(a): Podle prÏõÂkladu 34 platõÂ {φ, ¬φ} ⊢ ψ, proto ⊢ ¬φ → (φ → ψ) opakovanyÂm uzÏitõÂm veÏty o dedukci.

VY^Â ROKOVA^Â LOGIKA. VeÏta o uÂ plnosti. 47

(b): PlatõÂ 1) ⊢ ¬¬φ → (¬φ → ¬¬¬φ) podle (a) 2) {¬¬φ} ⊢ ¬φ → ¬¬¬φ veÏta o dedukci 3) ⊢ (¬φ → ¬¬¬φ) → (¬¬φ → φ) A3 4) {¬¬φ} ⊢ ¬¬φ → φ MP na 2), 3) 5) {¬¬φ} ⊢ φ veÏta o dedukci 6) ⊢ ¬¬φ → φ veÏta o dedukci (c): PlatõÂ 1) ⊢ ¬¬¬φ → ¬φ podle (b) 2) ⊢ (¬¬¬φ → ¬φ) → (φ → ¬¬φ) A3 3) ⊢ φ → ¬¬φ MP na 1), 2)

VY^Â ROKOVA^Â LOGIKA. VeÏta o uÂ plnosti. 48

(d): PlatõÂ 1) {φ → ψ} ⊢ φ → ψ 2) {¬¬φ} ⊢ φ podle (b) a veÏty o dedukci 3) {φ → ψ, ¬¬φ} ⊢ ψ MP na 2), 1) 4) ⊢ ψ → ¬¬ψ podle (c) 5) {φ → ψ, ¬¬φ} ⊢ ¬¬ψ MP na 3), 4) 6) {φ → ψ} ⊢ ¬¬φ → ¬¬ψ veÏta o dedukci 7) ⊢ (¬¬φ → ¬¬ψ) → (¬ψ → ¬φ) A3 8) {φ → ψ} ⊢ ¬ψ → ¬φ MP na 6), 7) 9) ⊢ (φ → ψ) → (¬ψ → ¬φ) veÏta o dedukci

VY^Â ROKOVA^Â LOGIKA. VeÏta o uÂ plnosti. 49

(e): PlatõÂ 1) {φ, φ → ψ} ⊢ ψ 2) {φ} ⊢ (φ → ψ) → ψ veÏta o dedukci 3) ⊢ ((φ → ψ) → ψ) → (¬ψ → ¬(φ → ψ)) podle (d) 4) {φ} ⊢ ¬ψ → ¬(φ → ψ) MP na 2), 3) 5) ⊢ φ → (¬ψ → ¬(φ → ψ)) veÏta o dedukci

VY^Â ROKOVA^Â LOGIKA. VeÏta o uÂ plnosti. 50

(f): PlatõÂ 1) ⊢ (φ → ψ) → (¬ψ → ¬φ)) podle (d) 2) {φ → ψ, ¬ψ} ⊢ ¬φ 2x MP na 1) 3) {φ → ψ, ¬ψ, ¬φ → ψ} ⊢ ψ MP na 2), ¬φ → ψ 4) {φ → ψ, ¬φ → ψ} ⊢ ¬ψ → ψ veÏta o dedukci 5) ⊢ ¬ψ → (¬ψ → ¬(¬ψ → ψ)) podle (e) 6) {¬ψ} ⊢ ¬(¬ψ → ψ) 2x veÏta o dedukci 7) ⊢ ¬ψ → ¬(¬ψ → ψ) veÏta o dedukci 8) ⊢ (¬ψ → ¬(¬ψ → ψ)) → ((¬ψ → ψ) → ψ) A3 9) ⊢ (¬ψ → ψ) → ψ MP na 7), 8) 10) {φ → ψ, ¬φ → ψ} ⊢ ψ MP na 4), 9) 11) ⊢ (φ → ψ) → ((¬φ → ψ) → ψ) 2x veÏta o dedukci

VY^Â ROKOVA^Â LOGIKA. VeÏta o uÂ plnosti. 51

Deőnice 38. Necht’ v je valuace a φ formule. JestlizÏe v(φ) = 1, oznacÏuje symbol φ^v formuli φ. Jinak φ^v oznacÏuje formuli ¬φ.

Lema 39 (A. Church). Necht’ v je valuace, φ formule, a {X_1, · · · , X_k} konecÏnyÂ soubor vyÂ rokovyÂ ch promeÏnnyÂ ch, kde vsÏechny promeÏnneÂ vyskytujõÂcõÂ se ve φ jsou mezi {X_1, · · · , X_k}. Pak {X^v_1, · · · , X^v_k} ⊢ φ^v.

DuÊ kaz. IndukcõÂ k deÂlce vytvorÏujõÂcõÂ posloupnosti pro φ. Je-li φ = X, pak X je mezi {X_1, · · · , X_k} a tedy {X^v_1, · · · , X^v_k} ⊢ X^v. Je-li φ = ¬ψ, kde {X^v_1, · · · , X^v_k} ⊢ ψ^v, rozlisÏõÂme dveÏ mozÏnosti:

v(ψ) = 0. Pak ψ^v = ¬ψ a φ^v = ¬ψ, nenõÂ co dokazovat. v(ψ) = 1. Pak ψ^v = ψ a φ^v = ¬¬ψ. Podle lematu 37 (c) platõÂ ⊢ ψ → ¬¬ψ, proto {X^v_1, · · · , X^v_k} ⊢ ¬¬ψ uzÏitõÂm MP.

VY^Â ROKOVA^Â LOGIKA. VeÏta o uÂ plnosti. 52

Je-li φ = ψ → ξ, kde {X^v_1, · · · , X^v_k} ⊢ ψ^v a {X^v_1, · · · , X^v_k} ⊢ ξ^v rozlisÏõÂme naÂsledujõÂcõÂ mozÏnosti:

v(ψ → ξ) = 1. MaÂme tedy dokaÂzat, zÏe {X^v_1, · · · , X^v_k} ⊢ ψ → ξ.

• JestlizÏe v(ψ) = 0, platõÂ {X^v_1, · · · , X^v_k} ⊢ ¬ψ. Podle lematu 37 (a) daÂle platõÂ ⊢ ¬ψ → (ψ → ξ), proto {X^v_1, · · · , X^v_k} ⊢ ψ → ξ uzÏitõÂm MP.

• JestlizÏe v(ξ) = 1, platõÂ {X^v_1, · · · , X^v_k} ⊢ ξ. Podle A1 platõÂ ⊢ ξ → (ψ → ξ), proto {X^v_1, · · · , X^v_k} ⊢ ψ → ξ uzÏitõÂm MP.

v(ψ → ξ) = 0. Pak {X^v_1, · · · , X^v_k} ⊢ ψ a {X^v_1, · · · , X^v_k} ⊢ ¬ξ. MaÂme dokaÂzat, zÏe {X^v_1, · · · , X^v_k} ⊢ ¬(ψ → ξ). Podle lematu 37 (e) platõÂ ⊢ ψ → (¬ξ → ¬(ψ → ξ)), proto {X^v_1, · · · , X^v_k} ⊢ ¬(ψ → ξ) opakovanyÂm uzÏitõÂm MP.

VY^Â ROKOVA^Â LOGIKA. VeÏta o uÂ plnosti. 53

VeÏta 40 (o uÂ plnosti). Necht’ φ je formule a T soubor formulõÂ. JestlizÏe T |= φ, pak T ⊢ φ.

DuÊ kaz. Nejprve uvaÂzÏõÂme prÏõÂpad, kdy T je praÂ zdnyÂ soubor. Necht’ φ je tautologie a X_1, · · · , X_k vsÏechny vyÂrokoveÂ promeÏnneÂ, ktereÂ se ve φ vyskytujõÂ. Podle Churchova lematu platõÂ {X^v_1, · · · , X^v_k} ⊢ φ pro libovolnou valuaci v. UkaÂzÏeme, zÏe vsÏechny X^v_i lze postupneÏ źeliminovatł, azÏ dostaneme duÊ kaz φ z praÂzdneÂho souboru formulõÂ.

PrÏedpolaÂdejme, zÏe pro daneÂ 0 ≤ n < k jsme jizÏ prokaÂzali, zÏe

{X^v_1, · · · , X^v_n, X^v_{n+1}} ⊢ φ pro libovolnou valuaci v. DokaÂzÏeme, zÏe pak takeÂ {X^u_1 , · · · , X^u_n} ⊢ φ pro libovolnou valuaci u.

VY^Â ROKOVA^Â LOGIKA. VeÏta o uÂ plnosti. 54

Bud’ tedy u libovolnaÂ valuace. Necht’ u_1, u_2 jsou valuace deőnovaneÂ takto: u_1(X_k) = 1, u_2(X_k) = 0, a pro kazÏdeÂ Y ≠ X_k platõÂ u_1(Y) = u_2(Y) = v(Y). PlatõÂ

1) {X^u_1 , · · · , X^u_n, X_{n+1}} ⊢ φ prÏedpoklad pro v = u_1 2) {X^u_1 , · · · , X^u_n, ¬X_{n+1}} ⊢ φ prÏedpoklad pro v = u_2 3) {X^u_1 , · · · , X^u_n} ⊢ X_{n+1} → φ veÏta o dedukci na 1) 4) {X^u_1 , · · · , X^u_n} ⊢ ¬X_{n+1} → φ veÏta o dedukci na 2) 5) ⊢ (X_{n+1} → φ) → ((¬X_{n+1} → φ) → φ) podle lematu 37 (f) 6) {X^u_1 , · · · , X^u_n} ⊢ φ 2x MP na 5) s vyuzÏitõÂm 3), 4)

VY^Â ROKOVA^Â LOGIKA. VeÏta o uÂ plnosti. 55

NynõÂ uvaÂzÏõÂme obecnyÂ prÏõÂpad. Bud’ T libovolnyÂ soubor formulõÂ a φ formule takovaÂ, zÏe T |= φ. Podle veÏty o kompaktnosti existuje konecÏnyÂ soubor {ψ_1, · · · , ψ_n} formulõÂ z T takovyÂ, zÏe {ψ_1, · · · , ψ_n} |= φ. Lehce se oveÏrÏõÂ, zÏe |= ψ_1 → (ψ_2 → (ψ_3 → · · · (ψ_n → φ) · · ·) Podle prÏedchozõÂho bodu tedy platõÂ

⊢ ψ_1 → (ψ_2 → (ψ_3 → · · · (ψ_n → φ) · · ·) Po n aplikacõÂch veÏty o dedukci dostaÂvaÂme {ψ_1, · · · , ψ_n} ⊢ φ, tedy takeÂ T ⊢ φ.

VY^Â ROKOVA^Â LOGIKA. HistorickeÂ poznaÂ mky. 56

VyÂrokovaÂ logika byla nebyla rozvõÂjena samostatneÏ, ale jako soucÏaÂst slozÏiteÏjsÏõÂch formaÂlnõÂch systeÂmuÊ .

Gottlob Frege (1848ś1925) polozÏil zaÂklady predikaÂtoveÂ logiky a zavedl źmodernõÂł odvozovacõÂ systeÂm. źVyÂrokovyÂ fragmentł tohoto systeÂmu vypadaÂ takto (verze z roku 1879): 1: P → (Q → P) 2: (P → (Q → R)) → ((P → Q) → (P → R)) 3: (P → (Q → R)) → (Q → (P → R)) 4: (P → Q) → (¬Q → ¬P) 5: ¬¬P → P 6: P → ¬¬P OdvozovacõÂ pravidla: MP a substituce Fregeho vyÂsledky byly veÏdeckou komunitou ignorovaÂny zhruba 20 let.

VY^Â ROKOVA^Â LOGIKA. HistorickeÂ poznaÂ mky. 57

Giuseppe Peano (1858-1932) doporucÏil na mezinaÂrodnõÂm matematickeÂm kongresu v ParÏõÂzÏi (rok 1900) mladeÂmu Bertrandu Russellovi (1872-1970) studovat Fregeho praÂce. Russell v roce 1901 objevil inkonzistenci ve Fregeho systeÂmu (RusseluÊ v paradox), soucÏasneÏ plneÏ docenil Fregeho mysÏlenky. V letech 1910-1913 byla publikovaÂna trÏõÂdõÂlnaÂ Principia Mathematica (autorÏi Whitehead, Russel). Tato monograőe meÏla hlubokyÂ vliv na vyÂvoj logiky v naÂsledujõÂcõÂch desetiletõÂch. VeÏnovaÂna byla Fregemu. Pro fragment vyÂrokoveÂ logiky byly pouzÏity naÂsledujõÂcõÂ axioÂmy a odvozovacõÂ pravidla: 1: (P ∨ P) → P 2: Q → (P ∨ Q) 3: (P ∨ Q) → (Q ∨ P) 4: (P ∨ (Q ∨ R)) → (Q ∨ (P ∨ R)) 5: (Q → R) → ((P ∨ Q) → (P ∨ R)) OdvozovacõÂ pravidla: MP a substituce

VY^Â ROKOVA^Â LOGIKA. HistorickeÂ poznaÂ mky. 58

V roce 1917 nalezl Jean Nicod naÂsledujõÂcõÂ zjednodusÏenõÂ axiomatickeÂho systeÂmu z Principia Mathematica: 1: (P ∨ P) → P 2: P → (P ∨ Q) 4: (P ∨ (Q ∨ R)) → (Q ∨ (P ∨ R)) 5: (Q → R) → ((P ∨ Q) → (P ∨ R)) OdvozovacõÂ pravidla: MP a substituce Ve stejneÂm roce publikoval Henry Sheffer naÂsledujõÂcõÂ axiomatickyÂ systeÂm zalozÏenyÂ na ShefferoveÏ operaÂtoru: AxioÂm: (P|(Q|R))|((S|(S|S))|((U|Q)|((P|U)|(P|U)))) OdvozovacõÂ pravidla: substituce a źz F a F|(G|H) odvod’ Hł

VY^Â ROKOVA^Â LOGIKA. HistorickeÂ poznaÂ mky. 59

David Hilbert (1862ś1943) a Wilhelm Ackermann (1896-1962) publikovali v roce 1928 naÂsledujõÂcõÂ systeÂm: 1: (P ∨ P) → P 2: P → (P ∨ Q) 4: (P ∨ Q) → (Q ∨ P) 5: (Q → R) → ((P ∨ Q) → (P ∨ R)) OdvozovacõÂ pravidla: MP a substituce V roce 1927 navrhl John von Neumann (1903-1957) aplikovat substituci pouze na axioÂmy. Vznikly systeÂmy zalozÏeneÂ na scheÂmatech axioÂ muÊ .

Jan Lukasiewicz (1878ś1956) prezentoval svuÊ j odvozovacõÂ systeÂm (pouzÏityÂ v prÏednaÂsÏce) v roce 1928.

VY^Â ROKOVA^Â LOGIKA. HistorickeÂ poznaÂ mky. 60

DalsÏõÂ odvozovacõÂ systeÂmy:

V roce 1947 zjednodusÏili GoÈtling a Rasiowa systeÂm z Principia Mathematica do naÂsledujõÂcõÂ podoby: • 1: (P ∨ P) → P • 2: P → (P ∨ Q) • 3: (Q → R) → ((P ∨ Q) → (P ∨ R)) • OdvozovacõÂ pravidla: MP a substituce V roce 1953 prezentoval Meredith systeÂm s jedinyÂm scheÂmatem a jedinyÂm odvozovacõÂm pravidlem: • ScheÂma axioÂmu:

((((φ → ψ) → (¬ρ → ¬ξ)) → ρ) → γ) → ((γ → φ) → (ξ → φ)) • OdvozovacõÂ pravidlo: MP

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. Vznik a vyÂ voj. 61

PredikaÂ tovaÂ logika (takeÂ logika prvnõÂho rÏaÂ du) se opõÂraÂ o pojem vlastnosti (tj. predikaÂ tu). UmozÏnÏ uje formulovat tvrzenõÂ o vlastnostech objektuÊ s vyuzÏitõÂm kvantiőkaÂ toruÊ .

NaprÏ. Aristotelova logika je z dnesÏnõÂho pohledu fragmentem predikaÂtoveÂ logiky.

Formule prvnõÂho rÏaÂdu byly soucÏaÂstõÂ Fregeho systeÂmu, pozdeÏji se objevily ve 3. dõÂlu SchroÈderovy monograőe Algebra der Logik (1910) a monograői Principia Mathematica (Whitehead, Russel).

Logika prvnõÂho rÏaÂdu byla deőnovaÂna jako samostatnyÂ systeÂm azÏ v monograői Hilberta a Ackermanna GrundzuÈ gen der theoretischen Logik (1928).

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. Syntaxe. 62

Deőnice 41. Jazyk (stejneÏ jako jazyk s rovnostõÂ) je systeÂm predikaÂ tovyÂ ch symboluÊ a funkcÏnõÂch symboluÊ , kde u kazÏdeÂho symbolu je daÂ na jeho cÏetnost (arita), kteraÂ je nezaÂ pornyÂ m celyÂ m cÏõÂslem.

PoznaÂmka 42.

PredikaÂ ty arity nula v jisteÂm smyslu odpovõÂdajõÂ vyÂ rokovyÂ m promeÏnnyÂ m, funkcÏnõÂ symboly arity nula jsou symboly pro konstanty.

PredikaÂ tovyÂ m a funkcÏnõÂm symboluÊ m se takeÂ rÏõÂkaÂ mimologickeÂ symboly.

Jazyk je tedy plneÏ urcÏen mimologickyÂ mi symboly.

RozdõÂl mezi jazykem a jazykem s rovnostõÂ se projevõÂ v tom, zÏe do predikaÂ toveÂ logiky pro jazyk s rovnostõÂ prÏõÂdaÂ me speciaÂ lnõÂ logickyÂ symbol = jehozÏ seÂmantika bude deőnovaÂ na speciaÂ lnõÂm zpuÊ sobem.

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. Syntaxe. 63

PrÏõÂklad 43.

Jazyk teorie mnozÏin je jazykem s rovnostõÂ, kteryÂ obsahuje jeden predikaÂ tovyÂ symbol ∈ arity 2.

Jazyk teorie pologrup je jazykem s rovnostõÂ, kteryÂ obsahuje jeden funkcÏnõÂ symbol ź·ł arity 2.

Deőnice 44. Abecedu predikaÂ toveÂ logiky pro jazyk L tvorÏõÂ naÂ sledujõÂcõÂ symboly:

Znaky pro promeÏnneÂ x, y, z, . . ., kteryÂ ch je spocÏetneÏ mnoho MimologickeÂ symboly, tj. predikaÂ toveÂ a funkcÏnõÂ symboly jazyka L. Je-li L jazyk s rovnostõÂ, obsahuje abeceda speciaÂ lnõÂ znak = pro rovnost. LogickeÂ spojky → a ¬.

Symbol ∀ pro univerzaÂ lnõÂ kvantiőkaÂ tor. ZaÂ vorky ( a ).

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. Syntaxe. 64

Deőnice 45. Termem jazyka L je slovo t nad abecedou predikaÂ toveÂ logiky pro jazyk L, pro ktereÂ existuje vytvorÏujõÂcõÂ posloupnost slov t_1, · · · , t_k, kde k ≥ 1, t_k je t, a pro kazÏdeÂ 1 ≤ i ≤ k maÂ slovo t_i jeden z naÂ sledujõÂcõÂch tvaruÊ : promeÏnnaÂ , f(t_{i1} , · · · , t_{in} ), kde 1 ≤ i_1, · · · , i_n < k, f je funkcÏnõÂ symbol jazyka L, a n je arita f.

Term je uzavrÏenyÂ , jestlizÏe neobsahuje promeÏnneÂ.

PoznaÂmka 46. U binaÂ rnõÂch funkcÏnõÂch symboluÊ (a pozdeÏji takeÂ predikaÂ tuÊ ) dovolõÂme pro veÏtsÏõÂ cÏitelnost inőxovyÂ zaÂ pis. U funkcÏnõÂch (a predikaÂ tovyÂ ch) symboluÊ arity nula budeme psaÂ t c mõÂsto c().

PrÏõÂklad 47.

(x · y) · z je termem jazyka pologrup (v preőxoveÂ notaci ·(·(x, y), z)) 0 + (S(0) + S(S(0))) je termem jazyka 0, S, +, kde 0, S a + jsou po rÏadeÏ

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. Syntaxe. 65

funkcÏnõÂ symboly arity nula, jedna a dva.

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. Syntaxe. 66

Deőnice 48. Formule predikaÂ toveÂho pocÏtu jazyka L je slovo φ nad abecedou predikaÂ toveÂ logiky pro jazyk L, pro ktereÂ existuje vytvorÏujõÂcõÂ posloupnost slov ψ_1, · · · , ψ_k, kde k ≥ 1, ψ_k je φ, a pro kazÏdeÂ 1 ≤ i ≤ k maÂ slovo ψ_i jeden z naÂ sledujõÂcõÂch tvaruÊ :

P(t_1, · · · , t_n), kde P je predikaÂ tovyÂ symbol jazyka L arity n a t_1, · · · , t_n jsou termy jazyka L.

t_1 = t_2, je-li L jazyk s rovnostõÂ a t_1, t_2 jsou termy jazyka L. ¬ψ_j pro neÏjakeÂ 1 ≤ j < i, (ψ_j → ψ_j′ ) pro neÏjakaÂ 1 ≤ j, j^′ < i, ∀x ψ_j, kde x je promeÏnnaÂ a 1 ≤ j < i.

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. Syntaxe. 67

PoznaÂmka 49. Ve zbytku prÏednaÂ sÏky budeme pouzÏõÂvat naÂ sledujõÂcõÂ źzkratkył:

∃x φ znacÏõÂ ¬∀x ¬φ φ ∨ ψ znacÏõÂ ¬φ → ψ φ ∧ ψ znacÏõÂ ¬(φ → ¬ψ).

φ ↔ ψ znacÏõÂ (φ → ψ) ∧ (ψ → φ), kde symbol ∧ daÂ le źrozvinemeł podle prÏedchozõÂho bodu.

PrÏõÂklady formulõÂ:

∀x P(x, y) ∧ ∃x (P(x, x) ∨ Q(c)) ∀x ∃x (P(x, x) ∨ ∀y ∀x Q(x))

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. Syntaxe. 68

Deőnice 50. KazÏdyÂ vyÂ skyt promeÏnneÂ ve formuli predikaÂ toveÂho pocÏtu je bud’ volnyÂ nebo vaÂ zanyÂ podle naÂ sledujõÂcõÂho induktivnõÂho prÏedpisu: Ve formuli tvaru P(t_1, · · · , t_n) jsou vsÏechny vyÂ skyty promeÏnnyÂ ch volneÂ. VyÂ rokoveÂ spojky nemeÏnõÂ charakter vyÂ skytuÊ promeÏnnyÂ ch, tj. je-li danyÂ vyÂ skyt promeÏnneÂ ve formuli ψ volnyÂ (resp. vaÂ zanyÂ ), je odpovõÂdajõÂcõÂ vyÂ skyt ve formulõÂch ¬ψ, φ → ψ, ψ → φ rovneÏzÏ volnyÂ (resp. vaÂ zanyÂ ).

Ve formuli ∀x ψ je kazÏdyÂ vyÂ skyt promeÏnneÂ x (vcÏetneÏ vyÂ skytu za kvantiőkaÂ torem) vaÂ zanyÂ ; byl-li vyÂ skyt promeÏnneÂ ruÊ zneÂ od x volnyÂ (resp. vaÂ zanyÂ ) ve formuli ψ, je odpovõÂdajõÂcõÂ vyÂ skyt ve formuli ∀x ψ rovneÏzÏ volnyÂ (resp. vaÂ zanyÂ ).

PrÏõÂklady (volneÂ vyÂskyty jsou cÏerveneÂ ): ∀x P(x, y) ∨ ∀y P(x, y) ∀x (P(x, y) ∨ ∀y P(x, y))

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. Syntaxe. 69

Deőnice 51.

PromeÏnnaÂ se nazyÂ vaÂ volnou (resp. vaÂ zanou) ve formuli, maÂ -li v nõÂ volnyÂ (resp. vaÂ zanyÂ ) vyÂ skyt.

Formule je otevrÏenaÂ , jestlizÏe v nõÂ zÏaÂ dnaÂ promeÏnnaÂ nemaÂ vaÂ zanyÂ vyÂ skyt. Formule je uzavrÏenaÂ (takeÂ sentence), jestlizÏe v nõÂ zÏaÂ dnaÂ promeÏnnaÂ nemaÂ volnyÂ vyÂ skyt.

ZaÂ pis φ(x_1, · · · , x_n) znacÏõÂ, zÏe vsÏechny volneÂ promeÏnneÂ ve formuli φ jsou mezi x_1, · · · , x_n (nemusõÂ nutneÏ platit, zÏe kazÏdaÂ z teÏchto promeÏnnyÂ ch je volnaÂ ve φ).

UniverzaÂ lnõÂ uzaÂ veÏr formule φ je formule tvaru ∀ x_1 · · · ∀ x_n φ, kde x_1, · · · , x_n jsou praÂ veÏ vsÏechny volneÂ promeÏnneÂ formule φ.

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. Substituce.^{70}

Deőnice 52. Term t je substituovatelnyÂ za promeÏnnou x ve formuli φ, jestlizÏe zÏaÂ dnyÂ vyÂ skyt promeÏnneÂ v termu t se nestane vaÂ zanyÂ m po provedenõÂ substituce termu t za kazÏdyÂ volnyÂ vyÂ skyt promeÏnneÂ x ve formuli φ. Je-li t substituovatelnyÂ za x ve φ, znacÏõÂ zaÂ pis φ(x/t) formuli, kteraÂ vznikne nahrazenõÂm kazÏdeÂho volneÂho vyÂ skytu x ve φ termem t. PrÏõÂklady:

Term y + 3 je substituovatelnyÂ za x ve formuli ∃z x+y=z Term y + z nenõÂ substituovatelnyÂ za x ve formuli ∃z x+y=z (P(x, y) ∧ ∀x P(x, y))(x/3) je formule P(3, y) ∧ ∀x P(x, y) P(x, y)(x/y)(y/x) je formule P(x, x)

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. Substituce.^{71}

Deőnice 53. Necht’ φ je formule a t_1, · · · , t_n termy, ktereÂ jsou v uvedeneÂm porÏadõÂ substituovatelneÂ za promeÏnneÂ x_1, · · · , x_n ve φ (prÏedpoklaÂ daÂ me, zÏe x_1, · · · , x_n jsou ruÊ zneÂ). Symbol φ(x_1/t_1, · · · , x_n/t_n) znacÏõÂ formuli, kteraÂ vznikne źsimultaÂ nnõÂm nahrazenõÂmł kazÏdeÂho volneÂho vyÂ skytu x_i termem t_i pro kazÏdeÂ 1 ≤ i ≤ n. PrÏesneÏji, φ(x_1/t_1, · · · , x_n/t_n) je formule φ(x_1/z_1) · · · (x_n/z_n)(z_1/t_1) · · · (z_n/t_n), kde z_1, · · · , z_n jsou (ruÊ zneÂ) promeÏnneÂ, ktereÂ se nevyskytujõÂ v t_1, · · · , t_n ani mezi x_1, · · · , x_n.

PrÏõÂklad:

P(x, y)(x/y, y/x) je formule P(y, x)

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. Realizace jazyka. 72

Deőnice 54. Realizace M jazyka L je zadaÂ na nepraÂ zdnyÂ m souborem M, nazyÂ vanyÂ m univerzem (prÏõÂpadneÏ nosicÏem).

Prvky univerza nazyÂ vaÂ me individui.

prÏirÏazenõÂm, ktereÂ kazÏdeÂmu n-aÂ rnõÂmu predikaÂ toveÂmu symbolu P prÏirÏadõÂ n-aÂ rnõÂ relaci P_M na M prÏirÏazenõÂm, ktereÂ kazÏdeÂmu m-aÂ rnõÂmu funkcÏnõÂmu symbolu prÏirÏadõÂ funkci f_M : M^m → M.

OhodnocenõÂ je zobrazenõÂ prÏirÏazujõÂcõÂ promeÏnnyÂ m prvky univerza M.

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. Realizace jazyka. 73

Deőnice 55. Realizaci termu t prÏi ohodnocenõÂ e v relizaci M, psaÂ no t^M[e] (prÏõÂpadneÏ jen t[e] je-li M jasneÂ z kontextu), deőnujeme induktivneÏ takto: x[e] = e(x) f(t_1, · · · , t_m)[e] = f_M(t_1[e], · · · , t_m[e]) (pro m = 0 je na praveÂ staneÏ uvedeneÂ deőnujõÂcõÂ rovnosti f_M(∅)).

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. Realizace jazyka. 74

Deőnice 56 (A. Tarski). Bud’ M realizace jazyka L, e ohodnocenõÂ a φ formule predikaÂ toveÂho pocÏtu jazyka L. TernaÂ rnõÂ vztah M |= φ[e] deőnujeme indukcõÂ ke strukturÏe φ:

M |= P(t_1, · · · , t_m)[e] praÂ veÏ kdyzÏ (t_1[e], · · · , t_m[e]) ∈ P_M. JestlizÏe L je jazyk s rovnostõÂ, deőnujeme M |= (t_1 = t_2)[e] praÂ veÏ kdyzÏ t_1[e] a t_2[e] jsou stejnaÂ individua.

M |= ¬ψ[e] praÂ veÏ kdyzÏ nenõÂ M |= ψ[e].

M |= (ψ → ξ)[e] praÂ veÏ kdyzÏ M |= ξ[e] nebo nenõÂ M |= ψ[e]. M |= ∀x ψ[e] praÂ veÏ kdyzÏ M |= ψ[e(x/a)] pro kazÏdyÂ prvek a univerza M. JestlizÏe M |= φ[e], rÏõÂkaÂ me, zÏe φ je pravdivaÂ v M prÏi ohodnocenõÂ e. JestlizÏe M |= φ[e] pro kazÏdeÂ e, je φ pravdivaÂ v M, psaÂ no M |= φ.

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. Realizace jazyka. 75

PrÏõÂklad 57. Bud’ L jazyk s jednõÂm unaÂ rnõÂm predikaÂ tem P a M jeho realizace nad univerzem M = {a, b}, kde P_M = {a}. Pak PlatõÂ M |= ∃x (P(x) → (P(x) ∧ ¬P(x))) NeplatõÂ M |= P(x) → ∀x P(x) NeplatõÂ M |= (∀x P(x) → ∀x ¬P(x)) → ∀x (P(x) → ¬P(x))

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. Teorie.^{76}

Deőnice 58. Bud’ L jazyk (prÏõÂp. jazyk s rovnostõÂ).

Teorie (s jazykem L) je soubor T formulõÂ predikaÂ toveÂho pocÏtu jazyka L.

Prvky T se nazyÂ vajõÂ axioÂ my teorie T.

Realizace M jazyka L je model teorie T, psaÂ no M |= T, jestlizÏe M |= φ pro kazÏdeÂ φ z T.

Teorie je splnitelnaÂ , jestlizÏe maÂ model.

Je-li M realizace jazyka L, pak Th(M) oznacÏuje teorii tvorÏenou praÂ veÏ vsÏemi uzavrÏenyÂ mi formulemi, ktereÂ jsou v M pravdiveÂ.

Formule φ je seÂmantickyÂ m duÊ sledkem teorie T, psaÂ no T |= φ, jestlizÏe φ je pravdivaÂ v kazÏdeÂm modelu teorie T.

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. Teorie.^{77}

PrÏõÂklad 59. UvazÏme jazyk s rovnostõÂ obsahujõÂcõÂ jeden binaÂ rnõÂ funkcÏnõÂ symbol ł·ž a jednu konstantu 1. Necht’ T je tvorÏena naÂ sledujõÂcõÂmi formulemi: ∀x ∀y ∀z x · (y · z) = (x · y) · z ∀x (x · 1 = x) ∧ (1 · x = x) ∀x ∃y (x · y = 1) ∧ (y · x = 1) Pak formule ∀x ∀y (x · y) = (y · x) nenõÂ seÂmantickyÂ m duÊ sledkem T, zatõÂmco formule x · (1 · y) = (1 · x) · y ano.

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. OdvozovacõÂ systeÂm. 78

ScheÂmata vyÂ rokovyÂ ch axioÂ muÊ :

P1: φ → (ψ → φ) P2: (φ → (ψ → ξ)) → ((φ → ψ) → (φ → ξ)) P3: (¬φ → ¬ψ) → (ψ → φ) ScheÂma axioÂ mu speciőkace:

P4: ∀x φ → φ(x/t), kde t je substituovatelnyÂ za x ve φ. ScheÂma axioÂ mu distribuce:

P5: (∀x (φ → ψ)) → (φ → ∀x ψ), kde x nemaÂ volnyÂ vyÂskyt ve φ. OdvozovacõÂ pravidla:

MP: Z φ a φ → ψ odvod’ ψ. (modus ponens) GEN: Z φ odvod’ ∀x φ. (generalizace)

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. OdvozovacõÂ systeÂm. 79

Je-li L jazyk s rovnostõÂ, prÏõÂdaÂme daÂle naÂsledujõÂcõÂ axioÂ my rovnosti: R1: x = x R2: (x_1=y_1 ∧ · · · ∧ x_n=y_n ∧ P(x_1, · · · , x_n)) → P(y_1, · · · , y_n), kde P je predikaÂtovyÂ symbol arity n.

R3: (x_1=y_1 ∧ · · · ∧ x_m=y_m) → (f(x_1, · · · , x_m)=f(y_1, · · · , y_m)), kde f je funkcÏnõÂ symbol arity m.

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. OdvozovacõÂ systeÂm. 80

Deőnice 60. Bud’ T teorie jazyka L.

DuÊ kaz formule ψ v teorii T je konecÏnaÂ posloupnost formulõÂ φ_1, · · · , φ_k, kde φ_k je ψ a pro kazÏdeÂ φ_i, kde 1 ≤ i ≤ k, platõÂ alesponÏ jedna z naÂ sledujõÂcõÂch podmõÂnek: φ_i je prvek T;

φ_i je instancõÂ jednoho ze scheÂmat P1śP5;

L je jazyk s rovnostõÂ a φ_i je instancõÂ jednoho ze scheÂmat R1śR3; φ_i vznikne aplikacõÂ pravidla MP na formule φ_m, φ_n pro vhodneÂ 1 ≤ m, n < i.

φ_i vznikne aplikacõÂ pravidla GEN na formuli φ_m pro vhodneÂ 1 ≤ m < i.

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. OdvozovacõÂ systeÂm. 81

Formule ψ je dokazatelnaÂ v teorii T, psaÂ no T ⊢ ψ, jestlizÏe existuje duÊ kaz ψ v T. JestlizÏe T ⊢ ψ pro praÂ zdneÂ T, rÏõÂkaÂ me zÏe ψ je dokazatelnaÂ a põÂsÏeme ⊢ ψ.

Formule ψ je vyvratitelnaÂ v teorii T, jestlizÏe T ⊢ ¬ψ Teorie T je spornaÂ (teÂzÏ inkonzistentnõÂ), jestlizÏe kazÏdaÂ formule predikaÂ toveÂ logiky jazyka L je v T dokazatelnaÂ .

Teorie je bezespornaÂ (teÂzÏ konzistentnõÂ), jestlizÏe nenõÂ nekonzistentnõÂ.

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. DuÊ kazy. 82

PoznaÂmka 61 (Princip dosazenõÂ do tautologie vyÂrokoveÂho pocÏtu). Je-li φ tautologiõÂ L(¬, →), ve ktereÂ nahradõÂme vyÂ rokoveÂ promeÏnneÂ formulemi predikaÂ toveÂ logiky tak, zÏe danaÂ vyÂ rokovaÂ promeÏnnaÂ je nahrazena vzÏdy touzÏ formulõÂ, obdrzÏõÂme formuli predikaÂ toveÂ logiky, kteraÂ je dokazatelnaÂ v odvozovacõÂm systeÂmu predikaÂ toveÂ logiky pouze pomocõÂ P1śP3 a MP.

PoznaÂmka 62 (Neplatnost źobecneÂł veÏty o dedukci). Za prÏedpokladu korektnosti odvozovacõÂho systeÂmu pro predikaÂ tovou logiku neplatõÂ ⊢ φ → ∀x φ. PlatõÂ ovsÏem {φ} ⊢ ∀x φ. Proto obecneÏ neplatõÂ, zÏe T |= φ → ψ praÂ veÏ kdyzÏ T ∪ {φ} |= ψ.

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. VeÏta o dedukci.^{83}

VeÏta 63 (o dedukci). Necht’ T je teorie jazyka L, ψ uzavrÏenaÂ formule jazyka L a φ (libovolnaÂ ) formule jazyka L. Pak T ⊢ ψ → φ praÂ veÏ kdyzÏ T ∪ {ψ} ⊢ φ.

DuÊ kaz.

DuÊ kaz je velmi podobnyÂ duÊ kazu veÏty 35:

ź⇒ł: Necht’ ξ_1, · · · , ξ_k je duÊ kaz formule ψ → φ v T. Pak ξ_1, · · · , ξ_k, ψ, φ je duÊ kaz formule φ v T ∪ {ψ} (poslednõÂ formule vznikne aplikacõÂ MP na ψ a ξ_k). ź⇐ł: Necht’ ξ_1, · · · , ξ_k je duÊ kaz φ v T ∪ {ψ}. MetaindukcõÂ k j dokaÂzÏeme, zÏe T ⊢ ψ → ξ_j pro kazÏdeÂ 1 ≤ j ≤ k.

j = 1. Je-li ξ_1 instance axioÂmu nebo formule z T, platõÂ T ⊢ ξ_1. K duÊ kazu ξ_1 z T nynõÂ prÏipojõÂme formule ξ_1 → (ψ → ξ_1), ψ → ξ_1. PrvnõÂ formule je instancõÂ P1, druhaÂ aplikacõÂ MP na ξ_1 a prvnõÂ formuli. MaÂme tedy duÊ kaz ψ → ξ_1 v T.

Je-li ξ_1 formule ψ, platõÂ T ⊢ ψ → ψ podle prÏõÂkladu 33 a poznaÂ mky 62.

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. VeÏta o dedukci.^{84}

IndukcÏnõÂ krok: Je-li formule ξ_j instancõÂ axioÂmu nebo prvek T ∪ {ψ}, postupujeme stejneÏ jako vyÂsÏe (mõÂsto ξ_1 pouzÏijeme ξ_j). Je-li ξ_j vyÂsledkem aplikace MP na ξ_m, ξ_n, kde 1 ≤ m, n < j, je ξ_n tvaru ξ_m → ξ_j. Podle I.P. navõÂc platõÂ T ⊢ ψ → ξ_m a T ⊢ ψ → (ξ_m → ξ_j). DuÊ kazy ψ → ξ_m a ψ → (ξ_m → ξ_j) v T nynõÂ zrÏeteÏzõÂme za sebe a prÏipojõÂme naÂsledujõÂcõÂ formule:

(ψ → (ξ_m → ξ_j)) → ((ψ → ξ_m) → (ψ → ξ_j)) (ψ → ξ_m) → (ψ → ξ_j) ψ → ξ_j PrvnõÂ formule je instancõÂ P2, dalsÏõÂ dveÏ vzniknou aplikacõÂ MP. MaÂme tedy duÊ kaz formule ψ → ξ_j v T.

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. VeÏta o dedukci.^{85}

Je-li ξ_j vyÂsledkem aplikace GEN na ξ_m, kde 1 ≤ m < j, je ξ_j tvaru ∀x ξ_m. Podle I.P. platõÂ T ⊢ ψ → ξ_m. K tomuto duÊ kazu nynõÂ stacÏõÂ prÏipojit formule ∀x (ψ → ξ_m) ∀x (ψ → ξ_m) → (ψ → ∀x ξ_m) ψ → ∀x ξ_m.

PrvnõÂ vznikne aplikacõÂ GEN, druhaÂ je instancõÂ P5, trÏetõÂ vznikne aplikacõÂ MP. Dostaneme tak duÊ kaz formule ψ → ξ_j v T.

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. Vlastnosti kvantiőkace. 86

Lema 64. Pro kazÏdeÂ formule φ a ψ platõÂ:

1. ⊢ (∀x (φ → ψ)) ↔ (φ → ∀x ψ), pokud x nenõÂ volnaÂ ve formuli φ; 2. ⊢ (∀x (φ → ψ)) ↔ (∃x φ → ψ), pokud x nenõÂ volnaÂ ve formuli ψ; 3. ⊢ (∃x (φ → ψ)) ↔ (φ → ∃x ψ), pokud x nenõÂ volnaÂ ve formuli φ; 4. ⊢ (∃x (φ → ψ)) ↔ (∀x φ → ψ), pokud x nenõÂ volnaÂ ve formuli ψ. DuÊ kaz. PozorovaÂnõÂ:

(a) JestlizÏe ⊢ φ → ψ a soucÏasneÏ ⊢ ψ → φ, pak ⊢ φ ↔ ψ. To plyne z toho, zÏe (A → B) → ((B → A) → (A ↔ B)) je vyÂrokovaÂ tautologie (viz poznaÂ mka 61).

(b) (tranzitivita implikace). JestlizÏe T ⊢ φ → ξ a soucÏasneÏ T ⊢ ξ → ψ, pak T ⊢ φ → ψ. StacÏõÂ pouzÏõÂt poznaÂ mku 61 a tautologii (A → C) → ((C → B) → (A → B)).

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. Vlastnosti kvantiőkace. 87

(c) Necht’ φ(x), ψ(x) jsou formule. Pak ⊢ ∀x (φ → ψ) → ∀x (¬ψ → ¬φ), nebot’ 1) ⊢ ∀x (φ → ψ) → (φ → ψ) P4 2) ⊢ (φ → ψ) → (¬ψ → ¬φ) vyÂr. tautologie 3) ⊢ ∀x (φ → ψ) → (¬ψ → ¬φ) tranz. impl. na 1), 2) 4) ∀x (φ → ψ) ⊢ ¬ψ → ¬φ veÏta o dedukci 5) ∀x (φ → ψ) ⊢ ∀x (¬ψ → ¬φ) GEN 6) ⊢ ∀x (φ → ψ) → ∀x (¬ψ → ¬φ) veÏta o dedukci TvrzenõÂ 1.ś4. ted’ dokaÂzÏeme za prÏedpokladu, zÏe φ(x) a ψ(x). ObecnaÂ podoba vyplyne uzÏitõÂm veÏty konstantaÂch (viz daÂle).

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. Vlastnosti kvantiőkace. 88

1. PlatõÂ ⊢ (∀x (φ → ψ)) → (φ → ∀x ψ), nebot’ tato formule je instancõÂ P5.

DuÊ kaz opacÏneÂ implikace vypadaÂ takto:

1) ⊢ ∀x ψ → ψ P4 2) ⊢ (∀x ψ → ψ) → ((φ → ∀x ψ) → (φ → ψ))

(A → B) → ((C → A) → (C → B)) je tautologie, viz pozn. 61 3) ⊢ (φ → ∀x ψ) → (φ → ψ) MP na 1), 2) 4) φ → ∀x ψ ⊢ φ → ψ veÏta o dedukci 5) φ → ∀x ψ ⊢ ∀x (φ → ψ) GEN 6) ⊢ (φ → ∀x ψ) → (∀x (φ → ψ)) veÏta o dedukci

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. Vlastnosti kvantiőkace. 89

2. Nejprve ukaÂzÏeme, zÏe ⊢ ∀x (φ → ψ) → (∃x φ → ψ).

1) ⊢ ∀x (¬ψ → ¬φ) → (¬ψ → ∀x ¬φ) podle 1. 2) ⊢ ∀x (φ → ψ) → ∀x (¬ψ → ¬φ) podle (c) 3) ⊢ ∀x (φ → ψ)) → (¬ψ → ∀x ¬φ) tranz. impl. na 2), 1) 4) ⊢ (¬ψ → ∀x ¬φ) → (¬∀x ¬φ → ψ) taut. (¬B → A) → (¬A → B) 5) ⊢ ∀x (φ → ψ) → (¬∀x ¬φ → ψ) tranz. impl. na 3), 4) 6) ⊢ ∀x (φ → ψ) → (∃x φ → ψ) reformulace

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. Vlastnosti kvantiőkace. 90

NynõÂ opacÏnyÂ smeÏr ⊢ (∃x φ → ψ) → ∀x (φ → ψ):

1) ⊢ (¬ψ → ∀x ¬φ) → ∀x (¬ψ → ¬φ) podle 1.

2) ⊢ (¬∀x ¬φ → ψ) → (¬ψ → ∀x ¬φ) taut. (¬B → A) → (¬A → B) 3) ⊢ (¬∀x ¬φ → ψ) → ∀x (¬ψ → ¬φ) tranz. impl. na 1), 2) 4) ∃x φ → ψ ⊢ ∀x (¬ψ → ¬φ) veÏta o dedukci 5) ∃x φ → ψ ⊢ ¬ψ → ¬φ P4 a MP 6) ∃x φ → ψ ⊢ φ → ψ (¬A → ¬B) → (A → B) a MP 7) ∃x φ → ψ ⊢ ∀x (φ → ψ) GEN 8) ⊢ (∃x φ → ψ) → ∀x (φ → ψ) veÏta o dedukci

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. VeÏta o korektnosti.^{91}

VeÏta 65. Necht’ T je teorie a φ formule jazyka teorie T. JestlizÏe T ⊢ φ, pak T |= φ.

DuÊ kaz. StacÏõÂ oveÏrÏit naÂsledujõÂcõÂ tvrzenõÂ:

Je-li ψ instancõÂ jednoho ze scheÂmat P1śP5 (prÏõÂp. takeÂ R1śR3, pokud jazyk teorie T je jazyk s rovnostõÂ) a M je model T, pak M |= ψ.

Je-li M model T a ψ, ξ formule jazyka teorie T, kde M |= ψ a M |= ψ → ξ, pak M |= ξ.

Je-li M model T a ψ formule jazyka teorie T, kde M |= ψ, pak M |= ∀x ψ. MetaindukcõÂ vzhledem k i je pak jizÏ triviaÂlnõÂ ukaÂzat, zÏe je-li ψ_1, · · · , ψ_k duÊ kaz formule φ v T a M je model T, pak T |= ψ_i pro kazÏdeÂ 1 ≤ i ≤ k.

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. VeÏta o uÂ plnosti (uÂ vod). 92

Lema 66. NaÂ sledujõÂcõÂ tvrzenõÂ jsou ekvivalentnõÂ:

1. Pro kazÏdou teorii T a pro kazÏdou formuli φ jazyka teorie T platõÂ, zÏe jestlizÏe T |= φ, pak T ⊢ φ.

2. KazÏdaÂ bezespornaÂ teorie maÂ model.

DuÊ kaz.

(1. ⇒ 2.) Bud’ T bezespornaÂ teorie. Pak existuje formule φ jazyka teorie T, kteraÂ nenõÂ v T dokazatelnaÂ (tj. T ⊬ φ). ObmeÏnou 1. pak ale dostaÂvaÂme, zÏe φ nenõÂ seÂmantickyÂm duÊ sledkem T (tj. T |̸= φ). To znamenaÂ, zÏe existuje takovyÂ model T, kde nenõÂ pravdivaÂ φ. ZejmeÂna maÂ tedy T model.

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. VeÏta o uÂ plnosti (uÂ vod). 93

(2. ⇒ 1.) UzÏitõÂm 2. dokaÂzÏeme obmeÏnu 1. Necht’ tedy T ⊬ φ, a necht’ φ je univerzaÂlnõÂ uzaÂveÏr φ. UkaÂzÏeme, zÏe T ∪ {¬φ} je bezespornaÂ; pak podle 2. maÂ T ∪ {¬φ} model, tedy T |̸= φ.

T ∪ {¬φ} je bezespornaÂ: PrÏedpoklaÂdejme naopak, zÏe T ∪ {¬φ} je spornaÂ. Pak 1) T ∪ {¬φ} ⊢ φ T ∪ {¬φ} je spornaÂ 2) T ⊢ ¬φ → φ veÏta o dedukci 3) ⊢ (¬φ → φ) → φ (A → B) → B je tautologie, viz pozn. 62 4) T ⊢ φ MP na 2), 3) 5) T ⊢ φ opakovaneÏ P4 a MP ObdrzÏeli jsme tedy spor s tõÂm, zÏe T ⊬ φ.

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. VeÏta o uÂ plnosti (uÂ vod). 94

CõÂlem dalsÏõÂho postupu je dokaÂzat, zÏe kazÏdaÂ bezespornaÂ teorie maÂ model. Tato konstrukce obsahuje dva zaÂkladnõÂ obraty:

Zavede se pojem kanonickeÂ struktury pro danou teorii T. Tato struktura obecneÏ nenõÂ modelem T. UkaÂzÏeme, zÏe pokud T vyhovuje dalsÏõÂm podmõÂnkaÂm (je henkinovskaÂ a uÂ plnaÂ ), pak kanonickaÂ struktura je modelem T.

UkaÂzÏeme, zÏe kazÏdou bezespornou teorii je mozÏneÂ vhodnyÂm zpuÊ sobem rozsÏõÂrÏit tak, aby byla henkinovskaÂ a uÂ plnaÂ.

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. RozsÏõÂrÏenõÂ teorie.^{95}

Deőnice 67.

Teorie S je rozsÏõÂrÏenõÂ teorie T, jestlizÏe jazyk teorie S obsahuje jazyk teorie T a v teorii S jsou dokazatelneÂ vsÏechny axioÂ my teorie T.

RozsÏõÂrÏenõÂ S teorie T se nazyÂ vaÂ konzervativnõÂ, jestlizÏe kazÏdaÂ formule jazyka teorie T, kteraÂ je dokazatelnaÂ v S, je dokazatelnaÂ i v T.

Teorie S a T jsou ekvivalentnõÂ, jestlizÏe S je rozsÏõÂrÏenõÂm T a soucÏasneÏ T je rozsÏõÂrÏenõÂm S.

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. VeÏta o konstantaÂ ch.^{96}

VeÏta 68 (o konstantaÂch). Necht’ S je rozsÏõÂrÏenõÂ T vznikleÂ obohacenõÂm jazyka teorie T o noveÂ navzaÂ jem ruÊ zneÂ konstanty c_1, · · · , c_k (noveÂ axioÂ my neprÏidaÂ vaÂ me), a necht’ x_1, · · · , x_k jsou navzaÂ jem ruÊ zneÂ promeÏnneÂ. Pak pro kazÏdou formuli φ jazyka teorie T platõÂ, zÏe T ⊢ φ praÂ veÏ kdyzÏ S ⊢ φ(x_1/c_1, · · · , x_k/c_k).

DuÊ kaz. JelikozÏ c_1, · · · , c_k jsou navzaÂjem ruÊ zneÂ, stacÏõÂ dokaÂzat, zÏe T ⊢ φ praÂveÏ kdyzÏ S ⊢ φ(x/c).

⇒: K duÊ kazu φ v T prÏipojõÂme formule ∀x φ, ∀x φ → φ(x/c), φ(x/c) a obdrzÏõÂme tak duÊ kaz formule φ(x/c) v S.

⇐: Necht’ ψ_1, · · · , ψ_k je duÊ kaz φ(x/c) v S. Necht’ y je promeÏnnaÂ, kteraÂ se nevyskytuje v tomto duÊ kazu. IndukcõÂ k i ukaÂzÏeme, zÏe pro kazÏdeÂ 1 ≤ i ≤ k je ψ_1(c/y), · · · , ψ_i(c/y) duÊ kaz v T. RozlisÏõÂme tyto mozÏnosti:

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. VeÏta o konstantaÂ ch.^{97}

Je-li ψ_i instancõÂ P1śP5 (prÏõÂp. R1śR3), je takeÂ ψ_i(c/y) instancõÂ teÂhozÏ scheÂmatu.

Je-li ψ_i axioÂm teorie T, pak se v ψ_i nevyskytuje c a formule ψ_i a ψ_i(c/y) jsou tedy totozÏneÂ.

JestlizÏe ψ_i vyplyÂvaÂ z ψ_j a ψ_m pomocõÂ MP, je ψ_m tvaru ψ_j → ψ_i a formule ψ_m(c/y) je tedy formulõÂ ψ_j(c/y) → ψ_i(c/y). TakzÏe formule ψ_i(c/y) vyplyÂvaÂ z ψ_j(c/y) a ψ_m(c/y) pomocõÂ MP.

JestlizÏe ψ_i vyplyÂvaÂ z ψ_j pomocõÂ GEN, je ψ_i tvaru ∀x ψ_j. StacÏõÂ si uveÏdomit, zÏe (∀x ψ_j)(c/y) je tataÂzÏ formule jako ∀x (ψ_j(c/y)), nebot’ x a y jsou ruÊ zneÂ.

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. VeÏta o konstantaÂ ch.^{98}

UkaÂzali jsme, zÏe T ⊢ φ(x/c)(c/y). DaÂle

1) T ⊢ φ(x/y) φ(x/y) je toteÂzÏ co φ(x/c)(c/y) 2) T ⊢ ∀y φ(x/y) GEN 3) ⊢ ∀y φ(x/y) → (φ(x/y)(y/x)) P4 4) T ⊢ φ(x/y)(y/x) MP na 2), 3) 5) T ⊢ φ φ(x/y)(y/x) je toteÂzÏ co φ

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. HenkinovskeÂ a uÂ plneÂ teorie. 99

Deőnice 69.

Teorie T je henkinovskaÂ , jestlizÏe pro kazÏdou formuli φ jazyka teorie T s jednou volnou promeÏnnou x existuje v jazyce teorie T konstanta c takovaÂ , zÏe T ⊢ ∃x φ → φ(x/c).

Teorie T je uÂ plnaÂ , jestlizÏe je bezespornaÂ a pro kazÏdou uzavrÏenou formuli φ jejõÂho jazyka platõÂ bud’ T ⊢ φ nebo T ⊢ ¬φ.

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. HenkinovskeÂ a uÂ plneÂ teorie. 100

VeÏta 70 (o henkinovskeÂ konstanteÏ). Bud’ T teorie a φ(x) formule jejõÂho jazyka. Je-li S rozsÏõÂrÏenõÂ T, ktereÂ vznikne prÏidaÂ nõÂm noveÂ konstanty c_φ a formule ∃x φ → φ(x/c_φ), pak S je konzervativnõÂ rozsÏõÂrÏenõÂ T.

DuÊ kaz. Nejprve ukaÂzÏeme, zÏe pro libovolnou formuli ξ(x) platõÂ ⊢ ∃xξ → ∃yξ(x/y):

1) {∀y¬ξ(x/y)} ⊢ ∀y¬ξ(x/y) 2) {∀y¬ξ(x/y)} ⊢ ¬ξ(x/y)(y/x) P4 a MP 3) {∀y¬ξ(x/y)} ⊢ ¬ξ prÏepis 4) {∀y¬ξ(x/y)} ⊢ ∀x¬ξ GEN 5) ⊢ ∀y¬ξ(x/y) → ∀x¬ξ dedukce 6) ⊢ ∃xξ → ∃yξ(x/y) taut. (A → B) → (¬B → ¬A) a MP.

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. HenkinovskeÂ a uÂ plneÂ teorie. 101

Necht’ R znacÏõÂ teorii vzniklou pouhyÂm prÏidaÂnõÂm konstanty c_φ k T. Necht’ ψ je formule jazyka teorie T takovaÂ, zÏe S ⊢ ψ. Necht’ y je promeÏnnaÂ, kteraÂ se nevyskytuje ani ve φ, ani v ψ. PlatõÂ:

1) S ⊢ ψ prÏedpoklad 2) R ⊢ (∃xφ → φ(x/c_φ)) → ψ S = R ∪ {∃xφ → φ(x/c_φ)} a dedukce 3) T ⊢ (∃xφ → φ(x/y)) → ψ veÏta o konstantaÂch 4) T ⊢ ∀y((∃xφ → φ(x/y)) → ψ) GEN 5) T ⊢ ∃y(∃xφ → φ(x/y)) → ψ lema 64 (2) a MP 6) ⊢ (∃xφ → ∃yφ(x/y)) → ∃y(∃xφ → φ(x/y)) lema 64 (3) 7) T ⊢ (∃xφ → ∃yφ(x/y)) → ψ tranz. implikace 8) ⊢ ∃xφ → ∃yφ(x/y) dokaÂzaÂno vyÂsÏe 9) T ⊢ ψ MP

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. HenkinovskeÂ a uÂ plneÂ teorie. 102

VeÏta 71 (o henkinovskeÂm rozsÏõÂrÏenõÂ). Ke kazÏdeÂ teorii existuje henkinovskaÂ teorie, kteraÂ je jejõÂm konzervativnõÂm rozsÏõÂrÏenõÂm.

DuÊ kaz. Bud’ T (libovolnaÂ) teorie. Pro kazÏdeÂ n ≥ 0 deőnujeme teorii T_n takto:

T_0 = T. Teorie T_{i+1} vznikne z T_i tak, zÏe pro kazÏdou formuli φ(x) jazyka teorie T_i prÏidaÂme novou konstantu c_φ a formuli ∃xφ → φ(x/c_φ).

MetaindukcõÂ vzhledem k n ukaÂzÏeme, zÏe T_n je konzervativnõÂ rozsÏõÂrÏenõÂ T.

Pro n = 0 nenõÂ co dokazovat. V indukcÏnõÂm kroku si stacÏõÂ uveÏdomit, zÏe je-li T_{i+1} ⊢ ψ, muÊ zÏe byÂt v duÊ kazu formule ψ pouzÏito jen konecÏneÏ mnoho axioÂmuÊ ξ_1, · · · , ξ_k, ktereÂ nepatrÏõÂ do T_i. UzÏitõÂm veÏty o henkinovskeÂ konstanteÏ k-kraÂt po sobeÏ dostaÂvaÂme T_i ⊢ ψ, proto T ⊢ ψ podle I.P.

UvazÏme teorii S =

⋃_∞ n=0 T_n. Teorie S je konzervativnõÂ rozsÏõÂrÏenõÂ T, nebot’ kazÏdyÂ duÊ kaz v S pouzÏõÂvaÂ jen konecÏneÏ mnoho axioÂmuÊ a je tedy duÊ kazem v neÏjakeÂ T_m. Teorie S je zjevneÏ henkinovskaÂ.

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. HenkinovskeÂ a uÂ plneÂ teorie. 103

V naÂsledujõÂcõÂ veÏteÏ prÏedpoklaÂdaÂme existenci dobreÂho usporÏaÂdaÂnõÂ na souboru vsÏech uzavrÏenyÂch formulõÂ daneÂho jazyka. Je-li uvazÏovanyÂ jazyk nespocÏetnyÂ, opõÂraÂ se tento prÏedpoklad o axioÂ m vyÂ beÏru.

VeÏta 72 (o zuÂ plnÏ ovaÂnõÂ teoriõÂ). Ke kazÏdeÂ bezesporneÂ teorii existuje jejõÂ rozsÏõÂrÏenõÂ se stejnyÂ m jazykem, ktereÂ je uÂ plnou teoriõÂ.

DuÊ kaz. Bud’ T teorie, a necht’ ⪯ je dobreÂ usporÏaÂdaÂnõÂ na mnozÏineÏ vsÏech uzavrÏenyÂch formulõÂ jazyka teorie T. Pro kazÏdou uzavrÏenou formuli φ jazyka teorie T deőnujeme teorii T_φ induktivneÏ takto:

Je-li φ nejmensÏõÂ prvek v usporÏaÂdaÂnõÂ ⪯, klademe T_φ = T,

Jinak T_φ = � � � � �

⋃ ξ≺φ T_ξ ∪ {φ} je-li ⋃ ξ≺φ T_ξ ∪ {φ} bezespornaÂ; ⋃ ξ≺φ T_ξ ∪ {¬φ} jinak.

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. HenkinovskeÂ a uÂ plneÂ teorie. 104

IndukcõÂ vzhledem k ⪯ dokaÂzÏeme, zÏe kazÏdeÂ T_φ je bezesporneÂ rozsÏõÂrÏenõÂ T.

Je-li φ nejmensÏõÂ prvek v usporÏaÂdaÂnõÂ ⪯, nenõÂ co dokazovat.

IndukcÏnõÂ krok: OznacÏme symbolem S teorii ⋃ ξ≺φ T_ξ.

Teorie S je nutneÏ bezespornaÂ. Jinak S ⊢ ψ ∧ ¬ψ pro neÏjakou formuli ψ. JelikozÏ tento duÊ kaz pouzÏõÂvaÂ jen konecÏneÏ mnoho axioÂmuÊ teorie S, nutneÏ existuje ξ ≺ φ takoveÂ, zÏe T_ξ obsahuje vsÏechny pouzÏiteÂ axioÂmy. Proto T_ξ ⊢ ψ ∧ ¬ψ, cozÏ je spor s IP.

Je-li T_φ = S ∪ {φ}, je T_φ bezespornaÂ.

Je-li T_φ = S ∪ {¬φ}, je teorie S ∪ {φ} spornaÂ. Pokud by byla spornaÂ takeÂ teorie S ∪ {¬φ}, platilo by S ∪ {φ} ⊢ ¬φ a S ∪ {¬φ} ⊢ φ, proto i S ⊢ φ → ¬φ a S ⊢ ¬φ → φ (uzÏitõÂm veÏty o dedukci). Z toho dostaÂvaÂme S ⊢ ψ ∧ ¬ψ pro libovolneÂ ψ, nebot’ (A → ¬A) → ((¬A → A) → (ψ ∧ ¬ψ)) je vyÂrokovaÂ tautologie (pouzÏijeme 2x MP). Tedy i S je spornaÂ, cozÏ je spor s prÏedchozõÂm bodem.

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. HenkinovskeÂ a uÂ plneÂ teorie. 105

UvazÏme teorii U kteraÂ vznikne sjednocenõÂm vsÏech T_φ. ZjevneÏ U je rozsÏõÂrÏenõÂ T a maÂ stejnyÂ jazyk jako T. Pokud by U byla spornaÂ, existoval by duÊ kaz ψ ∧ ¬ψ v U. Tento duÊ kaz vyuzÏõÂvaÂ pouze konecÏneÏ mnoho axioÂmuÊ U, proto ψ ∧ ¬ψ je dokazatelnaÂ i v neÏjakeÂ T_φ, cozÏ je spor.

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. KanonickaÂ struktura.^{106}

Deőnice 73. Bud’ T teorie, kde jazyk teorie T obsahuje alesponÏ jednu konstantu. KanonickaÂ struktura teorie T je realizace M jazyka teorie T, kde univerzum M je tvorÏeno vsÏemi uzavrÏenyÂ mi termy jazyka teorie T; relizace funkcÏnõÂho symbolu f arity n je funkce f_M, kteraÂ uzavrÏenyÂ m termuÊ m t_1, · · · , t_n prÏirÏadõÂ uzavrÏenyÂ term f(t_1, · · · , t_n);

realizace predikaÂ toveÂho symbolu P arity m je predikaÂ t P_M deőnovanyÂ takto: P_M(t_1, · · · , t_m) platõÂ praÂ veÏ kdyzÏ T ⊢ P(t_1, · · · , t_m).

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. KanonickaÂ struktura.^{107}

VeÏta 74 (o kanonickeÂ strukturÏe). Necht’ T je uÂ plnaÂ henkinovskeÂ teorie, a necht’ jazyk teorie T je jazykem bez rovnosti. Pak kanonickaÂ struktura teorie T je modelem T.

DuÊ kaz. Necht’ M je kanonickaÂ struktura teorie T. UkaÂzÏeme, zÏe pro libovolnou formuli φ jazyka teorie T platõÂ naÂsledujõÂcõÂ:

JestlizÏe φ̂ je uzavrÏenaÂ instance formule φ, pak T ⊢ φ̂ praÂveÏ kdyzÏ M |= φ̂.

JelikozÏ lze (bez uÂ jmy na obecnosti) prÏedpoklaÂdat, zÏe prvky T jsou uzavrÏeneÂ formule, plyne z vyÂsÏe uvedeneÂho, zÏe M je model T. IndukcõÂ ke strukturÏe φ:

φ ≡ P(t_1, · · · , t_n). Bud’ P(t^′_1, · · · , t^′_n) libovolnaÂ uzavrÏenaÂ instance. Podle deőnice kanonickeÂ struktury M |= P(t^′_1, · · · , t^′_n) praÂveÏ kdyzÏ T ⊢ P(t^′_1, · · · , t^′_n).

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. KanonickaÂ struktura.^{108}

φ ≡ ¬ψ. Bud’ ¬ψ̂ libovolnaÂ uzavrÏenaÂ instance. JelikozÏ ψ̂ je uzavrÏenaÂ instance ψ, podle IP platõÂ T ⊢ ψ̂ praÂveÏ kdyzÏ M |= ψ̂. DaÂle T ⊢ ¬ψ̂ praÂveÏ kdyzÏ T ⊬ ψ̂ (T je bezespornaÂ) praÂveÏ kdyzÏ M |̸= ψ̂ (IP) praÂveÏ kdyzÏ M |= ¬ψ̂.

φ ≡ ψ → ξ. KazÏdaÂ uzavrÏenaÂ instance teÂto formule je tvaru ψ̂ → ξ̂, kde ψ̂ je uzavrÏenaÂ instance ψ a ξ̂ je uzavrÏenaÂ instance ξ.

Necht’ T ⊢ ψ̂ → ξ̂. JelikozÏ ψ̂ je uzavrÏenaÂ formule a T je uplnaÂ, platõÂ bud’ T ⊢ ψ̂ nebo T ⊢ ¬ψ̂. V prveÂm prÏõÂpadeÏ daÂle T ⊢ ξ̂ (MP) a uzÏitõÂm IP celkem dostaÂvaÂme M |= ψ̂ a M |= ξ̂. Proto takeÂ M |= ψ̂ → ξ̂. V druheÂm prÏõÂpadeÏ T ⊬ ψ̂ (T je bezespornaÂ), proto M |̸= ψ̂ (IP), tudõÂzÏ M |= ψ̂ → ξ̂.

Necht’ M |= ψ̂ → ξ̂. Pak bud’ M |̸= ψ̂ nebo M |= ξ̂. V prveÂm prÏõÂpadeÏ T ⊬ ψ̂ podle IP, tudõÂzÏ T ⊢ ¬ψ̂ nebot’ T je uÂ plnaÂ. Proto T ⊢ ψ̂ → ξ̂ uzÏitõÂm tautologie ¬A → (A → B) a MP. V druheÂm prÏõÂpadeÏ T ⊢ ξ̂, proto T ⊢ ψ̂ → ξ̂ uzÏitõÂm tautologie A → (B → A) a MP.

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. KanonickaÂ struktura.^{109}

φ ≡ ∀x ψ. Bud’ ∀x ψ̄ libovolnaÂ uzavrÏenaÂ instance. Pak ψ̄(x), jinak by ∀x ψ̄ nebyla uzavrÏenaÂ.

Necht’ T ⊢ ∀x ψ̄. Pak pro libovolnyÂ uzavrÏenyÂ term t platõÂ T ⊢ ψ̄(x/t) (P4 a MP). Podle IP M |= ψ̄(x/t). JelikozÏ tento argument funguje pro libovolnyÂ uzavrÏenyÂ term t, platõÂ takeÂ M |= ∀x ψ̄.

Necht’ T ⊬ ∀x ψ̄. Pak takeÂ T ⊬ ∀x ¬¬ψ̄ (kdyby T ⊢ ∀x ¬¬ψ̄, dostaneme daÂle T ⊢ ¬¬ψ̄ (P4 a MP) a T ⊢ ψ̄ (tautologie ¬¬A → A a MP), T ⊢ ∀x ψ̄ (GEN), spor).

JelikozÏ T ⊬ ∀x¬¬ψ̄, platõÂ T ⊢ ¬∀x¬¬ψ̄ nebot’ T je uÂ plnaÂ. Tedy T ⊢ ∃x¬ψ̄. JelikozÏ T je henkinovskaÂ, platõÂ T ⊢ ∃x¬ψ̄ → ¬ψ̄(x/c). Tedy T ⊢ ¬ψ̄(x/c) a proto T ⊬ ψ̄(x/c) nebot’ T je bezespornaÂ. Podle IP M |̸= ψ̄(x/c), tedy M |= ¬ψ̄(x/c). Proto M |̸= ∀xψ̄.

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. KanonickaÂ struktura.^{110}

VeÏta 75. Necht’ T je uÂ plnaÂ henkinovskeÂ teorie, a necht’ jazyk teorie T je jazykem s rovnostõÂ. Pak T maÂ model.

DuÊ kaz. Bud’ S teorie (s jazykem bez rovnosti), kteraÂ vznikne rozsÏõÂrÏenõÂm T o novyÂ binaÂrnõÂ predikaÂtovyÂ symbol = a axiomy R1śR3. Symbol = v teorii S je tedy mimologickyÂ a muÊ zÏe byÂt realizovaÂn źjakkolivł. Axiomy R1śR3 jsou v S źnormaÂlnõÂł axioÂmy. StacÏõÂ naÂm ukaÂzat, zÏe S maÂ takovyÂ model, kde = je realizovaÂn jako identita. TakovyÂ model pak jisteÏ bude i modelem T (kde = je chaÂpaÂno jako logickyÂ symbol).

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. KanonickaÂ struktura.^{111}

Bud’ M kanonickaÂ struktura teorie S, a necht’ ∼ je realizace = v S (tj. t_1 ∼ t_2 praÂveÏ kdyzÏ S ⊢ t_1 = t_2). DokaÂzÏeme, zÏe ∼ je nutneÏ ekvivalence:

reŕexivita: S ⊢ x=x (R1), S ⊢ ∀x x=x (GEN), S ⊢ ∀x x=x → t=t (P4), S ⊢ t=t (MP). Tedy t ∼ t.

symetrie: necht’ s ∼ t, tj. S ⊢ s=t. PlatõÂ

S ⊢ (x_1=y_1 ∧ x_2=y_2) → (x_1=x_2 → y_1=y_2) (R2, = hraje i roli P). UzÏitõÂm GEN, P4 a MP dostaneme S ⊢ (s=t ∧ s=s) → (s=s → t=s). UzÏitõÂm MP dostaneme S ⊢ t=s.

Tranzitivita: podobneÏ.

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. KanonickaÂ struktura.^{112}

NynõÂ jizÏ muÊ zÏeme deőnovat strukturu O pro jazyk teorie S: NosicÏem O jsou trÏõÂdy rozkladu nosicÏe M podle ∼. FunkcÏnõÂ symbol f arity n je realizovaÂn takto:

f_O([t_1], · · · , [t_n]) = [f_M(t_1, · · · , t_n)] PredikaÂtovyÂ symbol P arity m je realizovaÂn takto:

P_O([t_1], · · · , [t_m]) praÂveÏ kdyzÏ P_M(t_1, · · · , t_m) Korektnost teÂto deőnice (tj. nezaÂvislost na volbeÏ reprezentantuÊ ) se dokaÂzÏe pomocõÂ R1śR3 podobnyÂm stylem jako vyÂsÏe. Snadno se oveÏrÏõÂ, zÏe realizacõÂ uzavrÏeneÂho termu t je ve strukturÏe O je [s] praÂveÏ kdyzÏ S ⊢ s=t. To znamenaÂ, zÏe predikaÂtovyÂ symbol = je v O realizovaÂn jako identita.

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. KanonickaÂ struktura.^{113}

ZbyÂvaÂ ukaÂzat, zÏe O je modelem S. PodobneÏ jako ve veÏteÏ 75 budeme chtõÂt prokaÂzat, zÏe pro libovolnou formuli φ(x_1, . . . , x_n) jazyka teorie S platõÂ: JestlizÏe t_1, · · · , t_n jsou uzavrÏeneÂ termy jazyka teorie S, pak T ⊢ φ(x_1/t_1, · · · , x_n/t_n) praÂveÏ kdyzÏ O |= φ(x_1/[t_1], · · · , x_n/[t_n]).

JelikozÏ S je henkinovskaÂ a uÂ plnaÂ, platõÂ podle veÏty 75 T ⊢ φ(x_1/t_1, · · · , x_n/t_n) praÂveÏ kdyzÏ M |= φ(x_1/t_1, · · · , x_n/t_n) StacÏõÂ tedy ukaÂzat, zÏe M |= φ(x_1/t_1, · · · , x_n/t_n) praÂveÏ kdyzÏ O |= φ(x_1/[t_1], · · · , x_n/[t_n]) To lze lehce proveÂst indukcõÂ ke strukturÏe φ.

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. VeÏta o uÂ plnosti. 114

Kurt GoÈdel (1906ś1978)

VeÏta 76 (o uÂ plnosti, Kurt GoÈdel). KazÏdaÂ bezespornaÂ teorie maÂ model. Pro kazÏdou teorii T a kazÏdou formuli jejõÂho jazyka tedy platõÂ, zÏe jestlizÏe T |= φ, pak T ⊢ φ.

DuÊ kaz. Jde o jednoduchyÂ duÊ sledek prÏedchozõÂch veÏt.

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. VeÏta o kompaktnosti. 115

VeÏta 77. Teorie T maÂ model, praÂ veÏ kdyzÏ kazÏdaÂ jejõÂ podteorie s konecÏneÏ mnoha axioÂ my (a s minimaÂ lnõÂm jazykem, v neÏmzÏ jsou tyto axioÂ my formulovatelneÂ) maÂ model.

DuÊ kaz. SmeÏr ź⇒ł je triviaÂlnõÂ. Pro opacÏnou implikaci stacÏõÂ ukaÂzat, zÏe T je bezespornaÂ (pak T maÂ model podle veÏty o uÂ plnosti). Kdyby T byla spornaÂ, existoval by duÊ kaz formule ψ ∧ ¬ψ v T. Tento duÊ kaz je konecÏnyÂ, vyuzÏõÂvaÂ tedy jen konecÏneÏ mnoho axioÂmuÊ T, ktereÂ tvorÏõÂ spornou podteorii T, spor.

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. LoÈwenheimova-Skolemova veÏta.^{116}

PoznaÂmka 78. Z duÊ kazu veÏty 71 plyne, zÏe kazÏdaÂ bezespornaÂ teorie s jazykem bez rovnosti maÂ model kardinality max{|L|, ℵ_0} (prÏi rozsÏõÂrÏenõÂ teorie na henkinovskou bylo prÏidaÂ no |L| · ℵ_0 novyÂ ch konstant). Toto pozorovaÂ nõÂ neplatõÂ pro teorie s jazykem s rovnostõÂ (naprÏ. pro T = {∀x x=c}. NicmeÂneÏ lze dokaÂ zat naÂ sledujõÂcõÂ:

VeÏta 79. Necht’ T je teorie a necht’ pro kazÏdeÂ n ∈ N existuje model teorie T jehozÏ nosicÏ maÂ mohutnost alesponÏ n. Pak T maÂ nekonecÏnyÂ model.

DuÊ kaz. Je-li jazyk teorie T jazykem bez rovnosti, plyne tvrzenõÂ ihned z poznaÂ mky 78. Jinak pro kazÏdeÂ n ∈ N deőnujeme formuli φ_n ≡ ∀x_1 · · · ∀x_n∃y x_1≠y ∧ · · · ∧ x_n≠y a teorii S_n = T ∪ {φ_1, · · · , φ_n}. Podle prÏedpokladu veÏty maÂ kazÏdaÂ S_n model. Podle veÏty o kompaktnosti maÂ proto model i teorie

⋃_∞ i=1 S_n. Tento model je nutneÏ nekonecÏnyÂ a je i modelem teorie T.

PREDIKA^ÂTOVA^Â LOGIKA. LoÈwenheimova-Skolemova veÏta.^{117}

VeÏta 80 (LoÈwenheimova-Skolemova). Necht’ T je teorie s jazykem L, kteraÂ maÂ nekonecÏnyÂ model. Necht’ κ je nekonecÏnyÂ kardinaÂ l takovyÂ , zÏe κ ≥ |L|. Pak T maÂ model mohutnosti κ.

DuÊ kaz. Necht’ M je nekonecÏnyÂ model T. Jazyk L rozsÏõÂrÏõÂme o systeÂm {c_i | i < κ} novyÂch konstant a k T prÏidaÂme axioÂmy {c_i ≠ c_j | i, j < κ}. ObdrzÏõÂme tak teorii T^′. Necht’ K je konecÏnaÂ cÏaÂst T^′, a necht’ c_1, · · · , c_n jsou vsÏechny noveÏ prÏidaneÂ konstanty, ktereÂ se vyskytujõÂ ve formulõÂch teorie K (takovyÂch konstant je jen konecÏneÏ mnoho). Pokud tyto konstanty realizujeme navzaÂjem ruÊ znyÂmi prvky nosicÏe M, obdrzÏõÂme model teorie K. KazÏdaÂ konecÏnaÂ cÏaÂst T^′ je tedy splnitelnaÂ. Podle veÏty o kompaktnosti maÂ tedy model i teorie T^′. NosicÏ tohoto model ale nutneÏ obsahuje alesponÏ κ navzaÂjem ruÊ znyÂch individuõÂ.

VE^ÏTA O NEU^Â PLNOSTI. UÂ vod.^{118}

Jazyk aritmetiky je jazyk s rovnostõÂ obsahujõÂcõÂ konstantu 0, unaÂrnõÂ funkcÏnõÂ symbol S a dva binaÂrnõÂ funkcÏnõÂ symboly ∗ a +.

VyÂznacÏnou realizacõÂ jazyka aritmetiky je (N0, ∗, +), kde univerzem je soubor vsÏech nezaÂpornyÂch celyÂch cÏõÂsel, 0 je realizovaÂno jako nula, S jako funkce naÂslednõÂka, ∗ jako naÂsobenõÂ, + jako scÏõÂtaÂnõÂ. (RelacÏnõÂ predikaÂty jako <, ≤ lze snadno deőnovat.)

JednõÂm ze zaÂkladnõÂch krokuÊ Hilbertova programu formalizace matematiky meÏlo byÂt vytvorÏenõÂ rekurzivnõÂ a uÂ plneÂ teorie T jazyka aritmetiky.

Slovem źuÂ plneÂł se myslõÂ, zÏe T ⊢ φ praÂveÏ kdyzÏ φ ∈ Th(N0, ∗, +) (Tj. formule dokazatelneÂ v T jsou praÂveÏ formule pravdiveÂ v (N0, ∗, +)).

Slovo źrekurzõÂvnõÂł intuitivneÏ znamenaÂ, zÏe musõÂ byÂt źmechanicky oveÏrÏitelneÂł, zda danaÂ posloupnost symboluÊ je cÏi nenõÂ duÊ kazem v T (mozÏnyÂch formalizacõÂ tohoto pojmu je võÂce).

Z GoÈdelovyÂch vyÂsledkuÊ plyne, zÏe takovaÂ teorie neexistuje.

VE^ÏTA O NEU^Â PLNOSTI. TuringuÊ v stroj. 119

Alan Turing (1912ś1954)

Deőnoval pojem Turingova stroje a s jeho pomocõÂ ukaÂzal, zÏe probleÂm pravdivosti formulõÂ prvnõÂho rÏaÂdu je nerozhodnutelnyÂ .

PovazÏovaÂn za zakladatele informatiky (jako veÏdy).

TuringuÊ v stroj je matematickyÂm modelem źhloupeÂho odvozovacÏeł, kteryÂ maÂ k dispozici papõÂr, tuzÏku a gumu, a kteryÂ si pamatuje konecÏneÏ mnoho scheÂmat axioÂmuÊ .

VyÂznam Turingova stroje coby modelu reaÂlnyÂch vyÂpocÏetnõÂch zarÏõÂzenõÂ se projevil azÏ v druheÂ polovineÏ 20. stoletõÂ.

VE^ÏTA O NEU^Â PLNOSTI. TuringuÊ v stroj (neformaÂ lneÏ). 120

ZaÂkladnõÂ pojmy:

Je-li Σ konecÏnaÂ abeceda, znacÏõÂ symbol Σ^∗ soubor vsÏech konecÏnyÂch slov slozÏenyÂch z prvkuÊ Σ (praÂzdneÂ slovo znacÏõÂme symbolem ε). DeÂlku slova w znacÏõÂme len(w). Pro kazÏdeÂ 1 ≤ i ≤ len(w) znacÏõÂ symbol w(i) i-tyÂ znak slova w (zleva). Jazyk nad abecedou Σ je podmnozÏina Σ^∗.

TuringuÊ v stroj je matematickyÂ model vyÂpocÏetnõÂho zarÏõÂzenõÂ, ktereÂ je vybaveno konecÏneÏ-stavovou rÏõÂdõÂcõÂ jednotkou (źhlava odvozovacÏeł), jednosmeÏrneÏ nekonecÏnou pracovnõÂ paÂ skou (źpapõÂrł), a cÏtecõÂ/zaÂpisovou hlavou (źtuzÏka/gumał).

Na zacÏaÂtku vyÂpocÏtu je na paÂsce zapsaÂno konecÏneÂ vstupnõÂ slovo, hlava je na nejleveÏjsÏõÂ pozici, a stavovaÂ jednotka je v pocÏaÂtecÏnõÂm stavu.

Stroj na zaÂkladeÏ sveÂho momentaÂlnõÂho kontrolnõÂho stavu a symbolu pod cÏtecõÂ hlavou provede źvyÂpocÏetnõÂ krokł, tj. zmeÏnõÂ svuÊ j kontrolnõÂ stav, nahradõÂ symbol pod cÏtecõÂ hlavou jinyÂm symbolem, a posune cÏtecõÂ hlavu vlevo nebo vpravo.

VE^ÏTA O NEU^Â PLNOSTI. TuringuÊ v stroj (neformaÂ lneÏ). 121

VyÂpocÏet se zastavõÂ, pokud stroj dojde do konőgurace, jejõÂzÏ kontrolnõÂ stav je akceptujõÂcõÂ nebo zamõÂtajõÂcõÂ. Pro neÏkteraÂ slova muÊ zÏe stroj takeÂ nezastavit (cyklit).

VstupnõÂ slovo je akceptovaneÂ , jestlizÏe stroj po konecÏneÏ mnoha krocõÂch dojde do akceptujõÂcõÂ konőgurace. Soubor vsÏech vstupnõÂch slov, kteraÂ stroj akceptuje, tvorÏõÂ jazyk akceptovanyÂ danyÂ m strojem.

VE^ÏTA O NEU^Â PLNOSTI. TuringuÊ v stroj (formaÂ lneÏ). 122

Deőnice 81. TuringuÊ v stroj je devõÂtice M = (Q, Σ, Γ, B, •, δ, q0, Acc, Rej), kde Q je konecÏnyÂ soubor kontrolnõÂch stavuÊ ; Σ je konecÏnaÂ vstupnõÂ abeceda;

Γ je konecÏnaÂ paÂ skovaÂ abeceda (kde Σ ⊆ Γ); B ∈ Γ je praÂ zdnyÂ znak; • ∈ Γ je znak konce paÂ sky;

δ : Q × Γ → Q × Γ × {L, R} je prÏechodovaÂ funkce, kde pro kazÏdeÂ p ∈ Q platõÂ δ(p, •) = (q, •, R) pro neÏjakeÂ q ∈ Q;

q0 ∈ Q je pocÏaÂ tecÏnõÂ stav;

Acc ⊆ Q je mnozÏina akceptujõÂcõÂch stavuÊ ; Rej ⊆ Q\Acc je mnozÏina zamõÂtajõÂcõÂch stavuÊ .

VE^ÏTA O NEU^Â PLNOSTI. TuringuÊ v stroj (formaÂ lneÏ). 123

Necht’ ∘, # ∉ Q ∪ Γ, a necht’ C(M) = (Γ ∪ {#}) × (Q ∪ {∘}). Prvky C(M) zapisujeme ve tvaru [X, q].

Konőgurace stroje M je slovo [X1, p1] · · · [Xn, pn] [#, ∘] ∈ C(M)^∗ takoveÂ, zÏe n ≥ 1, X1 = •, Xi ≠ # pro kazÏdeÂ 1 ≤ i ≤ n, a existuje praÂveÏ jedno 1 ≤ j ≤ n, kde pj ∈ Q. Slovo X1 · · · Xn nazyÂvaÂme obsahem paÂ sky daneÂ konőgurace, a stav pj kontrolnõÂm stavem daneÂ konőgurace.

AkceptujõÂcõÂ resp. zamõÂtajõÂcõÂ konőgurace je konőgurace, jejõÂzÏ kontrolnõÂ stav je akceptujõÂcõÂ resp. zamõÂtajõÂcõÂ. KoncovaÂ konőgurace je konőgurace, kteraÂ je akceptujõÂcõÂ nebo zamõÂtajõÂcõÂ. Soubor vsÏech konőguracõÂ stroje M znacÏõÂme Conf (M).

Krok vyÂ pocÏtu je funkce step : Conf (M) → Conf (M), kteraÂ je pro koncoveÂ konőgurace deőnovaÂna jako identita a pro nekoncoveÂ konőgurace takto: step(γ [X, q] [Y, ∘] ρ) = γ [Z, ∘] [Y, r] ρ jestlizÏe δ(q, Y) = (r, Z, R) step(γ [Y, ∘] [X, q] ρ) = γ[Z, ∘] [Y, r] ρ jestlizÏe δ(q, Y) = (r, Z, L) step(γ [X, q] [#, ∘]) = γ[Z, ∘] [B, r] [#, ∘] jestlizÏe δ(q, Y) = (r, Z, R)

VE^ÏTA O NEU^Â PLNOSTI. TuringuÊ v stroj (formaÂ lneÏ). 124

Necht’ w = a1 · · · an je slovo nad abecedou Σ (w muÊ zÏe byÂt i praÂzdneÂ). IniciaÂ lnõÂ konőgurace pro w je konőgurace α(w) = [•, q0][a1, ∘] · · · [an, ∘] [#, ∘]. Slovo w je akceptovaneÂ strojem M, jestlizÏe existuje k ∈ N takoveÂ, zÏe step^k(α(w)) je akceptujõÂcõÂ konőgurace. Jazyk akceptovanyÂ strojem M, oznacÏovanyÂ L(M), je soubor vsÏech w ∈ Σ^∗, ktereÂ jsou akceptovaneÂ strojem M.

Necht’ ([X1, p1], [X2, p2], [Y1, q1], [Y2, q2]) je cÏtverÏice symboluÊ z C(M). Tato cÏtverÏice je kompatibilnõÂ, jestlizÏe existuje nekoncovaÂ konőgurace α ∈ Conf (M) a vhodneÂ 1 ≤ i < len(α) takoveÂ, zÏe α(i) = [X1, p1], α(i+1) = [X2, p2] a daÂle β(i) = [Y1, q1], β(i+1) = [Y2, q2] kde β = step(α). Soubor vsÏech kompatibilnõÂch cÏtverÏic stroje M oznacÏme Comp(M). Soubor Comp(M) lze snadno źvypocÏõÂtatł na zaÂkladeÏ toho, jak vypadaÂ prÏechodovaÂ funkce δ.

Necht’ α ∈ Conf (M) je konőgurace a necht’ β ∈ C(M)^∗ je slovo stejneÂ deÂlky, jako maÂ α. Pak β = step(α) praÂveÏ kdyzÏ pro kazÏdeÂ 1 ≤ i < len(α) platõÂ, zÏe (α(i), α(i+1), β(i), β(i+1)) ∈ Comp(M).

VE^ÏTA O NEU^Â PLNOSTI. Vlastnosti jazykuÊ . 125

NynõÂ zavedeme neÏkolik pojmuÊ , ktereÂ se tyÂkajõÂ jazykuÊ .

Jazyk L ⊆ Σ^∗ je rekurzivneÏ vycÏõÂslitelnyÂ , jestlizÏe L = L(M) pro neÏjakyÂ TuringuÊ v stroj M. Jazyk L ⊆ Σ^∗ je rekurzivnõÂ, jestlizÏe L = L(M) pro neÏjakyÂ TuringuÊ v stroj M, kteryÂ zastavõÂ pro kazÏdeÂ vstupnõÂ slovo. JednoducheÂ pozorovaÂnõÂ je, zÏe jazyk L ⊆ Σ^∗ je rekurzivnõÂ praÂveÏ kdyzÏ L i L jsou rekurzivneÏ vycÏõÂslitelneÂ (kde L = Σ^∗ \ L).

PrÏedpoklaÂdejme, zÏe kontrolnõÂ stavy a symboly paÂskoveÂ abecedy kazÏdeÂho Turingova stroje jsou prvky neÏjakeÂ őxnõÂ spocÏetneÂ mnozÏiny (to lze bez uÂ jmy na obecnosti). Pak kazÏdyÂ TuringuÊ v stroj M lze jednoznacÏneÏ zapsat jako slovo code(M) ∈ {0, 1}^∗. PodobneÏ kazÏdeÂ vstupnõÂ slovo w stroje M lze jednoznacÏneÏ zapsat jako slovo code(w) ∈ {0, 1}^∗. NavõÂc lze prÏedpoklaÂdat, zÏe kazÏdeÂ v ∈ {0, 1}^∗ je koÂdem neÏjakeÂho stroje Mv a neÏjakeÂho vstupnõÂho slova wv stroje Mv.

UvedeneÂ koÂdovaÂnõÂ umozÏnÏ uje zkonstruovat univerzaÂ lnõÂ TuringuÊ v stroj U se vstupnõÂ abecedou {0, 1, #} takovyÂ, zÏe pro kazÏdeÂ slovo tvaru u#v, kde u, v ∈ {0, 1}^∗, platõÂ, zÏe U akceptuje u#v praÂveÏ kdyzÏ stroj Mu akceptuje slovo wv.

UvazÏme jazyk Accept = {u#v | Mu akceptuje wv}. Podle prÏedchozõÂho bodu je Accept rekurzõÂvneÏ vycÏõÂslitelnyÂ. UkaÂzÏeme, zÏe Accept nenõÂ rekurzõÂvnõÂ. Podle jednoho z prÏedchozõÂch boduÊ pak jazyk Accept nenõÂ rekurzivneÏ vycÏõÂslitelnyÂ .

VE^ÏTA O NEU^Â PLNOSTI. Jazyk Accept. 126

VeÏta 82. Jazyk Accept nenõÂ rekuzivnõÂ.

DuÊ kaz. PrÏedpoklaÂdejme, zÏe existuje TuringuÊ v stroj M, kteryÂ zastavõÂ pro kazÏdeÂ vstupnõÂ slovo a L(M) = Accept. Bud’ M^′ stroj se vstupnõÂ abecedou {0, 1}, kteryÂ funguje naÂsledovneÏ:

M^′ pro daneÂ vstupnõÂ slovo u nejprve źvyrobõÂł na paÂsce slovo u#u. Pak M^′ prÏesune cÏtecõÂ hlavu uÂ plneÏ vlevo a daÂle se zacÏne chovat jako stroj M s tõÂm rozdõÂlem, zÏe se zameÏnõÂ akceptujõÂcõÂ a zamõÂtajõÂcõÂ stavy.

VyÂsledkem je, zÏe u ∈ L(M^′) praÂveÏ kdyzÏ u#u ∉ L(M) Necht’ v = code(M^′). PlatõÂ w_v ∈ L(M^′)?

Ano. Pak v#v ∉ L(M), tj. M_v = M^′ neakceptuje w_v, spor. Ne. Pak v#v ∈ L(M), tj. M_v = M^′ akceptuje w_v, spor. Z prÏedpokladu existence stroje M se naÂm podarÏilo odvodit spor. Stroj M tedy neexistuje.

VE^ÏTA O NEU^Â PLNOSTI. Peanova aritmetika.^{127}

JednõÂm z pokusuÊ o vytvorÏenõÂ rekurzivnõÂ a uÂ plneÂ teorie aritmetiky byl naÂsledujõÂcõÂ systeÂm nazyÂvanyÂ Peanova aritmetika (seznam PeanovyÂch axioÂmuÊ byÂvaÂ v literaturÏe uvaÂdeÏn v ruÊ znyÂch podobaÂch): ∀x S(x) ≠ 0 ∀x∀y S(x)=S(y) → x=y ∀x x+0 = x ∀x∀y x+S(y) = S(x+y) ∀x x∗0 = 0 ∀x∀y x∗S(y) = (x∗y) + x (φ(0) ∧ ∀x (φ(x) → φ(S(x)))) → ∀x φ(x), kde φ je formule s jednou volnou promeÏnnou x.

VE^ÏTA O NEU^Â PLNOSTI. Peanova aritmetika.^{128}

KazÏdou formuli jazyka aritmetiky je mozÏneÂ zapsat jako slovo nad abecedou {v, +, ∗, 0, S, (, ), ∀, →, ¬, =, #}. RuÊ zneÂ promeÏnneÂ zapisujeme jako rÏeteÏzce slozÏeneÂ z v ruÊ zneÂ deÂlky (naprÏ. mõÂsto x, y, z muÊ zÏeme psaÂt v, vv, vvv apod.). PodobneÏ muÊ zÏeme i kazÏdou konecÏnou posloupnost formulõÂ zapsat jako slovo nad uvedenou abecedou, kde symbol # pouzÏijeme pro oddeÏlenõÂ jednotlivyÂch formulõÂ.

Deőnice 83. Teorie T jazyka aritmetiky je rekurzivnõÂ, jestlizÏe jazyk tvorÏenyÂ zaÂ pisy vsÏech duÊ kazuÊ v T je rekurzivnõÂ.

Lze snadno (i kdyzÏ technicky) dokaÂzat, zÏe naprÏ. Peanovy axioÂmy tvorÏõÂ rekurzivnõÂ teorii. Deőnici rekurzivity teorie lze samozrÏejmeÏ rozsÏõÂrÏit i na teorie nad jinyÂmi jazyky. RekurzivnõÂ teorie odpovõÂdajõÂ (na intuitivnõÂ uÂ rovni) praÂveÏ teoriõÂm, ktereÂ umozÏnÏ ujõÂ źmechanickeÂ odvozovaÂnõÂł. TriviaÂlnõÂ pozorovaÂnõÂ o rekurzivnõÂch teoriõÂch podaÂvaÂ naÂsledujõÂcõÂ veÏta.

VeÏta 84. Necht’ T je rekurzivnõÂ teorie jazyka aritmetiky. Pak jazyk tvorÏenyÂ vsÏemi formulemi dokazatelnyÂ mi v T je rekurzivneÏ vycÏõÂslitelnyÂ .

VE^ÏTA O NEU^Â PLNOSTI. Jazyk Valid. 129

Necht’ Valid je jazyk nad abecedou {v, +, ∗, 0, S, (, ), ∀, →, ¬, =} obsahujõÂcõÂ zaÂpisy vsÏech formulõÂ teorie Th(N0, ∗, +). NasÏõÂm cõÂlem je dokaÂzat, zÏe Valid nenõÂ rekurzivneÏ vycÏõÂslitelnyÂ jazyk.

VeÏta 85. Jazyk Valid nenõÂ rekurzivneÏ vycÏõÂslitelnyÂ .

DuÊ kaz. UkaÂzÏeme, zÏe existuje TuringuÊ v stroj M, kteryÂ pro kazÏdeÂ vstupnõÂ slovo v nad abecedou {0, 1, #} zastavõÂ v konőguraci, kdy je na paÂsce zaÂpsaÂno slovo w nad abecedou {v, +, ∗, 0, S, (, ), ∀, →, ¬, =} takoveÂ, zÏe v ∈ Accept praÂveÏ kdyzÏ w ∈ Valid. Pokud by tedy jazyk Valid byl akceptovanyÂ neÏjakyÂm strojem M^′, stacÏilo by źnapojit stroje M a M^′ za sebeł a dostali bychom stroj akceptujõÂcõÂ jazyk Accept, cozÏ je spor.

VE^ÏTA O NEU^Â PLNOSTI. Jazyk Valid. 130

Stroj M nejprve źproveÏrÏõÂł vstupnõÂ slovo: pokud nenõÂ tvaru u#v, M smazÏe vstupnõÂ paÂsku a zapõÂsÏe na nõÂ (neÏjakou) pravdivou formuli. Jinak M źnalezneł prvocÏõÂslo p, takoveÂ, zÏe p > |C(Mu)|. PozorovaÂnõÂ:

JestlizÏe zapisujeme cÏõÂsla v soustaveÏ o zaÂkladu p, potrÏebujeme p źcÏõÂslicł [0], · · · , [p-1]. KazÏdeÂmu symbolu z C(Mu) lze tedy prÏirÏadit jedinecÏnou źcÏõÂslicił. DaÂle nebudeme rozlisÏovat mezi symboly souboru C(Mu) a jim prÏirÏazenyÂmi cÏõÂslicemi.

KazÏdeÂ konőguraci stroje Mu pak odpovõÂdaÂ cÏõÂslo v soustaveÏ o zaÂkladu p. ZaÂpis tohoto cÏõÂsla zõÂskaÂme tak, zÏe symboly konőgurace zapõÂsÏeme v opacÏneÂm porÏadõÂ. NaprÏ. konőguraci [•, ∘] [X, ∘] [Y, q] [Z, ∘] [B, ∘] [C, ∘] [C, ∘] [#, ∘] zapõÂsÏeme jako cÏõÂslo [#, ∘] [C, ∘] [C, ∘] [B, ∘] [Z, ∘] [Y, q] [X, ∘] [•, ∘]

Mu akceptuje slovo wv praÂveÏ kdyzÏ existuje konecÏnaÂ posloupnost konőguracõÂ α0, α1, · · · , αn s naÂsledujõÂcõÂmi vlastnostmi: α0 je pocÏaÂtecÏnõÂ konőgurace pro slovo wv. αi+1 = step(αi) pro kazÏdeÂ 0 ≤ i < n αn je akceptujõÂcõÂ.

VE^ÏTA O NEU^Â PLNOSTI. Jazyk Valid. 131

Bez uÂ jmy na obecnosti muÊ zÏeme prÏedpoklaÂdat, zÏe zaÂpisy konőguracõÂ α0, α1, · · · , αn majõÂ stejnou deÂlku. (ZaÂpisy źkraÂtkyÂchł konőguracõÂ lze źdoplnitł zprava symboly [B, ∘], zapsanyÂmi teÏsneÏ prÏed symbol [#, ∘].)

Posloupnost konőguracõÂ α0, α1, · · · , αn lze tedy opeÏt zapsat jako cÏõÂslo v soustaveÏ o zaÂkladu p. ZaÂpis tohoto cÏõÂsla vypadaÂ takto: [αn] [αn-1] · · · [α0], kde [αi] je zaÂpis konőgurace αi tak, jak bylo popsaÂno vyÂsÏe.

SestrojõÂme formuli ACOMP(y), kteraÂ rÏõÂkaÂ, zÏe y reprezentuje akceptujõÂcõÂ vyÂpocÏet stroje Mu na sloveÏ wv. Tj. ACOMP(y/k) platõÂ praÂveÏ kdyzÏ zaÂpis cÏõÂsla k v p-aÂrnõÂ soustaveÏ je zaÂpisem akceptujõÂcõÂ vyÂpocÏetnõÂ posloupnosti stroje Mu na sloveÏ wv.

Konstrukce ACOMP(y) je źalgoritmickaÂł, tj. realizovatelnaÂ strojem M. Ten tuto formuli źvypocÏteł, na paÂsku zapõÂsÏe formuli ¬∃y ACOMP(y) a prÏejde do akceptujõÂcõÂho stavu.

VE^ÏTA O NEU^Â PLNOSTI. Jazyk Valid. 132

Formuli ACOMP(y) setrojõÂme postupneÏ takto:

źCÏ õÂslo y je mocninou p.ł (Zde p je prvocÏõÂslo vypocÏteneÂ vyÂsÏe.)

POWERp(y) ≡ ∀z((DIV (z, y) ∧ PRIME(z)) → z=p) źV p-aÂrnõÂm zaÂpisu v se na log_p(y)-teÂm mõÂsteÏ zprava vyskytuje symbol [b]ł.

(PrÏedpoklaÂdaÂme, zÏe y je mocnina p)

DIGIT (v, y, b) ≡ ∃u ∃a (v=a+by+upy ∧ a<y ∧ b<p) źV p-aÂrnõÂm zaÂpisu v tvorÏõÂ dvojice po sobeÏ jdoucõÂch symboluÊ od pozice log_p(y) zprava naÂsledovanaÂ dvojicõÂ po sobeÏ jdoucõÂch symboluÊ od pozice log_p(z) zprava kompatibilnõÂ cÏtverÏici.ł (PrÏedpoklaÂdaÂme, zÏe y i z jsou mocniny p.)

MATCH(v, y, z) ≡ _ ([a],[b],[c],[d])∈Comp(Mu)

DIGIT (v, y, a) ∧ DIGIT (v, yp, b)

∧ DIGIT (v, z, c) ∧ DIGIT (v, zp, d)

źV p-aÂrnõÂm zaÂpisu v se prvnõÂch log_p(d) znakuÊ shoduje se zaÂpisem vyÂpocÏtu stroje Mu na sloveÏ wv, kde deÂlka zaÂpisu konőguracõÂ je log_p(c). (PrÏedpoklaÂdaÂme, zÏe d i c jsou mocniny p.)ł

MOVE(v, c, d) ≡ ∀y ((POWERp(y) ∧ ypc<d) → MATCH(v, y, yc))

VE^ÏTA O NEU^Â PLNOSTI. Jazyk Valid. 133

źV p-aÂrnõÂm zaÂpisu v je jako prvnõÂ (zprava) zapsaÂna konőgurace [•, q0] [a1, ∘] · · · [an, ∘] [B, ∘] · · · [B, ∘] [#, ∘] kde wv = a1 · · · an a deÂlka teÂto koőgurace je log_p(c) - 1.ł (PrÏedpoklaÂdaÂme, zÏe c je mocnina p.)

START (v, c) ≡ p^{n+1} < c ∧ DIGIT (v, 1, [•, q0]) ∧ n̂ i=1 DIGIT (v, p^i, [ai, ∘]) ∧

∃k (c = pk ∧ DIGIT (v, k, [#, ∘]) ∧ ∀y ((POWERp(y) ∧ p^{n+1}<y<c) → DIGIT (v, y, [B, ∘]))

źV p-aÂrnõÂm zaÂpisu v se vyskytuje symbol s akceptujõÂcõÂm kontrolnõÂm stavem.ł (PrÏedpoklaÂdaÂme, zÏe d je mocnina p.) Necht’ H je soubor vsÏech p-aÂrnõÂch cÏõÂslic tvaru [X, q], kde X ∈ Γ a q je akceptujõÂcõÂ kontrolnõÂ stav stroje Mu.

ACC(v, d) ≡ ∃y (POWERp(y) ∧ y<d ∧ _ [a]∈H

DIGIT (v, y, a))

VE^ÏTA O NEU^Â PLNOSTI. Jazyk Valid. 134

źp-aÂrnõÂ zaÂpis v je zaÂpisem akceptujõÂcõÂho vyÂpocÏtu stroje Mu na sloveÏ wv.ł ACOMP(v) ≡ ∃c ∃d (POWERp(c) ∧ POWERp(c) ∧ c<d ∧ v<d ∧ START (v, c) ∧ MOVE(v, c, d) ∧ ACC(v, d))

VyÂsÏe uvedenaÂ konstrukce zaÂvisõÂ jen na źjednoduchyÂchł parametrech stroje Mu (prvocÏõÂslo p, soubor Comp(Mu), apod.) a stroj M je dokaÂzÏe snadno źzjistitł z koÂdu stroje Mu.

VE^ÏTA O NEU^Â PLNOSTI. GoÈdeluÊ v duÊ kaz.^{135}

TriviaÂlnõÂm duÊ sledkem veÏty 84 a veÏty 85 je naÂsledujõÂcõÂ:

VeÏta 86 (o neuÂ plnosti). Neexistuje zÏaÂ dnaÂ rekurzivnõÂ teorie jazyka aritmetiky, ve ktereÂ jsou dokazatelneÂ praÂ veÏ vsÏechny formule pravdiveÂ v realizaci (N_0, +, ∗). SpecielneÏ pro kazÏdou korektnõÂ teorii T (tj. takovou teorii, kteraÂ umozÏnuje dokaÂ zat pouze formule pravdiveÂ v (N_0, +, ∗), nutneÏ existuje formule platnaÂ v (N_0, +, ∗)), kteraÂ nenõÂ v T dokazatelnaÂ .

VeÏta 86 byÂvaÂ v literaturÏe takeÂ oznacÏovaÂna jako prvnõÂ veÏta o neuÂ plnosti. PuÊ vodnõÂ GoÈdelova formulace teÂto veÏty (a zejmeÂna jejõÂ duÊ kaz) vypadaÂ odlisÏneÏ. KlõÂcÏoveÂ obraty v GoÈdeloveÏ konstrukci si nynõÂ naznacÏõÂme. V teÂto cÏaÂsti se slovem źformuleł myslõÂ formule jazyka aritmetiky.

VE^ÏTA O NEU^Â PLNOSTI. GoÈdeluÊ v duÊ kaz.^{136}

Necht’ PA znacÏõÂ teorii Peanovy aritmetiky, a necht’ N znacÏõÂ realizaci (N0, +, ∗) jazyka aritmetiky. Formule jsou konecÏnaÂ slova nad abecedou {v, +, ∗, 0, S, (, ), ∀, →, ¬, =} a lze je tedy koÂdovat cÏõÂsly stejnyÂm zpuÊ sobem jako konőgurace TuringovyÂch strojuÊ . Pro kazÏdou formuli φ oznacÏõÂme symbolem ⌈φ⌉ cÏõÂslo, ktereÂ je jejõÂm koÂdem.

Lema 87 (GoÈdelovo lema o pevneÂm bodeÏ). Pro kazÏdou formuli ψ(x) existuje uzavrÏenaÂ formule τ takovaÂ , zÏe PA ⊢ τ ↔ ψ(⌈τ⌉). (Formule τ rÏõÂkaÂ źψ platõÂ pro muÊ j koÂ dł.)

DuÊ kaz. (osnova) Pro libovolnou őxnõÂ promeÏnnou x0 lze sestrojit formuli SUBST (x, y, z), kteraÂ rÏõÂkaÂ naÂsledujõÂcõÂ:

źCÏ õÂslo z je koÂdem formule, kterou zõÂskaÂme substitucõÂ promeÏnneÂ x0 za konstantu s hodnotou x ve formuli s koÂdem y.ł

NaprÏ. SUBST (5, ⌈φ(x0)⌉, 413) je pravdivaÂ praÂveÏ kdyzÏ ⌈φ(5)⌉ = 413. Konstrukce formule SUBST (x, y, z) je technickaÂ; lze pouzÏõÂt podobnyÂ prÏõÂstup jako prÏi konstrukci formule ACOMP v duÊ kazu veÏty 85.

VE^ÏTA O NEU^Â PLNOSTI. GoÈdeluÊ v duÊ kaz.^{137}

NynõÂ deőnujeme σ(x) ≡ ∀y (SUBST (x, x, y) → ψ(y)) τ ≡ σ(⌈σ(x0)⌉) OveÏrÏme, zÏe τ maÂ pozÏadovanou vlastnost:

τ ≡ σ(⌈σ(x0)⌉) ≡ ∀y (SUBST (⌈σ(x0)⌉, ⌈σ(x0)⌉, y) → ψ(y)) N |= ∀y (SUBST (⌈σ(x0)⌉, ⌈σ(x0)⌉, y) → ψ(y)) praÂveÏ kdyzÏ N |= ∀y (y = ⌈σ(⌈σ(x0)⌉)⌉ → ψ(y)) ∀y (y = ⌈σ(⌈σ(x0)⌉)⌉ → ψ(y)) ≡ ∀y (y = ⌈τ⌉ → ψ(y)) N |= ∀y (y = ⌈τ⌉ → ψ(y)) praÂveÏ kdyzÏ N |= ψ(⌈τ⌉) PrÏedchozõÂ argument se opõÂraÂ o seÂmantickou ekvivalenci jistyÂch formulõÂ; ekvivalence teÏchto formulõÂ je ale ve skutecÏnosti dokazatelnaÂ v PA. NaprÏ.

PA ⊢ (∀y (y = ⌈τ⌉ → ψ(y))) ↔ ψ(⌈τ⌉) cozÏ je trÏeba v poslednõÂm bodu. Proto PA ⊢ τ ↔ ψ(⌈τ⌉).

VE^ÏTA O NEU^Â PLNOSTI. GoÈdeluÊ v duÊ kaz.^{138}

VeÏta 88 (1. veÏta o neuÂ plnosti, GoÈdelova). Lze sestrojit uzavrÏenou formuli ρ, kteraÂ je pravdivaÂ v N , ale nenõÂ dokazatelnaÂ v PA.

DuÊ kaz. (osnova) UkaÂzÏe se, zÏe i duÊ kazy (tj. konecÏneÂ posloupnosti formulõÂ) je mozÏneÂ koÂdovat cÏõÂsly, a zÏe existuje formule PROOF (x, y), kteraÂ rÏõÂkaÂ, zÏe x je koÂdem duÊ kazu (v PA) pro formuli s koÂdem y. Dokazatelnost v PA lze pak zapsat formulõÂ PROVABLE(y) ≡ ∃x PROOF (x, y) Pak pro kazÏdou uzavrÏenou formuli φ platõÂ PA ⊢ φ praÂveÏ kdyzÏ N |= PROVABLE(⌈φ⌉) DaÂle lze ukaÂzat PA ⊢ φ praÂveÏ kdyzÏ PA ⊢ PROVABLE(⌈φ⌉) SmeÏr ź⇐ł plyne ihned z korektnosti PA (indukcõÂ se snadno ukaÂzÏe, zÏe jestlizÏe PA ⊢ φ, pak N |= φ). OpacÏnyÂ smeÏr je vyÂrazneÏ pracneÏjsÏõÂ.

NynõÂ stacÏõÂ aplikovat lema 87 na formuli ¬PROVABLE(x). Dostaneme tak sentenci ρ takovou, zÏe platõÂ PA ⊢ ρ ↔ ¬PROVABLE(⌈ρ⌉)

VE^ÏTA O NEU^Â PLNOSTI. GoÈdeluÊ v duÊ kaz.^{139}

Formule ρ tedy rÏõÂkaÂ źjaÂ nejsem dokazatelnaÂ ł, prÏicÏemzÏ toto tvrzenõÂ je v PA dokazatelneÂ. Z korektnosti PA dostaÂvaÂme, zÏe N |= ρ ↔ ¬PROVABLE(⌈ρ⌉) Pak ale musõÂ platit N |= ρ; kdyby totizÏ N |= ¬ρ, dostaneme N |= PROVABLE(⌈ρ⌉), proto PA ⊢ ρ a tedy N |= ρ, spor.

JelikozÏ N |= ρ, platõÂ N |= ¬PROVABLE(⌈ρ⌉), tedy N |̸= PROVABLE(⌈ρ⌉), proto PA ⊬ ρ. Formule ρ je tedy pravdivaÂ v N , ale nenõÂ dokazatelnaÂ v PA.

VE^ÏTA O NEU^Â PLNOSTI. KoÂ dovaÂ nõÂ tvrzenõÂ o PA v PA.^{140}

PozorovaÂnõÂ:

DuÊ kaz veÏty 88 se opõÂraÂ o mozÏnost vyjaÂdrÏit jistaÂ matatvrzenõÂ o formulõÂch aritmetiky a teorii PA jako formule aritmetiky. Typicky lze takto vyjaÂdrÏit tvrzenõÂ, kteraÂ se tyÂkajõÂ dokazatelnosti.

MetatvrzenõÂ źPA ⊢ φł lze vyjaÂdrÏit formulõÂ PROVABLE(⌈φ⌉). Dokonce platõÂ PA ⊢ φ praÂveÏ kdyzÏ PA ⊢ PROVABLE(⌈φ⌉).

I metatvrzenõÂ źPA ⊢ φ praÂveÏ kdyzÏ PA ⊢ PROVABLE(⌈φ⌉)ł lze vyjaÂdrÏit v PA pomocõÂ formule

PROVABLE(⌈φ⌉) ↔ PROVABLE(⌈PROVABLE(⌈φ⌉)⌉) I tato formule je v PA dokazatelnaÂ.

Bezespornost teorie PA lze vyjaÂdrÏit formulõÂ

CONSIS ≡ ¬PROVABLE(⌈ξ ∧ ¬ξ⌉), kde ξ je (neÏjakaÂ) formule.

VE^ÏTA O NEU^Â PLNOSTI. KoÂ dovaÂ nõÂ tvrzenõÂ o PA v PA.^{141}

Jsou ale i metatvrzenõÂ o formulõÂch aritmetiky, kteraÂ jako formule aritmetiky vyÂjaÂdrÏit nelze. Typicky se jednaÂ o tvrzenõÂ tyÂkajõÂcõÂ se pravdivosti.

TvrzenõÂ źN |= φł jako formuli aritmetiky vyjaÂdrÏit nelze:

PrÏedpoklaÂdejme naopak, zÏe existuje formule TRUE(x) takovaÂ, zÏe N |= φ praÂveÏ kdyzÏ N |= TRUE(⌈φ⌉). Pak podle lematu 87 existuje sentence τ takovaÂ, zÏe N |= τ praÂveÏ kdyzÏ N |= ¬TRUE(⌈τ⌉). OvsÏem podle vyÂsÏe uvedeneÂho platõÂ N |= τ praÂveÏ kdyzÏ N |= TRUE(⌈τ⌉), cozÏ je spor.

VE^ÏTA O NEU^Â PLNOSTI. DruhaÂ veÏta o neuÂ plnosti. 142

UÂ vahy o vyjaÂdrÏitelnosti neÏkteryÂch vlastnostõÂ teorie PA formulemi aritmetiky hrajõÂ klõÂcÏovou roli v duÊ kazu naÂsledujõÂcõÂho tvrzenõÂ:

VeÏta 89 (2. veÏta o neuÂ plnosti, GoÈdelova). Je-li PA bezespornaÂ , pak CONSIS nenõÂ v PA dokazatelnaÂ . (JinyÂ mi slovy: v źdostatecÏneÏ silneÂł teorii lze dokaÂ zat jejõÂ vlastnõÂ bezespornost jen v prÏõÂpadeÏ, zÏe je tato teorie spornaÂ .)

DuÊ kaz. (osnova) Necht’ ρ je formule zkonstruovanaÂ v duÊ kazu veÏty 88 (kteraÂ o sobeÏ rÏõÂkaÂ, zÏe je nedokazatelnaÂ). UvazÏme naÂsledujõÂcõÂ metatvrzenõÂ:

źJestlizÏe PA ⊢ ρ, pak platõÂ PA ⊢ PROVABLE(⌈ρ⌉) a soucÏasneÏ PA ⊢ ¬PROVABLE(⌈ρ⌉)ł

Toto tvrzenõÂ je nejen pravdiveÂ, ale lze ho vyjaÂdrÏit formulõÂ aritmetiky, kteraÂ je navõÂc dokazatelnaÂ v PA:

PA ⊢ PROVABLE(⌈ρ⌉) →

(PROVABLE(⌈PROVABLE(⌈ρ⌉)⌉) ∧ PROVABLE(⌈¬PROVABLE(⌈ρ⌉)⌉))

Proto platõÂ takeÂ PA ⊢ PROVABLE(⌈ρ⌉) → ¬CONSIS.

VE^ÏTA O NEU^Â PLNOSTI. DruhaÂ veÏta o neuÂ plnosti. 143

ObmeÏnou uvedeneÂho tvrzenõÂ dostaÂvaÂme

PA ⊢ CONSIS → ¬PROVABLE(⌈ρ⌉)

Kdyby PA ⊢ CONSIS, platilo by takeÂ PA ⊢ ¬PROVABLE(⌈ρ⌉) (aplikacõÂ MP). UzÏ drÏõÂve jsme ale ukaÂzali (viz duÊ kaz veÏty 88), zÏe

PA ⊢ ρ ↔ ¬PROVABLE(⌈ρ⌉)

DalsÏõÂ aplikacõÂ MP tedy dostaÂvaÂme PA ⊢ ρ. VyÂsÏe jsme ale ukaÂzali, zÏe prÏedpoklad PA ⊢ ρ implikuje, zÏe PA je spornaÂ. Celkem tedy dostaÂvaÂme, zÏe prÏedpoklad PA ⊢ CONSIS implikuje, zÏe PA je spornaÂ.

Na intuitivnõÂ uÂ rovni: druhaÂ veÏta o neuÂ plnosti rÏõÂkaÂ, zÏe bezespornost źdostatecÏneÏ silneÂł teorie (naprÏ. teorie mnozÏin) nelze v teÂto teorii dokaÂ zat. JedinaÂ mozÏnost je pouzÏõÂt metaargumenty, tj. zduÊ vodnit bezespornost daneÂ teorie pomocõÂ teorie źvysÏsÏõÂł. Ani bezespornost teÂto vysÏsÏõÂ teorie nenõÂ ovsÏem mozÏno prokaÂzat v nõÂ sameÂ. Na neÏjakeÂ uÂ rovni naÂm prosteÏ nezbyÂvaÂ, nezÏ v bezespornost uveÏrÏit, resp. ji prÏedpoklaÂ dat. GoÈdelovy vyÂsledky o neuÂ plnosti majõÂ tedy i svuÊ j epistemologickyÂ vyÂznam.