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0.1 Predmluva

Véazeni ¢tenaii,

dostava se vam do rukou vyukovy text Diskrétni Matematiky, ktery je primarné
urceny pro studenty informatickjch oborti na technickych vysokych skolach.

Diskrétni matematika je moderni a rychle se rozvijejici oblasti matematiky, ktera ma
mnohé tzké vazby na teoretickou i aplikovanou informatiku. Kofeny diskrétni matema-
tiky (kombinatoriky) sahaji k velkym matematikim 18. a 19. stoleti, z nichz si zaslouzi
jmenovat predevsim Leonard Euler. Byl to vSak az nastup pocitact a rozvoj informatiky
jako védni discipliny v druhé poloviné 20. stoleti, které pfinesly nové teoretické pojmy
a otazky a vtiskly tak diskrétni matematice jeji moderni tvar, spojenou dosti specificky
s pojmem grafi.

Nas text vas seznami jak s prehlednymi zaklady klasické kombinatoriky, tak i se
hlavnimi pojmy a mnoha prakticky aplikovatelnymi poznatky teorie grafti. Je koncipovan
jako sobéstacny celek, ktery od ¢tenare nevyzaduje o mnoho vice nez bézné stredoskolské
matematické znalosti a chuf do studia. (Césti vénované algoritmickym aplikacim navic
predpokladaji znalost a zbéhlost v programovani.) Svym rozsahem odpovidé jednomu
semestru bézné vyuky vcetné cviceni.

Tento vyukovy text vychazi z vynikajici moderni uéebnice [5] Kapitoly z Diskrétni
Matematiky autort J. Matouska a J. Nesetfila z MFF UK. (Tato kniha se kromé éeského
vydéni dockala i tspésnych vydani ve svétovych jazycich, jako naptiklad [6]. Viele ji
doporucujeme zajemciim o rozsifeni svych matematickych obzort.) Zabér naseho textu
neni zdaleka tak Siroky jako u zminéné ucebnice, ale zaméfujeme se piedevsim na ty
oblasti a useky, které nachazeji nejcastéjsi pouziti v informatické praxi. Na druhou stranu
se zde vice vénujeme primym algoritmickym aplikacim uvadéné latky a zminujeme také
nékteré dulezité detaily programatorské implementace.

Ve strucnosti se zde zminime o strukture naseho textu. Pfedneseny material je déleny
do jednotlivych lekei (kapitol), které zhruba odpovidaji obsahu tydennich prednasek v
semestru. Lekce jsou dale déleny tematicky na oddily. Vyklad je strukturovan obvyklym
matematickym stylem na definice, tvrzeni, pfipadné dikazy, poznamky a neformalni ko-
mentare. Navic je prolozen fadou vzoroveé resenych prikladd navazujicich na vykladanou
latku a doplnén dal$imi otdzkami a tlohami. (Otézky a tlohy oznacené hvézdickou patii
k obtiznéjsim a nepredpokladame, ze by na né vSichni studujici dokazali spravné odpove-
dét bez pomoci.) Kazd4 lekce je zakonéena zvlastnim oddilem uréenym k dodatecnému
procviceni latky. Spravné odpovédi k otazkam a tloham jsou shrnuty na konci textu.

Prejeme vam mnoho uspécht pfi studiu a budeme potéseni, pokud se vam nas vy-
ukovy text bude libit. Jelikoz nikdo nejsme neomylni, i v této publikaci zajisté jsou
nejasnosti ¢i chyby, a proto se za né predem omlouvame. Pokud chyby objevite, dejte
nam prosim védét e-mailem mailto:petr.hlineny@vsb.cz.

Autor

iv


mailto:petr.hlineny@vsb.cz

Par slov o vzniku

Tento ucebni text vznikal v pribéhu let 2003 az 2004 na zakladé autorovych pfednasek a
cvi¢eni predmétu Diskrétni matematika na FEI VSB — TUO. Jeho zakladni verzi utvoril
soubor autorovych slidi pro prednédsky predmétu. Vétsina fesenych prikladt a tloh k
FeSeni pak vychézi ze skuteénych pisemnych zapocta a zkousek v predmétu.

Za pripravu nékterych prikladd a zvlasté za kontrolu celého textu patii dik také
cvidicim — doktorandskym studenttim Martinu Kotovi, Ondfeji Kohutovi, Michalu Ko-
lovratovi a Pavlu Moravcovi.



Cast I
Zaklady Diskrétni Matematiky

1

Mnoziny a vybéry prvki

Uvod

Zakladnimi stavebnimi kameny v matematice viibec jsou ¢isla a mnoziny, pri¢emz v
diskrétni matematice se prevazné zabyvame prirozenymi ¢isly a kone¢nymi mnozinami. (Slovo
“diskrétni” je zde minéno jako opak “spojitého”.) D& se Fici, Ze diskrétni matematika je
oblasti matematiky, ktera je nejblize informatice, a jeji pomérné nedavny prudky rozvoj byl
do znac¢né miry inspirovan pravé informatikou, obzvlasté tou teoretickou.

Pro zacatek tspésného studia je velmi diilezité probrat riizné kombinatorické zpiisoby
vybéri prvkil z mnoziny, nebot tyto znalosti jsou piimo ¢i nepfimo pouzivany ve vét$iné
aplikaci diskrétni matematiky. Jedna se predevsim o vybéry bez poradi ¢i vybeéry usporadané
a o princip skladani nezavislych vybéri. (Ctenafi se zajisté uz s nékterymi z nich prakticky
setkali diive.) I nas ucebni text je na téchto znalostech zalozen a ocekdvé od ¢tendre jejich
dobré zvladnuti.

Cile

Za hlavni cil ivodni ¢asti povazujeme spravné pochopeni principii riznych typid kombi-
natorickych vybérii — permutaci, kombinaci a variaci, véetné téch s opakovanim prvki. Dale
je potreba si zapamatovat zakladni vzorce pro pocty riiznych typi vybéri.

1.1 Cisla, operace a mnoZiny

Uvodem si pfipomeneme znamé matematické pojmy tykajici se prevazné piirozenych
¢islech a kone¢nych mnozin. Zaroven si zde zavedeme (pro ujednoceni) nékteré zakladni

konvence a znaceni pouzivané dale v nasem textu.

Prirozena ¢isla

Mnozina prirozenych cisel je tvofena prvky N = {0,1,2,3,4,5,6,7,...}. (Pozor, vSim-
néte si, ze prirozend ¢isla obsahuji 0.)

e Znaceni intervalu pfirozenych ¢isel [a,b] = {a,a+1,...,b— 1,b}.

o Cela cast redlného ¢isla z je znacena nasledovné: dolni |x] a horni [z].

e Posloupnost, obvykle znacena (a;)!; = (a1,az,...,a,), je sefazenim jakychkoliv n

prvki za sebou. (Prvky posloupnosti mohou byt tieba ¢isla, ale takd jakékoliv jiné
objekty.) Pro referenci jsou prvky posloupnosti indexovany pfirozenymi ¢isly. V po-
sloupnosti se, na rozdil od mnoziny, prvky mohou volné opakovat.

e Suma posloupnosti ¢isel je zapsana

n
Zai:al—i—ag—l—...—l-an,l—{—an,
i=1

nebo také obecnéji Y. a; = a;, + aj, + ...+ a;,, kde J = {iy,12,...,1,} je jakdkoliv
ieJ
mnozina indext.



e Soucin posloupnosti n ¢isel je analogicky zapisovan jako
n
Hai:al-ag-...-an_l-an.
i=1
Komentaf¥: Pro ukézku pripojime nékolik priklad pouziti znaceni sum a soucint:

10
Zi:1+2+3+4+5+6+7+8+9+10:55

5
[[G+1)=2-3-4-5-6 =720
D2 N=3 i =<Zz‘>- > =<%n(n+1>)

Ctenaf necht si sim promysli, co posledni uvedeny zapis vlastné znamen4, neni v ném skryto
nic slozitého.

MnozZiny a mnoZinové operace
Opét si ve strucnosti pfipomeneme ¢i zavedeme néktera znaceni pouzivana v teorii mno-
Zin.

e Obvykle zna¢ime mnoziny velkymi pismeny A, B, X,Y,... a jejich prvky malymi
pismeny a,b, x,y, .. ..
Symbol () zna¢i prdazdnou mnoZinu.

M = {a,b,c,z} je mnozina se ¢tyfmi prvky a,b,c,z a piSeme a € M, b € M, ale
d & M. Pocet prvki (mohutnost) znac¢ime |M| = 4.
N ={a,b,x} je podmnozinou M, coz pisSeme jako N C M.

Sjednocent mnozin znacime A U B, jejich prunik AN B.

Rozdil mnozin je definovan A\ B={a € A:a & B},
symetricky rozdil je AAB = (A\ B)U (B\ A) (jako “XOR?”).

n n
Rozsifené znaceni sjednoceni |J X; a priniku (1 X; je analogické jako u sumy.
i=1 i=1

Komenta#: Pro nazornou ukéazku si zvolme napiiklad mnoziny
A={a,b,c,d}, B={b,ce, f}.

Pak sjednocenim téchto dvou mnozin je AUB = {a,b,¢,d, e, f} a prinikem je ANB = {b, c}.
Vysledkem rozdilu je A\ B = {a,d} a symetrického rozdilu AAB = {a,d,e, f}.

V dalsi ukézce necht je S mnozinou vSech sudych pfirozenych ¢éisel a P je mnoZinou vSech
prvocisel. Pak, jak je dobfe zndmo, v priiniku S N P je jediné ¢islo 2. Rozdil P\ S obsahuje
v8echna lichd prvocisla, kdezto obraceny rozdil S\ P obsahuje vSechna sudé p¥irozena ¢isla
mimo 2.

e Potencéni mnozina (mnozina vSech podmnozin) mnoziny X je

2¥ ={A: ACX}.



e Mnozinovy systém nad X (coz je vhodnéji znéjici ndzev misto “mnozina mnozin”) je
jakakoliv podmnozina potenéni mnoziny 7 C 2%,

e Kartézsky soucin dvou mnoZin je mnozinou vsech usporadanych dvojic vybranych po
slozkéch z téchto mnozin, tj.

Ax B={(a,b) :a€ Abe B}.

e Kartézskd mocnina je definovana rekurzivné

A" =AXxAx...x A,

n

kde A' = A a A° = {0}.

Komenta¥: Podivejme se naptiklad na potenéni mnozinu dvouprvkové mnoziny {a,b}. Ta
obsahuje prazdnou mnozinu, dvé jednoprvkové mnoziny s témito prvky a celou dvouprvkovou
mnozinu:
z{a,b} = {(Z)a {a}7 {b}a {a7 b}}
Pro pocet prvki potenéni mnoziny plati pfirozeny vzorec:
2] =2

V dalsim prikladé si ukazme jednoduchy kartézsky soucin dvou dvouprvkovych mnozin:

{a,b} x {c,d} = {(a7 ¢), (a,d), (b, c), (b, d)}
Pocty prvku v kartézském soucinu a v kartézské mocniné spliuji

[Ax B|=[A]-|B]| [ A" = |A]".

)

Ulohy k feseni

6
(1.1.1) Sectéte sumu Y i?.
=1

=

9

(1.1.3) Kolik je |3.3]|7
(1.1.4) Kolik je |—3.3]?

(1.1.5) Kolik je [3.6]?

(1.1.6) Kolik je [—3.6]?

(1.1.7) Kolik prvki m4 potencéni mnozina mnoziny {1,2,3,4}7

(1.1.8) Kolik prvki je v kartézském soucinu {1,2,3,4} x {5,6,7}7
*(1.1.9) Jak vyjadiite klasické zaokrouhleni pomoci | |7

11
(1.1.2) Vyndsobte [] j.
Jj=

1.2 Vybéry a sefazeni prvkua

V tomto misté zacneme prehledem ti# zakladnich kombinatorickych zptsobt vybéru
prvkd bez opakovani. Predstavme si mnozinu n prvka X, ze které hodlame vybirat. V
prvé fadé muzeme vzit rovnou vSechny prvky a divat se na jejich mozné serazeni. Tento
pohled je formalizovan nésledujici definici:



Definice 1.1. Permutace n-prvkové mnoziny X
je usporadani vsech pruki z X do jedné posloupnosti (délky n) bez opakovani prvki.
Pocet vSech permutaci n-prvkové mnoziny je dan vzorcem

Pn)=n!'=1-2-3-4-...-(n—1)-n (or=1).

Jindy nés pofadi vybiranych prvki z X nemusi viibec zajimat (pfipadné poradi muze
byt jiz ddno, tj. nevybird se poradi), ale soustiedime se na to, které prvky se do vybéru
dostanou a které ne. To je zachyceno ve druhé definici:

Definice 1.2. Kombinace na mnoziné X
je neusporadany vybér nékterych prvka z X bez opakovani, tj. vybér podmnoziny X.
Pocet k-prvkovych kombinaci na n-prvkové mnoziné je dan vzorcem

n n!
C(n,k) = <k:> - m

A nakonec nas muze zajimat oboji — jak to, které prvky jsou vybrany, tak i to, jak
je jejich vybér serazen.
Definice 1.3. Variace na mnoziné X
je usporadany vybér nékterych prvki z X bez opakovani, tj. podposloupnost mnoz. X
bez opakovani.

Pocet k-prvkovych variaci na n-prvkové mnoziné je dan vzorcem

n!

Vin k) = (n—k)!"

Komenta¥: Pro ilustraci se podivejme na p¥iklad — méme klub 15 (stejnych) sportovei, ze
kterych bychom méli poslat 3-¢lenné druZstvo na zavody.

— Vybirame-li 3-¢lenné druzstvo z 15 sportovci, jedna se o kombinace, tj. pocet moznosti
je (135) = 455. (Na jejich sefazeni ndm v tuto chvili nezalezi.)

— Chceme-li vybrané 3-¢lenné druzstvo sefadit na slavnostni nastup, jedna se o permutaci,
tj. mame celkem 3! = 6 moznosti.

— Predstavme si vSak, ze rovnou hodlame vybrat z téchto 15 sportovct toho prvniho, dru-
hého a tfetiho do reprezenta¢niho druzstva. Pak se jednd o variaci, tj. médme celkem
15!/12! = 2730 moznosti.

Vsimnéte si dobie, ze 455 - 6 = 2730; to je pfirozené, nebot sportovce mizeme nejprve
vybrat jako kombinaci a pak je sefadit.

Pozndmka o vypoctu kombinacnich ¢isel:

Defini¢ni vztah (Z) = #Lk)' se pro prakticky vypocet kombina¢niho ¢isla viitbec nehodi, nebot
funkce faktorial roste tak rychle, Ze brzy presdhne moznosti vasi kalkulacky. Misto toho obvykle
pouzivame zde popsany postup. Piedpokladejme, Ze k < 5, jinak vezméme radéji ¢islo (n’j k) =
(Z) Pak si definiéni vztah upravme:

(Z) .. (n! - Dm -2 ... (n—k+1)

“(n—k)! k!
Napriklad

=50-33-98.
3 3.2

Pro vypocet variaci pouzivame obdobnou upravu

(100) _100-99-98



Reseni sloZzenych vybérna

Pii feseni praktickych kombinatorickych problémi vsak ne vzdy (dokonce mélokdy)
jsme v situaci, kdy Teseni pfimo padne do jedné z uvedenych t¥i Definic 1.1-1.3. Dalsimi
moznostmi jsou kombinace ¢ permutace s opakovanim, které popiseme v pristi ¢asti. Ale
casto se v problémech jedna o sloZene vybery, sestavajici z nékolika dil¢ich podvybér.
Zakladni (a pfirozeny) postup feseni takovychto slozenych tloh je popsén nasledovné:

Metoda 1.4. Princip nezavislych vgbéru

V situaci sloZeného vybéru, kdy neni vibec Zddnd vazba kazZdého jednoho cdstecného
vybéru (podvybéru) k ostatnim podvybérim, staci k ziskdni celkového vysledku mezi sebou
vynasobit pocty moznosti jednotlivych podvybéri.

Komenta¥: Princip nezavislych vybért bude nejlépe ilustrovan nékolika praktickymi ukaz-
kami.

— Vybirame-li delegaci 2 studentti a 1 studentky ze skupiny 20 studentl a 3 studentek, pak
miizeme nezdvisle vybrat nejprve studenty a pak studentku (¢i naopak). Pocet vybért je

vynasobenim (%)) - ($) = 570.

— Vybirdme-li z 15 hrac¢ta (napriiklad minifotbalu) druzstvo 3 4+ brankaf, pak ale podvybér
trojice a podvybér brankafe nezivislé nejsou. (Striktné feceno, jakmile zvolime trojici
hract do pole, zadny z nich jiz nemtize byt brankéfem.)

Presto i zde s opatrnosti nasobit lze, pokud kazdy z onéch 15 hrac¢t muize byt stejné
dobfe brankéfem — (pod)vybereme trojici a na brankife v kazdém pfipadé zbude 12
voleb. Celkem tak je () - 12 = 5460 rtiznjch moznosti vybéru.

Dalsi moznost feseni nékterych slozenych vybért spociva v tom, ze pozadovany vybér
jesté dale “zjemnime” tak, abychom dostali jiny vybér, ktery jiz dokazeme spocitat
nékterou z jinych metod. Pocet moznosti ptivodniho vybéru pak ziskame vydélenim.

Metoda 1.5. Dvojitho poditani

Necht kazdy ptipad néjakého (sloZeného) vybéru lze ddle rozlisit (zjemnit) na stejny
pocet £ zjemnénych moZnosti. Ddle necht ziskany zjemnény vybér md celkem m riznijch
moznosti (které jsme schopni spocitat). Potom pocet vSech moznosti pivodniho vybéru
je dan podilem m//{.

Komenta#: Opét je nejlepsi popsanou metodu dvojiho pocitani ilustrovat nazornou ukazkou
pouziti. (Pozdé&ji budou uvedeny i jiné ptiklady této metody, pFedevsim v Lekei 3.)
Vratme se ke druhé ukézce pro Metodu 1.4 — vybéru druzstva 3 + brankaf z 15 hracu.

— Déle si predstavme, Ze chceme jesté navic takovéto druzstvo sefadit na slavnostni nastup
tak, aby brankar byl prvni.

— Pokud je pocet moznych vybért naseho druzstva x, pak v kazdém ptripadé musime posta-
vit brankéfe prvniho, ale zbylé tfi hrace miZeme sefadit 3! = 6 zpusoby za nim. Celkem
tedy ziskdme x - 1 - 3! sefazeni na nastup.

— Na druhé strané si miizeme situaci predstavit tak, ze rovnou vybirame variace 4 hract

ze vSech 15 a zZe prvniho z nich prohldsime za brankafe. Pocet moznosti je dle vzorce
V(15,11) = 1.

— Oba pohledy jsou vsak ekvivalentni, takze po¢ty musi souhlasit:

15!

1-31= V(15,11) = —=
. (15, 11) = o33
Po vydéleni:
= 5 si60
AR TTRE T



(Ur¢ité neni ndhodou, ze vysledek vysel stejny, ze?)

Ulohy k feseni
(1.2.1) Upravte na jednoduchy soucin (63").
(1.2.2) Kolika zpusoby sefadime Sestici studentd do Fady?
(1.2.3) Kolika zpusoby vyberete neuspoiddanou dvojici z 21 studentu?
(1.2.4) Kolika zptsoby vyberete uspofddanou dvojici z 21 studenti?
(1.2.5) Z osudi 49 ¢isel tdhneme jedno, vratime jej a tahneme druhé. Kolik riznych vysledki
miize vyjit?
*(1.2.6) Co kdyz v pfedchozim vybéru dvou ¢isel zapomeneme jejich pofadi, kolik riznych
vysledkii ziskame?
*(1.2.7) Hokejovy trenér mé k dispozici 13 ttoc¢niku a 9 obrancu. Kolika zpiisoby vybere
pétku hrac¢a? (2 obranci + 3 utocnici)

1.3 Vybéry s opakovanim

Doposud jsme se zabyvali vybéry prvki, které se nemohou opakovat. Nemoznost opako-
véani prvki je pfirozenou podminkou napiiklad pri vybérech skupin lidi, kdezto v jinych
situacich a vybérech jsou opakovani prvku zadouci. Tak je to tfeba v situaci, kdy vybi-
rame slova slozend z danych pismen-prvkt. Nasledujici ptriklad uvadi tzv. permutace s
opakovanim.

Priklad 1.6. Kolika riznymi zpiisoby mizeme sefadit do posloupnosti pismena souslovi
DISKRETNIMATEMATIKA ?

Pokud bychom si vyskyty stejnych pismen barevné rozlisili, napt. DISKRETNIMATE-
MATIKA, pak je pocet sefazeni roven poctu permutaci z 19 znak, ale my neumime riznd
poradi pismene A ¢i I atd. odlisit.

Proto pouzijme metodu dvojiho po¢itani (Metoda 1.5). Necht z je nezndmy pocet riznych
sefazeni naSich pismen. V kazdém takovém sefazeni si dodateéné obarvéme stejna pismena
riaznymi barvami a sestrojme 3! permutaci pismen I, 2! permutaci pismen K, 2! permutaci
pismen E, 3! permutaci pismen T, 2! permutaci pismen M a 3! permutaci pismen A. Celkem
tak ziskdme vSech 19! permutaci z rozliSenych 19 znaki, a proto

(3H3 - (2N3 -z = 19!,

Po vydéleni:
19! 19!

(31)3-(21)3  3.31.31.20.20.20. 1111 11 - 1!

d

Pouziti metody dvojiho pocitani v tomto prikladé lze jednoduse zobecnit na obecné
permutace s opakovanim, jak doklada nasledujici definice.

Definice 1.7. Permutace s opakovanim prvki mnoziny X
je sefazeni (usporadani) prvki z X do posloupnosti takové, ve které se kazdy prvek X
opakuje predepsany pocet krdat. (Jinymi slovy, je to sefazeni predepsanych poc¢ti identic-
kych kopii prvka z X.)

Pocet vsech permutaci s opakovanim z k prvkd, kde i-ty prvek se opakuje m;-krat
prot=1,...,k, je

(my1 +mg+ ...+ my)!
my!-mal. . my! '




Komenta#: V Prikladé 1.6 jsme méli 10 ruznych pismen, kterd se opakovala nasledujici pocty
krat: mp =1, my =3, mg=1, mg =2, mr=1, mg=2, mr=3, my=1,my =2 a
ma = 3. Takze vysledek pifikladu je stejny, jako bychom jej dostali dosazenim do vzorce v
Definici 1.7.

Poznédmka: Pokud uvazujeme permutace s opakovanim z 2 prvkid, kde se prvni prvek opakuje
k-krat a druhy (n — k)-krat, dostdvame vztah pro jejich pocet

Jedné se tedy o tentyz pocet jako k-prvkovych kombinaci z n prvki. To neni ndhoda, protoze
na vybér kombinace se mtzeme divat jako na sefazeni k ¢ernych a (n — k) biljch znadek, kde
¢erna znacka znamena, ze prvek vybereme do podmnoziny, a bila naopak ne.

Poznédmka: Na permutace s opakovanim se lze divat jesté jednim pohledem. V kombinatorice se
také definuje pojem “multimnoziny”, kterd je analogickd mnoziné, ale jednotlivé prvky se v ni
mohou vyskytovat v né€kolika identickjch kopiich. V tomto pohledu pak permutace s opakovanim
je jako bézna permutace, ale nad multimnozinou misto mnoziny.

Dalsi zajimavy priklad uvadi tzv. kombinace s opakovanim.

Priklad 1.8. Kolika riiznymi zpiisoby muzeme vybrat 6 kulicek ze tii barev, kdyz pocet
kulicek stejné barvy neni omezeny?

Zde hleddme neusporddany vybér. Piedstavme si proto, Zze kulicky nasledné (jedno-
znacné) sefadime podle barev v pofadi Cervend, modra, zelend. Napiiklad e.,e.,e.e e
napiseme jako

eleefons,
kde znak | oddéluje jednotlivé barvy. Nyni v8ak vidime, Ze barvy miZeme zapomenout,
protoze jsou uz ur¢ené pozicemi oddélovaéi |, a miizeme psat
e|ee|0ee
Takze na urceni vybéru kulicek staci vybrat 2 pozice oddélovact z 6 + 2 = 8 mozZnosti
(neuspofadané). To dava vysledek
C(8,2) = @ .

(Uvédomme si, 7e skutecné vybirdme oddélovae z osmi pozic, ne ze sedmi mezer mezi
kulickami, protoze v jedné mezefe mohou byt oba oddélovace najednou.) ]

Opét muzeme uvedené feseni snadno zobecnit na vSechny kombinace s opakovanim,
jako v nasledujici definici:

Definice 1.9. Kombinace s opakovanim z mnoziny X
je vybér neusporadaného “seskupeni” (multimnoziny) prvka z X, pfiGemz se prvky vy-
béru mohou opakovat v libovolném poctu (identickych kopii).

Pocet vSech k-prvkovych kombinaci s opakovanim z n moznosti je

C*(n, k) = (n—;—k; 1) :

Vzorec pro kombinace s opakovanim ma mnoho sikovnych a zajimavych aplikaci. Pro
ilustraci uvedeme nasledujici priklady.

Priiklad 1.10. Kolika riznymi zptisoby miizeme zapsat prirozené ¢islo k jako soucet n pri-
rozenych scitanca?



Méjme soucet
k=x1+x2+...+x,.

V analogii s Prikladem 1.8 o vybérech barevnych kuli¢ek mizeme vidét ¢islo x; jako pocet
cervenych kulicek, x5 jako pocet modrych, atd. Takze soucet si 1ze predstavit jako k-prvkovou
kombinaci s opakovanim z n prvku, kde i-ty prvek se opakuje pravé x; krat. Proto je pocet
takovych zapisi na soucty dan uz zndmym vztahem

n+k—1)

n—1

C*(n, k) = (

Pro blizsi vysvétleni: Piestoze s¢itance v souctu z; + x2 + ... + x,, jsou usporadany svymi
indexy, nejedné se zde v zddném pripadé o usporddany vybér, nebot poradi séitanci je dano
a hraje roli jenom pro odliSeni séitanct od sebe, ale nevybira se! O

Ulohy k feseni
(1.3.1) Kolika riiznymi zpiisoby sefadime do posloupnosti pismena slova ANAKONDA?
(1.3.2) Automobilové rallye se Gcastni vozy CtyP znacek, tii vozy od kazdé znacky. Kolik
riiznych vyslednych poradi miize byt, pokud nerozliSujeme vozy téze znacky?
(1.3.3) Kolika zpiisoby rozlozime ¢&islo 7 na soucet ti pfirozenych s¢itancii? (Na jejich poradi
zalezi.)
*(1.3.4) Kolika ruznymi zptisoby miZeme nabarvit 6 identickych bilych kulicek jednou ze
Ctyf barev? (Kazdd kulicka musi byt nabarvena.)
*(1.8.5) Kolika riiznymi zpusoby miizeme nabarvit 6 ocislovanych kuli¢ek jednou ze Cty¥
barev? (Kazdéd kulicka musi byt nabarvena a ¢isla jsou pod barvou stéle vidét — jsou
vyryta.)

Rozsirujici studium

Podrobnéjsi zopakovani pojmii o prirozenych Cislech a mnozinach ¢tenaf najde v do-
porucované uc¢ebnici Matouska a Nesettila [5, Oddil 1.2], nebo v jinych ucebnicich diskrétni
matematiky ¢i algebry. O kombinatorickych vybérech a jejich poc¢itani si zaujaty ¢tenai miize
precist vice v [5, Kapitola 2]. Specificky metodé dvojiho pocitani je vénovana cela [5, Kapitola
6].

1.4 Cviceni: Kombinatorické vybéry
Priklad 1.11. Kolik podmnozin liché velikosti lze vybrat z 33 prvku?

Necht mnozina X m4 33 prvki a vybirdme lichou podmnozinu I C X. Podivejme se,
ze doplnék X \ L ma pak sudou velikost a naopak. To znamend, ze ke kazdé liché pod-
mnozZiné je jednoznac¢né prifazena jind sudd podmnozina, a proto je lichych podmnozin
pravé polovina vSech podmnozin. To jest celkem % - 233 = 232 Jichych podmnozin. O

Priklad 1.12. Méjme k dispozici 12 hraci, mezi nimiz je 5 dobrych ttoc¢niku. Kolika

zpusoby miiZzeme sestavit 4-clenné druzZstvo, ve kterém bude alesporn jeden dobry

utocnik?

Na prvni pohled by se mohlo zdat, Zze nejprve vybereme jednoho dobrého ato¢nika
a pak dobereme tii zbylé hrace. Tato tivaha mé vSak jednu zavaznou chybu — pokud
vybrané druzstvo ma tieba dva dobré ttocniky, pak jej zapocitdme dvakrat, za kazdého
jednoho dobrého ttoc¢nika zv1ast.

Proto budeme postupovat jinak. Vsech vybért 4-¢lennych druzstev je (142). Mezi nimi
jsou i ty Spatné vybéry, které neobsahuji zadného dobrého utoc¢nika. Takovych Spatnych



vibert je (*2,%) = (}), vybirdme totiz étyfi hrace z téch zbylych. Spatné vybéry od

vSech jednoduse odecteme, takze vysledek je
12 7
4 4]

Priklad 1.13. Kolika ruznymi zpusoby miiZzeme zapsat piirozené cislo k jako soucet
n celych kladnych scitanci?

a

Méjme soucet s kladnymi s¢itanci
k=x1+x2+...+x,.
To 1ze ekvivalentné zapsat jako
Ek—n=(x1—-1)+(@2—-1)+...4+(z,—1),

kde y; = x; — 1 jsou prirozend ¢isla. Jinak feceno, zapisujeme ¢islo k — n jako soucet
n prirozenych sc¢itanci. Dale uz postupujeme jako v Prikladé 1.10, tedy celkovy pocet

zplusobt je
n+k—-—n-—1 k—1
o, n) ( n—1 ) (n—l)

(1.4.1) Kolik riiznych souc¢ti muze padnout pokud hodime najednou tiemi kostkami s pocty
stén 6, 10 a 127 (Kostky jsou ¢islovany od 1 do poctu stén.)

Ulohy k feSeni

Navod: Ptame se na hodnoty souctti, co padnou, takze tfeba 2 4+ 3 + 7 je totéz co 1 + 2+ 9.
(1.4.2) V tenisovém klubu se seslo 5 hrac¢i. V kolika dvojicich si mohou zahrat dvouhru?

(1.4.3) V tenisovém klubu se seslo 9 hracu. Kolik riiznych sestav na ¢tyihru mohou vytvorit?
Zduvodnéte svym usudkem.

(1.4.4) Kolika zptisoby miiZzeme zamichat 32 karet, aby byly v neklesajicim pofadi, pFicemz
se neohlizime na jejich barvy? (Tj. nebude kral pfed démou a podobné.)

*(1.4.5) Kolika zpusoby muZeme nabarvit nékteré z 10 bilych kuli¢ek jednou ze ¢ty barev?
*(1.4.6) Kolika zpiisoby lze psat ¢islo ¢ jako soucet n séitancii s hodnotami 1 nebo 27

Navod: Pozor, toto nelze fesit jako Ptiklad 1.10. Ve skutecnosti tento priklad vede na bézné
kombinace bez opakovani — vybirdme ty ze sc¢itanct, které jsou hodnoty 2.

2 Diskrétni pravdépodobnost

Uvod

Jednim ze zakladnich historickych motivacnich zdrojii diskrétni matematiky, konkrétné
klasické kombinatoriky, jsou hazardni hry. Hraci se odjakziva zamysleli nad tim, jakou maji
Sanci hodit urc¢itou kombinaci kostek nebo dostat do ruky jisté karty. Tyto otazky motivovaly
jak zkoumani ruznych zptsobii kombinatorickych vybéri, tak i matematickou formalizaci
diilezitého filozofického pojmu pravdépodobnosti.

Zabyvat se zde budeme pouze (diskrétnimi) udalostmi, ve kterych muze nastat jedna z
konec¢né mnoha izolovanych moznosti. Zhruba fec¢eno, nahodna udalost je v diskrétni pravdeé-
podobnosti modelovana vybérem urcitych jevi z prostoru vsech moznych jevii a jeji hodnota
pravdépodobnosti je rovna relativni cetnosti vybranych jevi vii¢i vSem moznym.



Ucivo plynule navazuje na bézné stiredoskolské tilohy o hodech minci, kostkou, ¢i michani
karet, a dava jim pevné formalni zaklady.

Cile

Hlavnim cilem lekce je pochopeni modelu diskrétni pravdépodobnosti pomoci kone¢ného
pravdépodobnostniho prostoru a relativni éetnosti jevii na ném. Ctenai se nauéi, jak pouzivat
model diskrétni pravdépodobnosti a jeho matematicky aparat (jako sjednoceni a prinik
jevil, nezavislost, stfedni hodnotu, atd.) na feSeni praktickych problému, pfedevsim téch s
nahodnymi vybeéry.

2.1 Motivaéni priklady

Pred uvedenim formalni definice pravdépodobnostniho prostoru za¢neme nékolika pri-
klady pro osvétleni problematiky. V kazdém z nich se jednd o dobfe zndmy ndhodny
proces s jednim z nékolika (pfedem znamych) moznych vysledki.

e Hod minci — mé 2 mozné vysledky hlava / orel, neboli 1/0.
Kazdy pada se zhruba stejnou ¢etnosti (fikdme “s pravdépodobnosti %”).

e Hod kostkou — ma 6 moznych vysledki 1,2, 3,4, 5, 6.
Opét kazdy pada se stejnou Cetnosti (fikdme “s pravdépodobnosti %”).

e Zamichani karet — predpokladame, ze kazdé mozné zamichani karet lze asi stejné
dobfe oc¢ekavat. Zde je vSak vSech moznosti nesrovnatelné vice — 32!=2.6 - 103°, coz
viibec nejsme schopni ani vypsat.

Poznamka: Tento prirozeny priklad zaroven pfinasi zajimavou filozofickou otazku: Jak mi-
zeme tvrdit, ze kazdé mozné poradi karet nastane stejné pravdépodobné, kdyz se patrné za
celou dobu existence lidstva a karet skuteéné objevi jen nepatrny zlomek vSech zamichani?
Toto lze seriézné rozfesit pouze pouzitim pfesného formalnitho matematického modelu prav-
dépodobnosti.

e Tah sportky — ocekdvame, ze kazdé pristi tazené ¢islo bude “stejné pravdépodobné”
ze vSech ¢isel zbylych v osudi. Cely tah je vSak ve vysledku neusporddanym vybérem,
takze pocet vSech moznosti je (479 ) = 85900584. I to je prilis vysoké ¢islo pro snadnou
predstavu.

Casto tak p¥i nasem pohledu na nahodné udélosti pfirozené vychazime z toho, Ze
jisté rizné moznosti si jsou “ekvivalentni” co do ¢etnosti jejich vyskytu (napfiklad proto,
ze fyzicky postup vybéru by mezi nimi nemél umét rozlisit za predpokladu poctivosti).
Na tomto predpokladu pak stavime naSe “ocekdvdni pravdépodobnosti”.

2.2 Konecény pravdépodobnostni prostor

V matematice chceme néjak modelovat chovani “ndhody”. Nahodu ptitom subjektivné
vniméame jako nase oc¢ekévani, zda néjaky jev nastane. Toto ocekdvani “mérime” nasimi
zkuSenostmi s predchozi relativni ¢etnosti opakovani zkoumaného jevu. Proto je nasnadé
se na pravdépodobnost matematicky divat jako na ¢islo vyjadiujici relativni ¢etnost opa-
kovani jevu pri velmi velkém mnozstvi pokusi. Seridzni formélni zaklad tomuto pohledu

poskytuje nasledujici dulezita definice.

Definice 2.1. Koneény pravdépodobnostni prostor
je formalné dvojice (2, P), kde € je koneénd mnozina elementdarnich jevi a P je funkce
pravdépodobnosti, kterd podmnozindm  pfifazuje redlné hodnoty z intervalu [0,1] a
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splnuje

- P®) =0, P(Q) =1,

-~ P(AUB) = P(A) + P(B) pro disjunktni A4, B C Q.
Jev je libovolnd podmnozina A C Q a jeho pravdépodobnost je P(A).

Ctenai necht si dobie uvédomi vyznamy pojmil jev a elementéarni jev a jejich vza-
jemny vztah. Elementarni jev je jeden (kterykoliv) prvek prostoru €2, neboli také pfi-

slusna jednoprvkova podmnozina. Jev v obecnosti je jakakoliv podmnozina prostoru €2,
tedy se sklada z né€kolika elementarnich jevt.

Definice: Jevy A, B jsou disjunkini, pokud nemohou nastat zaroven, tj. pokud ANB =
(). (Pravdépodobnosti disjunktnich jevii se dle Definice 2.1 sc¢itaji.)

Poznédmka: Pravdépodobnostni prostor je plné uréeny mnozinou {2 a pravdépodobnostmi elemen-
tarnich jevi — prvkt Q. Pro A = {aq,...,ax} C Q totiz z definice plati

P(A) = P(a1)+P(a2)+...+P(ak).
Nejcastéjsi a nejprirozenéjsi funkci pravdépodobnosti v praktickych prikladech je
nasledujici:
Definice: Uniformni pravdépodobnost je prostoru §2 prifazena funkci
P(A) = Al /19,
tj. kazdy elementarni jev je stejné pravdépodobny a pravdépodobnost kazdého obecného
jevu je déna jeho relativni velikosti vzhledem k celému prostoru 2.

Koment&¥: Vratme se k pfikladim ndhodnych udélosti z Oddilu 2.1 a ukazme si, jak jsou
ony popsany pravdépodobnostnimi prostory ve smyslu Definice 2.1.

— P¥i hodu minci: Q = {0,1} a P(0) = P(1) = 1.

— Pii hodu kostkou: Q = {1,2,3,4,5,6} a P(1) = ... = P(6) = L.
Napftiklad jev “padlo sudé ¢islo” je tvofen podmnozinou {2,4,6}.

[=2]

— Pfi zamichani karet:  je tvofena vSemi 32! permutacemi z 32 karet a kazda permutace
ma stejnou pravdépodobnost %
Napriklad jev “prvni je eso” je tvofen podmnozinou vSech téch permutaci, co maji jako
prvni kartu jedno z es.

— Pii tahu sportky: Q2 je tvofena vSemi 7-prvkovymi kombinacemi z 49 ¢isel a kazda kom-
binace mé pravdépodobnost 1/ (479 )

V jinych jednoduchych ptikladech definujeme pravdépodobnostni prostor analogicky, ale jsou

vvvvvv

jevy a jakou maji pravdépodobnost.

Priklad 2.2. Predstavme si nahodny proces, kdy hodime dvéma Sestisténnyma kostkami
a zjiStujeme jejich vysledny soudet. Popiste jej pravdépodobnostnim prostorem, ve kterém
elementarnimi jevy jsou jednotlivé soucty.

Mnozina v8ech moznych souétt dvou kostek je zfejmé Q = {2,3,...,12}. Dobfe se ale
zamysleme nad pravdépodobnostmi téchto elementarnich jevi. Je pomérné zfejmé, ze soucet
2, ktery lze ziskat jedinym zpisobem 1+ 1, bude padat méné casto nez soucet 7, ktery lze
ziskat Sesti riznymi zpusoby. Celkem je 6 - 6 = 36 moznosti hodu dvou kostek, z toho, jak
jsme si v8imli, soucet 7 padne Sesti zpisoby, soucet 6 péti zptisoby, atd. Uzitim tvahy o
pomérném poctu zpisobu tak ziskdme funkci pravdépodobnosti

P(2) = P(12) = 4,

P(3)=P(11) = 5% = £,
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P(4)=P(10) = & = &,

P(3) = P(9) = 4 = 4,

P(6) = P(8) = 2,

P(7) =% =4¢.
Ve skutecnosti je vSak lepsi a pfimocarejsi pouzit jiny model s uniformni pravdépodobnosti,
ktery je popsan v pfistim prikladé. a

Priklad 2.3. Popiste pravdépodobnostnim modelem Priklad 2.2 za pouziti prostoru s uni-
formni pravdépodobnosti.

Jak jsme pfi feseni Prikladu 2.2 vidéli, nase snaha prohlésit za elementarni jevy pii
hodu dvou kostek jednotlivé soucty byla dosti kfecovita a celé feseni prirozené inklinovalo k
modelu, kde elementarnimi jevy jsou jednotlivé dvojice hozenych ¢isel. Takze méjme prav-

dépodobnostni prostor ' = [1,6]? (druh4 kartézskd mocnina mnoziny {1,...,6}). Jevy
jednotlivych souctd potom jsou

Sy =10,

Sy = {(1’ 1)}7

Ss ={(1,2),(2,1)},

S7= {(1’ 6)7 (27 5)7 (3’ 4)? (4a 3); (57 2)7 (67 1)}7

Ss = {(2’ 6)7 (37 5)7 (4’ 4)? (5a 3); (67 2)})

S12 ={(6,6)}.

Jelikoz pravdépodobnost jedné dvojice hozenych ¢isel, t]. jednoho elementarniho jevu v Q' je

uniformni %, snadno z tohoto popisu odvodime stejné pravdépodobnosti jako v Prikladé 2.2.

Toto Teseni je pritom snazsi a matematicky presnéjsi. O

Ulohy k feseni
(2.2.1) Jakd je pravdépodobnost, Ze na kostce padne liché éislo?
(2.2.2) Hodme dvéma kostkami. Jaké je pravdépodobnost, Ze padne soucin 127

(2.2.3) Jaka je pravdépodobnost, Ze po zamichéni karet bude tieti karta shora eso?

2.3 Nezavislost jeva

Nezévislost pravdépodobnostnich jevi intuitivné znamena, ze pravdépodobnost toho, ze
nastane druhy z nich, neni nijak ovlivnéna skuteénym vysledkem prvniho jevu, a naopak.
Tento pojem je principidlné dosti podobny nezdvislym vyberum z Lekce 1.

Komenta#: Zacneme nékolika jednoduchymi ukazkami.

Nezavislé jevy: dva hody toutéz kostkou za sebou,
hod kostkou a soucasné zamichani karet,
dva rtizné tahy sportky.

Zavislé jevy: vrchni a spodni ¢islo padlé pii jednom hodu kostky,
vybér prvni a druhé karty ze zamichaného balicku,
dvé akumula¢ni kurzové sazky obsahujici stejné utkani.

Jak vsak nezavislost jevu definujeme formalné? Jedna se totiz spise o filozoficky
pojem, ktery neumime pfimo matematicky postihnout, proto pro definici nezavislosti
pouzijeme souc¢inové pravidlo (obdobné pravidlu pro nésobeni nezavislych vybéra), které
je vlastné disledkem intuitivniho vyznamu nezavislosti.

Definice 2.4. Nezawvislé jevy A, B
jsou takové, pro které plati P(AN B) = P(A) - P(B).
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Nezéavislost dvou jeva A, B 1ze jesté vyslovit nasledujicim zptisobem. Jev B je nezavisly
na A, pokud pravdépodobnost B pfi nastdlém jevu A je stéle stejné jako pravdépodob-
nost jevu B obecné, tedy timérou

P(AnB) P(B)

PA) PO’

Jelikoz P(2) = 1, uvedeny vztah je ekvivalentni defini¢nimu P(AN B) = P(A) - P(B).

Poznamka: Uvedend definice nezédvislosti jevil si zasluhuje blizsi osvétleni, nebot je ponékud
netradi¢ni. Obvykle matematickad definice pojmu obsahuje snadno ovéritelné podminky, a pak
nasleduji tvrzeni prisuzujici definovanému pojmu rtzné uzitecné vlastnosti. Zde je tomu vsSak
naopak, ona uzitecna vlastnost, totiz pravidlo nasobeni pravdépodobnosti nezavislych vybért, je
pfimo podminkou v Definici 2.4. Jak jej tedy pouzijeme pii feseni pfikladi?

Nejcastéji je to tak, ze nezavislost dvou jevl vyplyva z kontextu situace, tfeba se jedna o
nadhodné procesy bez jakékoliv fyzické vazby. V prikladé pak nezavislost takto zdidvodnime a
soucinové pravidlo vyuzijeme pfi vypoctu.

Poznédmka: Pravdépodobnosti dané vzorcem P;AZB) se také rika podminénd pravdépodobnost
jevu B za pfedpokladu, Ze nastal jev A. Znadi se P(B|A).

Priklad 2.5. Hodime dvémi stejnymi kostkami najednou. Jaké je pravdépodobnost, Ze nam
padne 4 a 5?7

Hody obou kostek jsou nezavislé, nebot v poctivé situaci mezi nimi neni fyzickd vazba.

Pravdépodobnost, Ze na prvni kostce padne 4, je %, obdobné je i, 7e na druhé padne 5. Obé
moznosti najednou padnou s pravdépodobnosti po vynasobeni 5 - % = %.

Musime si vSak dat pozor na to, Ze kostky jsou stejné a my nemame urceno, na které
padne 4. Proto se tloha vlastné rozpada na dva disjunktni jevy na prvni padne 4 a na druhé
5 a jev na prvni b a na druhé 4, a proto vysledné pravdépodobnost je sou¢tem obou moznosti

_ 11

Ulohy k feSeni

(2.3.1) Ze zamichanych karet rozddame dvéma hraciim po péti kartdch. Jsou vybéry karet,
které dostanou, nezavislé?

(2.3.2) Hodime dvéma stejnymi kostkami. Je jev na obou padne stejné ¢islo nezdvisly s
jevem na prvni padne dvojka?

(2.3.3) Jakd je pravdépodobnost, Ze pii soucasném hodu tfemi stejnymi kostkami padnou
¢isla1l,3 ab?

(2.3.4) Jaka je pravdépodobnost, Ze pfi péti hodech minci padne vZdy hlava?

(2.3.5) Hrac dostdva ze zamichanych 32 karet do ruky pét karet. Jaka je pravdépodobnost,
ze dvakrat po sobé dostane do ruky kralovsky pokr?

2.4 Stredni hodnota

Dale se podivejme na nahodné procesy, jejichz vysledkem je ¢islo, obvykle pfirozené.
(Omezime se jen na procesy s kone¢né mnoha moznymi vysledky.)

Definice: Vysledek (pfedem neurcené ¢islo) takovéhoto ndhodného procesu budeme
nazyvat nahodnou promeénnou.

Definice: Necht ndhodna proménni X nabyva k moZnych hodnot z mnoziny X €
{h1,ha, ..., hi}, kde X; nastava s pravdépodobnosti p;, a p1 + pa + ... + p = 1. Stredni
hodnotou promenné X je pak éislo

EXZpl-h1+p2-h2+...+pk-hk.
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Komenta¥: Zhruba feCeno, stfedni hodnota ndhodné proménné udava, jaky asi bude pri-
mér ziskanych hodnot ndhodné proménné pfi mnoha opakovanich nahodného procesu. Urcit
stfedni hodnotu ma velky vyznam pii statistickych analyzach rtiznych nahodnjch proces,
tfeba znamy algoritmus tfidéni quicksort miize pocitat i velmi dlouho, ale stfedni hodnota
Casu jeho béhu je nejlepsi ze vSech béznych tiidicich algoritmi.

Prakticky vypocet strednich hodnot v situacich slozenych vybért lze vyrazné ulehdit
pomoci nasledujicich dvou tvrzeni.

Véta 2.6. Pro libovolné dvé ndhodné promenné X,Y plati
E(X+Y)=EX+EY.
Véta 2.7. Pro libovolné dvé nezavislé ndhodné proménné X,Y plati
E(X-Y)=EX-FEY.

Komenta¥: Pro priklady na stfedni hodnotu se podivejme na hody kostkami.

Jaka je stfedni hodnota (primeér) ¢isel padlych na Sestisténné kostce? Jednoduchym
vypoctem vyjde EK = $(1+2+4+3+4+5+6) =2 =3.5.

Jaka je stfedni hodnota souctu ¢isel padlych na dvou Sestisténnych kostkach? S vyuzitim
predchoziho vysledku F(K; + Ko) = EK1 + FK; =35+35=71.

Jaka je stfedni hodnota soucinu ¢isel padlych na dvou Sestisténnych kostkach? S vyuzitim
predchoziho vysledku E(K; - K3) = EK; - EKy = 3.5- 3.5 = 12.25.

Vratme se nyni k nasemu intuitivnimu pojeti pravdépodobnosti jako ofekévani cet-
nosti opakovani jevu. Pokud napfiklad hodime n-krat minci, pak pravdépodobnost %
jedné strany mince znamend, %e zhruba n/2-krét padne kazda ze stran mince. Pokud
je nase matematicka formalizace pravdépodobnosti spravna, méla by nam tentyz vysle-
dek fici stiedni hodnota poctu hlav pti n hodech minci. Jak tomu skutecné je, ukazuje

nasledujici priklad.

Priklad 2.8. Jaky je priimérny pocet hlav padlych pii n hodech minci?

Pokud hlavé mince pfifadime hodnotu 1, mame tak n ndhodnych proménnych X; €
{0,1}, ¢ = 1,...,n ptislusejicich jednotlivym hodéim mince. Celkovy pocet hlav je dan na-
hodnou proménnou X = X; + ...+ X,,. Takze primérny pocet hlav je dle Véty 2.6

1 1 n
EX:E(XNL...Jan):EX1+...+EXn:§+...+§ =5
To presné odpovida nasemu vniméani pravdépodobnosti jako relativni ¢etnosti jevu. O

Priiklad 2.9. Kolik je tfeba prumérné hodu minci, aby vysly tii stejné vysledky?

Je snadno vidét, ze nejdiive tii stejné vysledky mohou nastat po tfech hodech a nejpozdéji
po péti hodech (z dvou hlav a dvou orld pét hodu neslozime). S jakou pravdépodobnosti
ziskdme stejné vysledky pfi tfech hodech? Jsou moznosti bud tfi hlav, nebo tii orld, takze

_s 1 1
p3 = 8 1
A7 po péti hodech ziskame 3 stejné vysledky, pokud prvni ¢tyfi hody budou rozdéleny dva
na dva (na poslednim hodu pak jiz vlastné nezalezi). To se miize stét v (3) = 6 moznostech
pro 4 hody, takze pravdépodobnost je

1 3
=6-—=-.
=216 " 38
Moznost, ze 3 stejné vysledky ziskame po ¢tyfech hodech je dopliikova k pfedchozim dvéma
a v souctu musi mit pravdépodobnost 1, proto

1
pa=1—-p3—ps=1——-—

3
.

W~
ool w
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Primérny pocet potfebnych hodi je dle definice stfedni hodnoty

3 3 15 33
N = pa - -4 h=-+ -+ —=—=4.125.
p3-3+pa-dtps-b= o+ o= 5

(To je o trochu vice nez 4, coz by jeden mohl intuitivné o¢ekavat.) O

Pfiklad 2.10. (varovny) Jaky je primérny soucin ¢isel horni a spodni stény stejné kostky
pii hodech?

Jak uz vime, stfedni hodnota ¢isla na horni stén€ je 3.5 a dolni sténé samoziejmé taky
3.5. Stfedni hodnota jejich soufinu vSak neni 3.5 - 3.5 = 12.25, protozZe tyto dva jevy nejsou
nezavislé.

Misto toho stfedni hodnotu soucinu spocitame podle definice

1 1 1
6(1-6+2-5+3~4+4~3+5-2+6~1):6-56:9+§.

Proto si davejme dobry pozor na nezavislost jevi pfi ndsobeni stfednich hodnot! O

Ulohy k feseni
(2.4.1) Jaka je stfedni hodnota poctu Sestek padlych pii hodu 10 Sestisténnych kostek?
(2.4.2) Jaky je priimérny soudcet ¢isel horni a spodni stény stejné kostky p#i hodech?
(2.4.3) Kolik je tieba priimérné hodii minci, aby vysly dva stejné vysledky?

*(2.4.4) Kolik je tfeba prumérné hodii minci, aby padla prvni hlava?

Navod: Uvédomte si, ze teoreticky hlava nemusi padnout nikdy, ale pravdépodobnost samych
orld jde k nule.

2.5 Nahodné vybéry

V zavéreéném oddile struéné shrneme nejcastéji se objevujici typy konecnych uniform-
nich nahodnych vybéru v diskrétni matematice:

Nahodna podmnozina. Z dané n-prvkové mnoziny vybirdme libovolnou z 2" jejich
podmnozin, kazdou s pravdépodobnosti 27",

Nahodna permutace. Ze vsech n! permutaci dané n-prvkové mnoziny vybirame libo-
volnou jednu s pravdépodobnosti 1/n!.

Ndhodnd kombinace. Ze viech () k-prvkovych kombinaci dané n-prvkové mnoziny
vybirdme libovolnou jednu s pravdépodobnosti 1/ (Z)

Nahodna posloupnost bitu. Toto je ponékud jiny druh vybéru — vybirame libovolné
dlouhou posloupnost z 0 a 1 tak, ze kazdy dalsi bit je vybiran s pravdépodobnosti %
zcela nezavisle na vSech predchozich bitech.

(Tj. kazda vybrana podposloupnost této ndhodné posloupnosti musi mit stejnou Sanci
se objevit.)

Poznéamka: Kolem problému urcit, nakolik ndhodnd je urcita posloupnost biti, je vystavéna roz-
sédhld matematickd teorie, ale problém stdle neni vyfeSeny k plnému uspokojeni (je to “velkd
véda”).

Ulohy k feseni
(2.5.1) Jakou pravdépodobnost ma ndhodné 7-prvkova podmnozina 10-prvkové mnoziny?

(2.5.2) Jakou pravdépodobnost ma ndhodnéa permutace 4 prvki?
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(2.5.3) Jakd je pravdépodobnost, ze ndhodnd podmnozina 5-prvkové mnoziny ma jeden
prvek?

(2.5.4) Jakd je pravdépodobnost, %e ndhodna posloupnost t¥i biti vyjde 011’7

Rozsirujici studium

Zajemce o hlubsi studium pravdépodobnosti jako takové odkazujeme na klasické ucebnice
statistiky, kterymi se zde nezabyvame. Pro rozsifeni znalosti o specifické oblasti kombina-
torické pravdépodobnosti doporucujeme [5, Kapitola 9], kterd se mimo jiné Siroce vénuje i
pouziti tzv. pravdépodobnostnich diikazi. Pokud c¢tenare zajimaji zaklady pouziti kombina-
torické pravdépodobnosti v algoritmech, odkazujeme jej nejprve na [3].

2.6 Cvideni: Ulohy na pravdépodobnost

Priklad 2.11. Predstavme si, Ze hodime dvéma poctivyma kostkama — jednou 8-
sténnou a druhou 12-sténnou. Jaka je pravdépodobnost, Zze na obou padne stejné
cislo?

L

15, Ze se hod vétsi

Na mensi kostce miize padnout vlastné cokoliv. Pak mame Sanci
kostky trefi zrovna do toho samého cisla. Vysledek tedy je

12 -
Priklad 2.12. Jaka je pravdépodobnost, Ze prvni i posledni karta v ndhodné zami-
chaném balicku klasickych 32 karet budou srdce?

Jelikoz nés viibec nezajima poradi karet mimo prvni a posledni, pocitame s 32 - 31
elementarnimi jevy urcenymi volbou prvni karty a nasledné volbou posledni karty rtizné
od prvni. Z toho jev obé budou srdce mé 8-7 moznosti — volba prvniho srdce je libovolna
z osmi, druhé srdce musi byt voleno ze zbylych sedmi srdci. Vysledek tedy pfi uniformni
pravdépodobnosti je

8-7 7

32.31 124°

a

Priklad 2.13. Hodime najednou dvéma Sestisténnyma kostkama. Jaka je pravdépo-
dobnost, ze mensi z obou c¢isel bude 37

Hody obou kostek jsou nezévislé, ale my si (jako v Pfikladé 2.5) musime dét pozor,
na které kostce padne 3 jako mensi z obou ¢isel. Necht kostky jsou tfeba cervend a
zelené. Uloha se ndm rozpada na t¥i disjunktni moZnosti — na ervené padne mensi éislo,
nebo na zelené padne mensi, nebo na obou padne stejné. Vezméme tieba prvni moznost,
kde pravdépodobnost 3 na cervené kostce je % a pravdépodobnost ¢isla vétsiho nez 3 na
zelené kostce je % Tyto jevy jsou nezavislé. Obdobna tivaha plati pro dalsi dvé moznosti,
takze seCtenim vyjde

1
6 36 O

Priklad 2.14. Predstavme si, Ze hazime dvéma odliSenyma Sestisténnyma kostkama.
Pro kazdy hod vynasobime cislo prvni kostky souctem obou cisel. Jaka je stiedni
hodnota vysledku?

16



Bohuzel se nejednd o nezavislé jevy, takze nelze primo aplikovat Vétu 2.7. Ozna¢me K
a K’ nahodné veli¢iny udavajici éisla padla na nasich kostkach. Ukolem tedy je spocitat
stfedni hodnotu
E(K-(K+K')) .

Dle definice muzeme rozepsat tuto stfedni hodnotu na celkem 36 s¢itanct. My vSak lépe
muzeme nahodnou veli¢inu roznasobit a pouzit Vétu 2.6, kterd nevyzaduje nezavislost:

E(K-(K+K)=E(K*+K-K)=E(K)+E (K K

Nyni jiz dle Véty 2.7 vypocteme

E(K-K') = E(K)-E(K’)

I
7N
N |
~

(V)

a dle definice spocCteme

91
B(K? = -(1+4+9+16+25+36):E.

=

Celkovy vysledek je

49 91
E(K-(K+K’)):Z+€.

Ulohy k feSeni

(2.6.1) Predstavme si, Ze hodime najednou dvéma kostkama — jednou 10-sténnou a druhou
6-sténnou. Jaka je pravdépodobnost, ze na obou padne stejné cislo?

(2.6.2) Jakd je pravdépodobnost, Ze prvni i posledni karta v ndhodné zamichaném balicku
klasickych 32 karet budou esa?

(2.6.3) Jakd je pravdépodobnost, Ze prvni ¢tyfi karty v ndhodné zamichaném balicku kla-
sickych 32 karet budou esa?

(2.6.4) Jaké je pravdépodobnost, ze pfi 6 hodech minci vyjdou vysledky hlava/orel pfesné
napul?

(2.6.5) Zamichdme nahodné 32 klasickych karet (4 barvy po 8 kartach) a vytdhneme prvni
2 z nich. Jaka je pravdépodobnost, ze to
a) budou obé esa,
b) budou krél a ddma (v tomto pofadi),
¢) nebude zadné eso,
d) budou obé stejné hodnoty (rizné barvy)?

Navod: Nemusite uvazovat vSech 32! permutaci, sta¢i brat jen vSechny mozné vybéry na
prvni a druhou kartu.

(2.6.6) Ve tiidé je 17 studentii a 7 studentek. Z nich vybereme uniformné ndhodné jednu
neusporadanou dvojici. Jaka je pravdépodobnost, ze vybrana dvojice je
a) stejného pohlavi,
b) riizného pohlavi?

(2.6.7) Jaka je pravdépodobnost, ze po zamichdni balicku 32 karet nebude mezi prvnimi
péti kartami zadné eso?

Navod: Prestoze tloha muvi o zamichani karet, uvédomte si, ze neni tfeba se ohliZet na jejich
poradi.

(2.6.8) Hodime najednou dvéma Sestisténnyma kostkama. Jaka je pravdépodobnost, Ze vétsi
z obou ¢isel bude 37

*(2.6.9) Jaka je stiedni hodnota poctu policek, o které se vaSe figurka v kole pfesune ve hie
“Clovéce, nezlob se”, pokud se po tieti Sestce za sebou jiz znovu nehazi?
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(Uvazujeme hody Sestisténnou kostkou, znovu hdzime jen padne-li na kostce 6, az tii
hody za sebou. Soucet hodi uréuje podet policek.)

*(2.6.10) V supliku mame volné rozhdzenych po 6 ponozkach od kazdé z barev Zluta, modra,
zelena. Kolik jednotlivych ponozek primeérné musime poslepu vytahnout, abychom do-
stali jednobarevny par?

Formalné se jedna o vypocet stiedni hodnoty poctu vytazenych ponozek. Ponozky jsou
stejné aZ na barvu, neni ani rozliSeni mezi levou a pravou.

Naévod: Nejdrive ziskdme jednobarevny par po vytaZzeni dvou ponozek, nejpozdéji po vytazeni
Ctyt. Pak staci spocitat pravdépodobnosti jednotlivych vytazeni a udélat vazeny prameér
podle definice.

*(2.6.11) Hodme dvéma kostkama. Necht Ay, je jev “na prvni kostce padlo k a By je jev “na
obou padl soucet s”. Pro jaké k, s jsou jevy Ay, Bs nezavislé?

Néavod: Fyzicky postup vybéru jevlt Ay a B, zajisté nezavisly neni, nebot hod prvni kostky
ovlivni i souCet obou. Presto za jistych podminek lze nezévislost ovérit dle definice.
Pokuste se o to.

*(2.6.12) Jak jisté vite, kazdy magnet ma dva opacné pdly, které se pritahuji. Barevné détské
magnetky maji na sobé umélohmotnou c¢epicku prekryvajici celou jejich stranu, takze
jen druha strana, tj. jeden z jejich polu, je dostupna k pritahnuti. Tyto magnetky jsou
balené po 40 kusii, 10 od kazdé ze ¢tyr barev. Predpokladejme, Ze nezakryté pdly téchto
magnetkii jsou zvoleny nahodné s pravdépodobnosti % Jaka je pak pravdépodobnost, ze
téchto 40 magnetku Ize pospojovat do 5 x 4 stejnobarevnych dvojic (Ze kazdd dvojice se
navzdjem pritahuje opacnymi nezakrytymi pély)?

Névod: Kolik asi musi byt magnetki od kazdého nezakrytého pdlu v kazdé barve?

3 Dukazy v diskrétni matematice

Uvod

Jednou z hlavnich deviz matematiky je jeji exaktnost, tedy jeji schopnost jednoznacné
(mimo jakoukoliv pochybnost) dokazovat sva tvrzeni. Koncept matematického diikazu m4 za
sebou dlouhy historicky vyvoj jiz od dob Euklida a jeho axiomii geometrie, pfes Bolzanovy
prace formalizujici moderni koncept dukazu, az po bourlivy rozvoj matematické logiky v
pocatcich 20. stoleti po objeveni Russelova paradoxu.

V modernim pohledu je matematicky ditkaz nahlizen jako posloupnost ovéritelnych ele-
mentarnich kroki vedoucich od znamych a predpokladanych fakti k pozadovanému tvrzeni.
Kdyz se nad timto konceptem hloubéji zamyslime, vidime, ze pokud se chceme nékam dostat,
nemiizeme zacinat “z niceho”. Proto, jak si uvédomil v davnych dobach jiz zminény Euklides,
kazda matematicka teorie potrebuje své zakladni piredpoklady, zvané “axiomy”. V diskrétni
matematice jsou tyto zakladni predpoklady tvoreny axiomy tzv. Peanovy aritmetiky, coz
je vlastné vzneseny nazev pro dobre znama zakladni fakta o pfirozenych ¢islech, doplnéna
principem matematické indukce.

Schopnost podat exaktni matematicky dikaz svych tvrzeni je vsak dilezita i mimo ob-
last matematiky samotné. Napfiklad pfi navrhu kritickych informacnich systémii, na jejichz
spravné funkci zavisi lidské zivoty, je vice nez zadouci podat skutecny diikaz jejich spravné
funkce ve vsech pripadech, ne jen v testovacich simulacich. Ditkazové metody diskrétni ma-
tematiky, obzvlasté princip matematické indukce, jsou v téchto situacich vhodné a dobre
pouzitelné.

Cile

Obecnym cilem je ukazat ctenari principy, na kterych stavi exaktni matematické diikazy,
a naucit jej predkladané dikazy spravné chapat. Tyto znalosti a schopnosti budou (mlcky)
predpokladany pro cely zbytek studijniho textu. (To vSak neznamend, Ze by se studenti méli
ucit uvedené ditkazy nazpamét, byla by to naprosto zbytecna ztrata ¢asu! Jde o pochopeni
principii.) U studenti, ktefi aspiruji na nejlepsi znamku, ocekdvame i schopnost formulovat
vlastni ditkazy béznych (a nepiilis slozitych) tvrzeni.
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3.1 Zakladni logické symboly

Pro zacatek si zopakujeme zakladni logické pojmy a symboly, které byste jiz méli znat
z predchoziho studia. Uvodni opakovani z matematické logiky. ..

e Logické hodnoty jsou 1/0, neboli True/False (Pravda/Nepravda).
e Logické spojky jsou =X (NOT), X AY (AND), X VY (OR).

o Implikace X = Y znamend “pokud X je pravda, musi Y byt pravda”.
Ekvivalence X <= Y znamend “X je pravda zaroveii s Y pravdivym”.

o Kuvantifikace:

— Va : P(z) znamend, ze P(z) je pravdivé pro vSechny volby proménné z (z do-
hodnuté ¢ vyznacené mnoziny “Va € M").

— Jz : P(z) znamend, ze P(x) je pravdivé pro asponl jednu volbu proménné x
(z dohodnuté ¢i vyznacené mnoziny “Jxr € M”).

Komenta¥: Pokusme se napfiiklad vyjadrit znamou “pocitac¢ovou” logickou operaci XOR
pomoci vyse uvedenych operaci matematické logiky.
Jak zndmo, @ XOR b je 1 (True) pravé kdyz a, b maji rizné logické hodnoty, coz je pfesné
negaci ekvivalence, tj.

aXORb = ~(a&)).

3.2 Pojem matematického dukazu

Nez uvedeme, co je matematicky dtikaz, musime si nejprve ujasnit, co bychom méli
dokazovat, tj. co je matematické tvrzeni.

Definice: Matematické tvrzeni (vyrok) se sklada z presné formulovanych predpokladi a
ze Z4Veru.

Zamérné zde uvadime jen velmi neformdlni opis nutnych pojmt, nebot nasim cilem je
ukézat ¢tenéri zékladni principy a naucit jej chapat bézné jednoduché dikazy. Uvedeni
presnych logickych definic by problematiku pro bézného ¢tenare jen vice zamlZilo.

Definice: Slovné opsano, matematicky dikaz néjakého tvrzeni P je konecna posloupnost
kroki, kde kazdy krok obsahuje vyrok, ktery je jednim z

e axiomi — tj. obecné platnych ¢i predpokladanych faktu,
e predpokladi tvrzeni P,

e vyroki odvozenych z predchozich krokt za pouziti nékterého z platnych odvozovacich
pravidel,

a kde posledni krok obsahuje jako vyrok zaveér tvrzeni P.

Pritom volba systému axiomu zavisi na matematické teorii, ve které pracujeme, a je
tudiz rtzné v riznych oblastech matematiky. Vybér pouzitelnych odvozovacich pravi-
del je vlastnosti pouzité logiky a bude obvykle obsahovat jen pfirozena odvozeni, nad
kterymi se v praxi ani nerozmyslime.

Poznémka: Pamatujme, Ze rizné matematické teorie mohou pracovat s riznymi mnozinami axi-
omil (dokonce i s riiznymi odvozovacimi pravidly), a tudiz dokazovat jind tvrzeni. Pro pfiklad
milzeme zajit dokonce az do davné historie — k axiomim Fuklidovské geometrie, konkrétné k
axiomu o rovnobézkach. Po dlouha dvé tisicileti se matematici snazili dokézat platnost axiomu o
rovnobézkach z ostatnich Euklidovych axiomt, az teprve pfed zhruba dvéma stoletimi se prislo
na to, ze zménou axiomu o rovnobézkach vzniknou tplné jiné, tzv. neeuklidovské, geometrie.
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Pro ilustraci konceptu matematického dikazu jsme zvolili dobfe znamy fakt z alge-
bry.

Pfiklad 3.1. Dokazme v libovolném algebraickém (polo)okruhu pravidlo “agresivity nuly
pri nasobeni”; tj. ze x - 0 = 0 pro vSechna .

Algebraicky okruh je pocetni struktura s operacemi +, -, ktera spliuje nékolik zakladnich
a prirozenych aritmetickych vlastnosti — axiomu. Z nich zde vyuzijeme nasledujici axiomy:

Va: a+0=0+a=a (1)
VYa,b,c: a+c=b+c = a=b (2)
Ya,b,c: a-(b+c¢)=a-b+a-c (3)

Dobre si nyni promysleme, co je vlastné cilem naseho snazeni. Nékdo by se mohl ptat, proc
dokazovat pravidlo -0 = 0, kdyZ to je prece jasné a kazdy to vi ze Skoly. Toto pravidlo vSak
neni zahrnuto mezi axiomy a dikaz potfebuje. A predevsim, vysledkem naseho snaZeni bude
dikaz, ze fakt = - 0 = 0 plati ve vSech moznych pocetnich strukturach, které spliuji vyse
uvedené axiomy; pritom se viibec nemusi jednak o pocitani s Cisly, jak je zname ze skoly, ale
o uplné jiné objekty, tfeba geometrické.

Dtkaz vyroku x - 0 = 0 v krocich:

— Dosazenim a = 0 do (1) odvodime 0+ 0 = 0.

— Vynésobenim pfedchoziho ¢islem x ziskdme x - (0 +0) =z - 0.

— Dosazenim a = 2, b =c¢ =0 do (3) odvodime z- (0+0) =2 -0+ - 0.

— Spojenim predchozich vztaht (tranzitivita =) vyjde z-0=2 -0+ x - 0.

Dosazenim a = z -0 do (1) déle vyjde z-0=0+2-0=2 -0+ 2z - 0.
— Z (2) pro ¢ = z - 0 nakonec dostaneme 0 = z - 0 .

(Pochopitelné v praxi dukaz zapisujeme “zkratkou”, ale naSe zkratky musi byt korektni, tj.
rozepsatelné do takovychto elementérnich kroki.) O

3.3 Princip matematické indukce

Princip matematické indukce je jednim z velmi dilezitych axiomid pfirozenych dcisel.
Misto jeho formalniho zavedeni jako axiomu si jej pro lepsi pochopitelnost uvedeme ve
formé odvozovaci metody matematickych dikazi:

Metoda 3.2. Matematicka indukce
Méjme tvrzeni P(n) s celociselngm parametrem n. Necht ndsledujici plati:

e Turzeni P(ng) je pravdivé, kde ng =0 ¢i 1, nebo i pro obecné celé ny.
(Nazyvano zdklad indukce.)

e Pro libovolné prirozené n z platnosti tvrzeni P(n) plyne platnost tvrzeni P(n + 1).
(Tvrzeni P(n) je v tomto kroku nazyvano indukéni predpoklad.)

Pak P(n) plati pro vSechna prirozend n > ny.

Jak tedy muzeme princip matematické indukce pouzit? Typicky je pouZijeme v situ-
aci, kdy mame dokazat platnost néjakého tvrzeni s celociselnym parametrem, tieba n.
Pritom platnost tohoto tvrzeni by méla byt pomérné zfejma pro mala n a zvySeni para-
metru n o 1 by nemélo piili§ zménit situaci.

Komenta¥: Naptiklad, pfedstavme si, ze dokazujeme korektnost néjakého algoritmu — vi-

dime, Ze po spusténi algoritmus je v konzistentnim stavu, a po kazdém dalsim kroku se

konzistence stavu neporusi. Pak algoritmus ztstane v konzistentnim stavu po celou dobu
svého béhu podle principu matematické indukce. Nebo se podivejme na nasledujici dilezity
ilustracni priklad.
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Véta 3.3. KaZdd n-prvkovd mnozina md pravé 2" podmnozin (véetné prazdné). For-
malné
’2X ‘ — olXI

Dikaz matematickou indukci podle n:

e Pron = 0 tvrzeni plati, nebot prazdnd mnozina m4 jedinou podmnozinu, opét prazd-
nou.

e Necht nyni tvrzeni plati pro n > 0. Vezmeme libovolnou mnozinu X on +1 > 0
prvcich. Zvolme prvek a € X a oznaéme X' = X \ {a}, |X'| = n. Potom vSech
podmnozin P’ C X’ je podle indukéniho piedpokladu 2". Pro prvek a navic mame
nezavisly vybér ze dvou moZnosti: bud a ddme do podmnoziny P’, nebo nedame.
Celkem je tak 2 - 2" = 2" moznosti volby podmnoziny P C X, cbd.

Ditikaz je hotov podle principu matematické indukce. O

Obdobné 1ze dokazat nasledujici tvrzeni:

Véta 3.4. Je prdave a® vsech zobrazeni z libovolné b-prvkové mnoziny do a-prokové mno-
ziny. Formdalné

47| = |41,

Poznémka: Zobrazeni z b-prvkové mnoziny do a-prvkové mnoziny se také jinak nazyvaji b-prvkové
variace s opakovdnim z a prokiu. My vSak davame prednost tomu je nazyvat zobrazenimi, neboli
je vnimat jako posloupnost b nezavislych jednoprvkovych vybért z a-prvkové mnoziny.

3.4 Duikazy vzorcu pro vybéry

Nyni si formalné dokazeme vzorce pro vybéry prvkiu uvedené v Lekci 1. Pouzijeme pfitom
matematickou indukci a také Metodu 1.5 dvojiho pocitani.

Véta 3.5. Pocet vSech permutaci n-prokové mnoziny je n!, pro kazdé n > 0.

Diikaz indukci podle n: Tvrzeni plati pro n = 0, protoze zadné prvky lze usporadat
jen jednim zptisobem (stejné tak jeden prvek).

Méjme nyni n > 0 a mnozinu P o n + 1 prvcich, pfedpokladejme pro jednoduchost
P ={1,2,...,n+1}. Zvolme prvni prvek p € P nasi permutace jednim z n+ 1 zpusob.
Chtélo by se pfimo Fict, Ze potom uz je volba zbytku permutace P \ {p} nezavisla na
volbé prvniho p, ale to formalné neni pravda. Aby tomu tak skuteéné bylo, musime si
zbylé prvky P\ {p} nejprve “precislovat” na {1,2,...,n}, coz pocet voleb neovlivni.

Pak uz vsak zbytek plyne jasné — n-prvkovd mnozina {1,2,...,n} ma podle induké-
niho pfedpokladu n! permutaci, proto P ma celkem (n+1)-n! = (n+1)! permutaci. To
je presné to, co chceme. O

Veéta 3.6. Pocet vsech k-prvkovych variact z n-prvkové mnoZiny je (nﬁ—!k)!’ pro kazde
n>k>0.

Dikaz metodou dvojiho pocitani:

Budeme se dvéma zptsoby divat na vybér permutaci n-prvkové mnoziny. Jak jiz
vime, lze tyto permutace vybrat n! riznymi zpusoby. Na druhou stranu lze vzit nékterou
k-prvkovou variaci, jeji prvky dat na zacatek permutace v jejich poradi a zbylych n —
k prvka sefadit za nimi jednim z (n — k)! riznych zpusobi. Z ruznych variaci timto
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postupem ziejmé ziskame rizné vysledné permutace, a ptritom kazdou permutaci lze
ziskat z variace vybirajici jejich prvnich k£ prvki.

Oznacime-li = nezndmy pocet vSech k-prvkovych variaci z n-prvkové mnoziny, lze
vySe popsanym postupem vytvorit pravé x - (n — k)! vSech riznych permutaci n-prvkové
mnoziny. Proto plati

x-(n—k)!'=nl,
n!
(n—Fk)!"
O

Véta 3.7. Pocet vsech k-prvkovijch kombinaci z n-prvkové mnoZiny je (Z), pro kazdé
n>k>0.

Dikaz metodou dvojiho pocitani:

Nyni budeme dvojim zpiisobem pocitat vSechny k-prvkové variace z n-prvkové mno-
ziny. Na jednu stranu uz vime, Ze jich je (n%!k)!’ na druhou stranu mizeme z jedné
k-prvkové kombinace vygenerovat celkem k! riiznych variaci usporadanim prvka této
kombinace. Oznacime-li tedy x neznamy pocet vSech k-prvkovych kombinaci z n-prvkové
mnoziny, dostaneme obdobné jako v predchozim dikaze

3.5 Vztahy s kombinac¢nimi cisly

Kombinaéni ¢isla spliiuji mnozstvi zajimavych vztaht a identit. (Zabyva se jimi dokonce
celd samostatnd ¢ast diskrétni matematiky.) TFi zékladni z nich uvadime zde. Kazdé z
nich mé pfirozenou oporu v pohledu na pocty vybértt kombinaci.

n\ (n\

o/ \n)
Fakt. Pro vSechna n > k > 0 plati

n\ n

k] \n—k)
Lema 3.8. Pro vsechna n > k > 0 platt

n n n-+1
(k:) * <k+1> - <k+1>'
Dikaz:

n n n! n!
k>+<k+1> TR k) TGO (k-1

nl-(k+1)+n! (n—k) nl-(n+1)  (n+1
k+1)

Fakt. Pro vSechna n > 0 plati

(k+ 1) (n— k) &+ 1) (n— k)

a

Tyto tfi uvedené fakty mohou také poslouzit jako definice kombinacnich Ccisel.
(Viz. Pascaltv trojuhelnik.)
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Pascaluv trojahelnik

Definice: Pascaltiv trojihelnik je naaranzovanim vsSech kombinacnich c¢isel do neko-
necného “trojuhelnika”, ve kterém krajni ¢leny maji hodnoty 1 a kazdy vnitini ¢len je
souctem dvou clentl bezprostfedné nad nim.

(Korektnost této definice je bezprostfednim diisledkem Lematu 3.8.)

Dalsim dulezitym vztahem déavajicim do souvislosti kombinacni ¢isla s algebrou je
nasledujici véta.

Veéta 3.9. Tzv. binomickd véta Fika pro vsechna n > 0

(I+az)" = (Z)‘F(T) '%4’(2)'$2+...—|—<n21>.mn_1—|—<z>,mn‘

Dikaz: Tvrzeni je mozno dokazovat indukci, ale také je mozny dtikaz nésledujici
jednoduchou uvahou (s vyuzitim Véty 3.7):

Jak vime, pii algebraickém rozvoji souc¢inu pouzivame pravidlo “ndsobit kazdy clen s
kazdym”. To znamena, Ze v rozvoji vztahu (1 + x)(1 +)...(1+2) nam ¢len z* vyjde

n
tolikrat, kolik je moznosti (neusporadané) vybrat k z n éiniteli—zéavorek. To jest préavé
(3) krét. O

Dausledek 3.10. Z binomické véty plyne (pro prirozend n > 0 a druhé pron > 0)

(o) () (0 ()= =)+ ()=
(g) . (j) ' (g) - (’;) +...—<—1>"(n7jl> +<—1>"<Z> ~0.
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Ulohy k feSeni

(3.5.1) Upravte nésledujici vyraz na jediné kombinac¢ni ¢islo:
2n n 2n
n—1 n—+2
*(3.5.2) Upravte ndsledujici vyraz na jediné kombinac¢ni ¢islo:

ERCONCUNGCY

3.6 Dukazy “pocitanim”

Nékdy jsme pri dtikazech tvrzeni postaveni do situace, ze mame ukézat na existenci
néjakého objektu nebo vlastnosti, které nejsme schopni konkrétné predvést nebo spe-
cifikovat. V takové situaci se hodi tzv. nekonstruktivni metody dikazu, které jistym
zpusobem “spocCitaji” existenci Feseni, aniz feSeni primo specifikuji. Nejznaméjsim pii-
kladem je nasledujici princip, ktery pouzijeme pro ilustraci:

Metoda 3.11. Dirichletiv princip
Rozmistime-li £ + 1 (nebo vice) objekti do ¢ prihrdadek, v nékteré prihradce musi byt
aspon dva objekty.

Priklad 3.12. Mezi ¢tyfmi prirozenymi ¢isly vZdy najdeme dvé, jejichz rozdil je délitelny
Cislem 3.

Necht prihradkami jsou zbytkové tiidy pri déleni ¢islem 3. Mame tedy pro nase 4 éisla
t¥i pfihradky znacené 0, 1, 2. Podle Dirichletova principu do né€které z pirihradek padnou dveé
z Cisel x, y, ale pak x —y dava zbytek 0 pfi déleni 3, tudiz jsme nasli pozadovanou dvojici. O

Na zéavér lekce si ukdzeme na prikladech jesté jeden zajimavy postup dokazovani
tvrzeni v diskrétni matematice pocitanim moznosti. Zhruba receno, dokazujeme existenci
pozadované moznosti tim, Ze spocteme jiné moznosti a ukézeme, zZe je jich méné nez vsech
moznosti.

Komenta¥: Pro ilustraci: Do sledovaného objektu vesly vcera tfi osoby a dnes jej jen dveé
osoby opustily. To znamené, Ze v objektu asponl jedna osoba zlistava, prestoze ji nikde nevi-
dime.

Priklad 3.13. Na letnim tabore 29 déti stravi celkem 16 dni a 15 noci. Kazdou noc jsou
dva z taborniki na hlidce. Dokazte, Ze nékteré z déti musi jit na hlidku za cely tabor aspori
dvakrat.

To je velice snadné pocitani: Je-1i celkem tfeba 15 nocnich hlidek, potfebujeme 15-2 = 30
taborniki na jejich pokryti, pokud se zadny nemé opakovat. To vSak tak nejde, kdyz je na
tabofe pouze 29 < 30 déti. O

Priklad 3.14. 8 kamaradi jelo na 9 dni dovolené. Kazdy den nékterd (jedna) trojice z nich
sla na vylet. Dokazte, ze nékteri dva z nich ani jednou nebyli spolu na vyleté.

Rozebirani moznosti by asi k nicemu nevedlo. . .
Ditkaz pocitanim je vSak opét snadny: Jedna trojice ma celkem 3 dvojice, proto po 9 dnech
se mohlo vystiidat nejvyse 9 - 3 dvojic ve vyletnich trojicich, ale 9-3 = 27 < (g) = 28, jedna
dvojice ndm zde schazi. O
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Ulohy k feSeni

(8.6.1) Existuji na VSB dva studenti se stejnym poslednim &tytéislim rodného ¢isla? (A do-
kézete je najit?)

(3.6.2) Kdysi v davnych dobdch se v MHD §tipaly listky, tfeba vyraZenim ¢tvefice Cisel
z 12. Mohli jste se spolehnout, ze pokud jste si schovavali své listky, tak nejpozdéji po
500 jizdach jste mohli néktery listek pouzit znovu?

Rozsirujici studium

Princip ditkazu matematickou indukci je podrobné vysvétlen v [5, Oddil 1.3] a také v
jinych ucebnicich, tieba algebry. Diitkazy mnoha pocetnich kombinatorickych vztahi lze najit
v [5, Kapitola 2 a Kapitola 10], jedné se vSak o dosti obtiznou latku.

3.7 Cviceni: Priklady matematickych dukaza

Piiklad 3.15. Dokazme indukci podle k, Ze ¢islo (25 — 1) je délitelné sedmi.

Budeme postupovat indukci podle parametru k£ > 0.
e Pro k =0 plati, ze 2° — 1 = 0 je délitelné sedmi.

e Necht nyni tvrzeni plati pro n&jaké k. Podivejme se, o kolik se zméni hodnota vyrazu
(26F — 1) pii zvétseni k o jedna:

(26(k+1) . 1) o (26k o 1) — 96 .96k _ 96k _ 96k (26 —1) = 26k . g3

Dilezitym faktem nyni je, ze ¢islo 63 je délitelné sedmi. To ale znamend, ze pokud

(26% — 1) bylo délitelné sedmi podle indukéniho predpokladu, bude sedmi délitelné i
96(k+1) _ 1

Formalné tento indukéni krok zapiSeme nésledovné: Nechf dle indukéniho piedpo-
kladu 26% — 1 = 7¢, kde ¢ je néjaké p¥irozené &islo. Pak

(26041 1) =26 98% 1 = (26 — 1) 2% 4 9% 1 = 63 2% 4 7/ =

:7-(9-26k+€),

takze i tento vyraz je délitelny sedmi.

Priklad 3.16. Dokazme nésledujici identitu s kombinac¢nimi ¢isly:

2 2 2 2 2
n n n n n I n + n\y _ (2n
0 1 2 o \n—1 n) \n
Pfedstavme si 2n-prvkovou mnozinu A = [1, 2n|, rozloZenou na dvé disjunktni pod-

mnoziny B = [1,n], C = [n + 1,2n], BUC = A. Budeme postupovat metodou dvojiho
pocitani n-prvkovych kombinaci nad A:

e Na jednu stranu je téchto kombinaci (27?)
e Na druhou stranu si piedstavme, Ze vybereme k-prvkovou podmnozinu B’ C B a

k-prvkovou podmnozinu C’ C C, pro libovolné k € [0,n]. Vytvofime pak mnoZinu
n

K = B'U(C\("). To lze podle principu nezavislych vybéri udélat pravé ( k)Q zplusoby.
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e A kolik mé mnozina K prvka? Bez ohledu na k to je k + (n — k) = n. Takze v
predchozim bodé jsme vlastné jinym zptisobem vybirali n-prvkovou kombinaci nad
A. Jelikoz dvakrat vybirame totéz, musi platit rovnost v po¢tu vybéru, takze se¢tenim
pres vSechny hodnoty volného parametru k dostaneme pozadované

() -()

Priklad 3.17. Méjme 28 minci stejné hodnoty, ze kterych je jedna falesna — lehci
nez ostatni, a presné rovnoramenné vahy bez zavazi. Najdéte postup, jak faleSnou
minci urcit pouze pouzitim 4 vazeni. Dokazte, ze tii vazeni na urceni faleSné mince
nestaci.

e Rozdélme mince na tii hromadky po 9-9-10 a prvni dvé z hroméadek zvazme proti sobé.
Pokud je hromadka A téz8i nez B, je falesnd mince mezi B. PTi opacném vysledku je
falesnad mince mezi A. A p¥i rovnovéaze musi byt faleSnd mince ve tieti hroméadce C.

e Totéz zopakujeme pro vybranou hromadku rozdélenou na 3-3-3 ¢i 3-3-4 mince.
e Totéz zopakujeme pro vybranou hromadku rozdélenou na 1-1-1 ¢ 1-1-2 mince.

e Piipadné jesté rozhodneme mezi poslednimi dvéma mincema.

Naopak chceme ukézat, ze 3 vazeni nestaci. Vyuzijeme diikaz pocitanim. Kazdé jedno
vazeni ma jen tii mozné vysledky, proto po tfech vazenich jsme schopni rozlisit pouze
33 = 27 riiznych moznosti, ale celkem je 28 > 27 moznych voleb falesné mince. Proto,
at délame co délame, pii dvou riznych volbach falesné mince musime odpovédét stejné,
takze jednou Spatné. O

Ulohy k feSeni
(8.7.1) Dokazte, Ze pro kazdé piirozené n je ¢islo n® — n délitelné Sesti.

(3.7.2) Od jaké hodnoty n plati nerovnost (Z) < (g) ? Dokazte, ze pak uz uvedend nerovnost
je stale platna.

(3.7.3) Dokazte vztah:
(7’) <T + 1) (7’ + 2> (n — 1> <n> (n + 1>
+ + o+ + =
r r r r T r+1

*(8.7.4) Dokazte nerovnosti:

o we(25)

*(8.7.5) Dokazte platnost nésledujiciho vztahu pro vSechna p¥irozend n > 1:

n

> (@i-1)-3=(m-1)-3""+3

=1

Navod: Nejsnadnéjsi je diikaz matematickou indukci. Podivejte se, jaky ¢len pribude vlevo,
pokud se n zvysi na n + 1, a o kolik se pak zvétsi prava strana.
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4 Relace a zobrazeni

Uvod

Pro hlubsi studium diskrétni matematiky je dale nezbytna jista uirover formalizace pojmiu

a vztahii. Dostavame se totiz do modernéjsich oblasti oboru, kde jiz nevystacime jen s jed-
noduchymi kombinatorickymi predstavami o vybérech ¢i sefazenich prvki, ale potiebujeme
presné vyjadreni riznych vztahti mezi objekty. K tomu si definujeme pojem relace a jejich
specialnich pripadii usporadani a ekvivalence.

Dale se budeme vénovat formalizaci pojmu zobrazeni a jejich skladani. Diilezitym druhem
zobrazeni pro nas je tzv. bijekce jedné mnoziny na druhou — zobrazeni jednoznacné prirazujici
prvky prvni mnoziny na prvky druhé mnoziny a naopak. Specialné si tak ukazeme jiny mozny
pohled na permutace jako na bijekci mnoziny na sebe. Zavérem jesté uvedeme princip inkluze
a exkluze uzivany pro urceni poctu prvki ve sjednoceni mnozin, které nejsou disjunktni.

Cile
Cilem této lekce je vysvétlit studujicimu formalni pojmy relace, usporadani a zobrazeni a
Jjejich pouziti k popisu riiznych matematickych vztahi. Prezentovany formalizmus je nezbytny

pro hlubsi studium diskrétni matematiky. Mimo to je zde popsan princip inkluze a exkluze
mezi mnozinami.

4.1 Pojem relace

Pro pripomenuti: Kartézski soucin dvou mnozin je mnozinou vsech usporadanych dvojic
vybranych po slozkach z téchto mnozin, tj.

Ax B={(a,b):a€ Abe B}.

Definice 4.1. Relace R na mnoziné A
je libovolna podmnozina kartézského souéinu A x A = A2, tj.

R C A%

Takto definovana relace se také rozsitené nazyva bindrni relace.

Piseme bud (z,y) € R, nebo zkracené xRy (tfeba x =y, x < y).
Komentaf: Jak jiz ndzev napovida, relace se vyuzivaji k popisu vztahd mezi prvky mnoziny
(objekty). Dobfe si uvédomme, Ze dvojice prvkt bud v relaci je nebo neni, tfet{ moznost neni

pripustna. Binarni relace mluvi o usporadanych dvojicich prvkia. V obecnosti se vSak mize
relace tykat i n-tic prvka, jak ukazuje dalsi definice.

Definice 4.2. n-arnt relace S na mnoziné A
je libovolné podmnozina kartézské mocniny A", tj.

S C A"

Poznamka: Relace dokonce muze byt i mezi riznymi mnozinami, tj. jako 7' C A x B. Tomu se
vSak zde nebudeme blize vénovat.

Definice 4.3. (Binarni) relace R na mnoziné A je

e reflexivni pokud (x,x) € R pro vSechna x € A,

o symetricka pokud (z,y) € R < (y,z) € R pro vSechna z,y € A,

e antisymetrickd pokud z (z,y), (y,z) € R vyplyva x = y pro vSechna x,y € A,

e tranzitivni pokud z (z,vy), (y, 2) € R vyplyva (z,z) € R pro vSechna z,y,z € A.
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Komenta¥: Praktické piiklady relaci:

— Relace rovnosti = je reflexivni, symetricka, tranzitivni i antisymetricka.
Relace mensi < je antisymetricka a tranzitivni, < je navic reflexivni.
Relace | délitelnosti je také reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni.

— Pro priklad “manzelstvi” je typicky symetricka relace.
Vztah “ma rad” je obvykle reflexivni, ale ¢asto neni symetricky ani tranzitivni.

5

Vlastnost “siln€jsi nez” je antisymetricka a obvykle i tranzitivni.

— Prikladem viceCetnych (n-arnich) relaci je tfeba vycet vSech sehranych 11-¢lennych vybéra
muzstva na fotbal, které trenér mize z dostupnych hraca sestavit.

Ulohy k feseni

(4.1.1) Kolik usporddanych dvojic nad mnozinou {1,2,3,4,5} patif do relace rovnosti =7
(4.1.2) Kolik usporddanych dvojic nad mnozinou {1,2,3,4,5} patif do relace mensi <?
(4.1.3) Kolik uspofddanych dvojic nad mnozinou {1,2,3,4,5,6} patii do relace délitelnosti?

*(4.1.4) Mé&jme relaci soudélnosti nad pfirozenymi ¢isly, kde dvé ¢isla x,y jsou v relaci pokud
maji spolecného délitele vétsiho nez 1. Které z vlastnosti z Definice 4.3 tato relace ma?

4.2 Usporadani a ekvivalence
To jsou dva typy relaci, se kterymi se nejcastéji setkame. . .

Definice 4.4. Cdstecné usporadani <
je reflexivni, antisymetricka a tranzitivni binarni relace na mnoziné.

Pro vysvétleni, slovo “Castecné” v definici znamenad, Ze ne kazdé dva prvky lze vidy v
casteéném usporadani porovnat. To je ostatné vidét tfeba pfi relaci délitelnosti.

Déle si v§imnéme podminky reflexivity v definici, tj. Ze prvek je sim se sebou v relaci.
V praxi se této vlastnosti usporadani rika neostrd nerovnost a znaci se vodorovnou ¢arkou
pod znaménkem nerovnosti <. Pochopitelné z neostré nerovnosti snadno ziskdme ostrou
vyloucenim rovnosti a naopak také.

12
- 4/ \ ¢ 9 10 11
délitelnost: T /M

NF

Obrazek 4.1: Hasseuv diagram — standardni zptsob zobrazeni ¢astecného uspoiadani
(zde relace délitelnosti) diagramem, kde “vét$i” prvky jsou kresleny vyse nez ty “mensi”
a kde od mensich je kreslena Sipka k “bezprostfedné vétsim” prvkam (tj. Sipky, které
nevyplyvaji z tranzitivity relace).

Komenta¥: Priklady c¢astecnych usporadant:

— Relace inkluze C (podmnoziny) mezi mnozinami. Dvé mnoZziny mohou snadno byt nepo-
rovnatelné inkluzi, jako tieba {1,2} a {1, 3,4}.

28



— Relace délitelnosti | na pfirozenych ¢islech (viz také Obrazek 4.1).

— Srovnavéani “lepsich” a “horsich” poéitacii — ne kazdou dvojici lze rozhodnout. (Kli¢ovymi
kritérii jsou tfeba cena, rychlost procesoru, velikost paméti, rychlost disku, atd.)

K castecnym usporadanim se dale vztahuji nasledujici pojmy.

Definice: Rikdme, ze prvky a,b v ¢asteéném usporadani < jsou neporovnatelné, pokud
neplati ani a < b, ani b < a.

Rikdme, Ze posloupnost a1, as, ... ,a, tvoii retézec v ¢asteéném uspoiadani <, pokud
ap a2 =X ... X ay.

Prvek m je minimdlni v ¢asteéném uspofadani < mnoziny A, pokud Zadny jiny prvek
A neni mensi nez m, tj. Ve e A:x <m =z =m.

Prvek m je nejmensi v ¢aste¢ném usporadani < mnoziny A, pokud kazdy jiny prvek
A je vét§i nez m, tj. Yz € A:m < x.

Maximalni a nejvétsi prvek v ¢astecném usporadani jsou definovany analogicky k
minimalnimu a nejmensimu prvku s obracenymi nerovnostmi.

Komenta¥: Pro ilustraci:
— 0 je nejmensi prirozené ¢islo dle velikosti.

— Mezi ¢isly 3,4,5,6,7,8,9 usporadanymi délitelnosti neni zadné nejmensi, ale tfeba 3 nebo
7 jsou minimalni prvky vzhledem k délitelnosti. Na druhou stranu 6 ani 8 nejsou minimalni
prvky, protoZe 3 resp. 4 je déli (jsou “mensi”).

— Prirozena ¢isla nemaji zadny nejvétsi ani maximalni prvek dle velikosti.
Kladné racionalni ¢isla nemaji ani zadny nejmensi ani minimalni prvek.

Definice: Casteéné usporadani < je linedrni na mnoziné A, pokud 7adné dva prvky z
A nejsou neporovnatelné, neboli pokud A lze usporadat do jednoho Fetézce.
Zkréacené se linearnimu usporadani rika jen usporddani.

Komenta¥: Linearni usporadani jsou naptiklad usporadani celych ¢i realnych cisel podle

velikosti, nebo usporadani vsech slov slovnikovym zptisobem. Dtlezité je, Ze pro kazdé dva
rizné prvky musime umeét rozhodnout, ktery z nich je vétsi.

Ekvivalence

Pristi definice je velice podobnd Definici 4.4, jen vlastnost antisymetricka je nahrazena
symetricka. Tato drobné uprava velice zméni vysledné vyznéni a misto porovnavani
ruznych prvki ziskdme relaci, kterd “sdruzuje” podobné prvky (Véta 4.6).

Definice 4.5. Ekvivalence =~
je reflexivni, symetricka a tranzitivni binarni relace na mnoziné.

Obréazek 4.2: Schematické znézornéni relace ekvivalence jako rozkladu mnoZiny A na
tTidy ekvivalence.
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Definice: Mé&jme relaci ekvivalence ~ na mnoziné A. Tridou ekvivalence prvku x rozu-
mime podmnozinu definovanou jako

[z]={2€A:z~z}.

Komenta¥: Priklady ekvivalenci:
— Relace vyjadfujici mezi studenty vztah “maji stejnou znamku z DIM”.
— Relace vyjadrujici vztah mezi 1éky “obsahuji stejné uc¢inné latky”.

— Relace “synonyma v mluveném jazyce” by také méla byt ekvivalenci.

Definice: Rikdme, ze podmnoziny X1, Xs, ..., X,, mnoziny Y tvoii rozklad Y, pokud
jsou X1, Xa,..., Xy, po dvou disjunktni (tj. Zddny prvek “se neopakuje”) a jejich sjed-
noceni je uplné X, UXoU...UX,, =Y.

Véta 4.6. Ruzné tridy ekvivalence ~ na mnozZiné A tvoii rozklad A.

Dikaz: Nejprve si uvédomme, Ze ve vyétu t¥id ekvivalence vSech prvka {[~ z] :
x € A} se stejné tiidy mnohokrat opakuji — pfesnéji fe¢eno, pro kazdou dvojici a ~ b
je [~ a] = [~ b] jako mnozZiny. Pro dukaz faktu, ze rizné tiidy (bez opakovéani) tvoii
rozklad A, sta¢i ovéfit toto

d UxeA[: SL'] :A7
e a[~z|N[~y]=0prokazdd z % y.

To prvni je ziejmé z definice t¥id, nebotf x € [~ x| z reflexivity.

Druhou vlastnost dokézeme sporem — ptredpokladame, Ze néjaké u € [~ x| N [~ y].
To znamend, %e u >~ x a u =~ ¥y, coz z tranzitivity a symetrie davd = ~ y a tudiz
[~ a] = [~ . 0

Ulohy k feSeni

(4.2.1) Podivejme se na ¢astecné usporadani délitelnosti ¢isel 1,...,12 z Obrédzku 4.1.
a) Jaky je v ném nejdelsi Fetézec?
b) Je v ném nejmensi ¢i nejvétsi prvek?
¢) Kolik je tam maximélnich prvki?

(4.2.2) Na systémy vSech 5-prvkovych podmnozin mnoziny {1,2,...,12} definujeme ekviva-
lenci nasledovné: Dvé mnoziny jsou ekvivalentni, pokud maji stejné nejmensi c¢islo. Kolik
trid ekvivalence ziskame? Jak velka je nejvétsi tiida?

4.3 Funkce, ¢i zobrazeni

Dalsim vyzna¢nym typem relace jsou zobrazeni, kterd se vétsinou jako relace ani nevni-
maji, ale z formalni podstaty relace stejné vychazeji. Premyslel ¢tenar nékdy nad tim,
jak spravné popsat vztah mezi parametrem a vyslednou hodnotou néjaké funkce? To je
pravé naplni tohoto oddilu. (Pro nés jsou v tomto textu slova “funkce” a “zobrazeni”

synonymy:.)

Definice 4.7. Zobrazeni (funkce) z mnoziny A do B
je takovou podmnozinou kartézského soucinu f C A x B, ve které plati, Ze pro kazdy
prvek x € A existuje pravé jediny prvek y € B pro ktery (z,y) € f.
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Zobrazeni zapisujeme obvykle symbolicky
f:A— B
a druhy prvek dvojice jednoduse jako

y=f(z).
Komenta#: Pro pfiklady zobrazeni nemusime chodit daleko:

— Kilasické analytické funkce z R — R jako y = 22, y = sin(z), ...
Také funkce s vice parametry tieba z R x R — R jako z =z 4+ y, z = 22%. ..

— Funkce ze vSech studentt, kde kazdému je pfifazen jeho nejlepsi kamarad.

— Funkce pfifazujici jménu souboru v adresafi jeho umisténi na disku (inode).
Definice: Funkce f: A — B je
e prosta (injektioni) jestlize x # y € A implikuje f(x) # f(y),
e na (surjektivni) jestlize pro kazdé z € B existuje x € A, ze f(x) = z,
e vzajemné jednoznacna (bijektioni) jestlize je prostd a na.

Bijektivni funkce budou pro nas mit zvlastni vyznam, jak si nyni priblizime.

Poznamka o isomorfismu:

Casto se setkdvame s diskrétnimi strukturami, které jsou sice jinak prezentované ¢ pojmeno-
vané, ale ve své podstaté jsou stejné — prvky jedné lze prevést bijekci na prvky druhé bez zmény
vlastnosti. To vyjadiujeme slovem isomorfni.

Napiiklad mnozina {1,...,n} mé stejné mnoho podmnozin jako mnozina {n + 1,...,2n},
protoZe mezi prvky existuje snadnd bijekce predpisem b(i) = i +n. Co vic, i ¢dsteénéd uspofadani
téchto systémtt podmnozin inkluzi jsou si isomorfni pies rozsifenou bijekci b*(X) = {i+n:i €
X}

Jinym piikladem je tfeba relace délitelnosti na mnoziné {1,2,3,4,6,9,12, 18,36} — ta je
isomorfni délitelnosti na mnoziné {1,2,4, 5,10, 20,25,50,100} v bijekci p, kterd v prvociselném
rozkladu nahradi prvoéislo 3 prvoécislem 5, tieba p(1) = 1, p(3) = 5, p(6) = 10, p(9) = 25, ...

4.4 Skladani zobrazeni; Permutace

Dilezitym a uzitenym atributem zobrazeni je moznost jejich vzdjemného skladani za
sebou. To je definovano zcela prirozené (jako uz znate u slozenych funkci z analyzy).

Definice: Méjme zobrazeni (funkce) f : A — B a g : B — C. Pak jejich sloZenim
rozumime zobrazeni (g o f) : A — C definované

(g0 f)x) = g(f(x)).

Poznamka: Misto vySe definovaného zptisobu sklddéni zobrazeni se také Casto piSe sloZeni jako
(fg) asklada se “naopak” (fg)(z) = g(f(x)). Proto je tfeba vzdy ujasnit, ktery zptsob skladani
pouzivame!

Pro zbytek tohoto oddilu se zaméfime na permutace coby zobrazeni.

Fakt: Nechf permutace m na mnoziné [1,n] je urena sefazenim (pi,...,p,). Pak 7 je
také bijektivnim zobrazenim [1,n] — [1,n] definovanym ptedpisem (i) = p;. Navic lze
permutace skladat jako zobrazeni podle vySe uvedené definice.
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Fakt: VSechny permutace mnozZiny [1,n] spolu s operaci skladani tvofi grupu, zvanou
symetrickd grupa Sy.

Poznamka: Permuta¢ni grupy (podgrupy grupy vSech permutaci) jsou velice dilezité v algebie,
nebot kazda grupa je isomorfni nékteré permutaéni grupé.

V kontextu pohledu na skladani zobrazeni si zavedeme jiny, vhodné&jsi, zptsob zapisu
permutaci — pomoci jejich cyklu.

Definice: Necht 7 je permutace na mnoziné A. Cyklem v 7 rozumime posloupnost

(a1,as,...,a) ruznych prvka A takovou, ze w(a;) = a;41 proi =1,2,..., k—lam(ag) =
aj.
Pfitom, jak nézev napovida, v zapise cyklu (aq,as, ..., ax) neni dilezité, kterym prvkem

zafneme, ale jen dodrzeni cyklického poradi. Cyklus v permutaci mize mit i jen jeden
prvek (zobrazeny na sebe).
Komenta¥: Nakreslete si (vAmi zvolenou) permutaci m obrazkem, ve kterém vedete Sipku
vzdy od prvku i k prvku 7 (7). Pak uvidite, Ze cykly dle nasi definice jsou pravé cykly tvorené
Sipkami ve vasem obrazku. S timto grafickym zobrazenim pro véas nebude problém pochopit
nasledujici tvrzeni.
Napiiklad permutaci 5,3,4,8,6,1,7, 2 si 1ze obrazkem nakreslit takto:

&
(®) (&) (@)
N A
s V %
@) (5) (2) ()
> >

Lema 4.8. KazZdou permutaci na koneéné mnoziné A lze zapsat joko sloZeni cykli na
disjunktnich podmnoZindach A.

Dikaz: Vezmeme libovolny prvek a; € A a iterujeme zobrazeni ay = 7(aq), atd.,
az se dostaneme zpét k aj. (To se musi stat, jelikoz je A kone¢nd.) Tak ziskdme prvni
cyklus (aq,...,ax). Stejné pokra¢ujeme s hleddnim dalsich cykli ve zbylé mnoziné A \
{al,...,ak}. g

ZnaZeni permutaci cykly: Nechf se permutace m podle Lematu 4.8 skladd z cykla
(a1,...,ax), (b1,...,b) a tfeba (c1,...,¢n) (nebo i libovolny jing pocet cyklu). Pak
zapiseme
™ = (al,...,ak)(bl,...,bl)(cl,...,cm).
Komenta¥: Pro ilustraci. Vezméme 7-prvkovou permutaci 5,3,4,2,6,1,7. Ta se rozkldda
na tii cykly (1,5,6), (2,3,4) a (7). Jind permutace 3,4,5,6,7,1,2 ma jediny cyklus
(1,3,5,7,2,4,6).
Nyni uréime sloZeni téchto dvou permutaci (zapisem cykly):

(1,5,6)(2,3,4)(7) o (1,3,5,7,2,4,6) = (1,4)(2)(3,6,5,7)

(Nezapominejme, Ze prvni se ve slozeni aplikuje pravd permutace! Postup skldadani jsme
pouzili nasledovny: 1 se zobrazi v permutaci vpravo na 3 a pak vlevo na 4. Déale 4 se zobrazi
na 6 a pak na 1. Tim jsme uzavieli prvni cyklus (1,4). Déle se 2 zobrazi na 4 a pak hned
zpét na 2, tj. ma samostatny cyklus. Zbyly cyklus uréime analogicky.)

Ulohy k feSeni
(4.4.1) V zédpise permutaci cykly naleznéte sloZeni téchto dvou permutaci:

(1,2,5,6)(3,4) o (1,3,4,5,6)(2).
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(4.4.2) Kolikrat musime permutaci (1,2, 3)(4, 5) slozit samu se sebou, abychom dostali iden-
tickou permutaci? (Kterd zobrazi kazdé ¢islo na sebe sama.)

*(4.4.3) Kolik je permutaci n-prvkové mnoziny s jedinym cyklem?

4.5 Princip inkluze a exkluze

(Nékdy také nazyvan “princip zapojeni a vypojeni’...)
Nasledujici dilezity mnozinovy princip ¢asto vyuzivame v jednoduchych aplikacich,
aniz si to uvédomujeme.

C

Obrazek 4.3: Prinik dvou a tfi mnozin — pro ilustraci inkluze a exkluze.

Véta 4.9. Pocet prvku ve sjednoceni dvou ¢i t7i mnozin spocitdame:
|AUB|=|A|+|B| - |AN B
[AUBUC|=|A|+|B|+|C|—|ANnB|—|ANC|—|BNnC|+|ANnBNC|

Piiklad 4.10. Podivejme se na typické pouziti principu inkluze a exkluze.

Mezi studenty mé 15 na svém pocitaci M$ Windows a 17 Linux. Pfitom 6 z nich m4 oba
systémy zaroven. Kolik studentd méa aspon jeden z téchto systému?

WUL|=|W|+|L| - |WNLl =15+17—6 = 26

Necht jesté navic 5 studentt ma na svém pocita¢i FreeBSD. Pfitom jeden student ma vSechny
tfi systémy dohromady a dalsi 2 maji Linux a FreeBSD najednou. Kolik studenttt ma aspon
jeden z téchto tfi systéma?

[WULUB|=|W|+|L|+|B|—|WNL —|WnB|—|BNL|+|WNLNB| =
=15 +17+5—- 6 — 1 — 3 + 1=28
O

Komenta¥: Zajemci o doplrniujici studium si mohou promyslet obecny princip inkluze a ex-
kluze pro vice mnozin, jak je symbolicky zapsany zde:

LnJAj = ) (=pr

P£IC{1,...,n}

(4

icl

(Jeho znalost nebude v pfedmétu vyzadovéna.)

Ulohy k feseni
(4.5.1) Mezi 30 zaky ve tridé jich 10 hraje fotbal a 20 déla jiny sport. Z toho ale 5 zaku
hraje soucasné fotbal a jesté déla jiny sport. Kolik zaku celkem sportuje?

(4.5.2) Ze 1000 televizi jich pfi prvni kontrole na vyrobni lince ma 5 vadnou obrazovku, 10
je poskrabanych a 12 ma jinou zavadu. Pfitom 3 televize maji soucasné vSechny tfi vady
a 4 jiné jsou poskrabané a maji jinou vadu. Kolik televizi je celkem vadnych?
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Rozsirujici studium

Problematika relaci, funkci a usporadani je obsahle popsana ve vétsiné ucebnic algebry.
Pro nase ucely staci zjednoduseny pohled, ktery je prezentovan tieba v [5, Oddily 1.4,5,6,7].
Princip inkluze a exkluze (ktery je v kombinatorice velmi diilezity) je obsahle popsén v [5,
0ddil 2.6].

4.6 Cviceni: Priklady na relace a jiné

Priklad 4.11. Kutil Tom mé v dilné strasny nepordadek. V jedné bedynce ma po-
michané sroubky a matky vSech moznych prumeéria. Definujme si nyni relaci P, ve
které je kazdy sroubek a kazda matka v relaci sam se sebou (reflexivni). Navic jsou
v relaci P symetricky vsechny dvojice sSroubek—matka, které do sebe piesné pasuji.
Zdtivodnéte, pro¢ relace P nemusi byt v obecnosti relaci ekvivalence. Za jakych do-
datecnych podminek je P relaci ekvivalence?

Definovana relace je reflexivni a symetricka. Problémy jsou vsak s tranzitivitou. Dva
rizné Sroubky mohou pasovat do stejné matky, takze by podle tranzitivity mély také
byt v relaci, ale tak tomu neni. Stejny problém nastava se dvéma matkama pasujicima
na stejny sroubek.

Pro druhou ¢ast se podivejme, jak vyse uvedené problémy muzeme vyloucit. Staci
pozadovat, aby k jednomu Sroubku pasovala nejvyse jedna matka a naopak. Pak defino-
vana relace bude i tranzitivni a bude to ekvivalence. O

Priklad 4.12. Na mnoziné vsech prirozenych ¢isel od 0 do 1000 definujeme binarni
relaci R néasledovné: (a,b) € R pravé kdyz plati
a) —1<a®-b% <4,

b) 0 < a—b<1 nebo ¢islo a je trojnasobkem ¢isla b,

¢) 0 <a—b<1 nebo ¢slo a je polovinou ¢isla b,

Odpovézte, jaké viastnosti relace R ma: je reflexivni, symetricka, antisymetricka,
tranzitivni? Pokud nékterou z téchto vlastnosti relace R nema, napiste konkrétnimi
Cisly protipriklad.

a) Neni tézké zjistit, Ze v relaci jsou vSechny dvojice (x,z), tedy je to refle-
xivni relace. Dale zjistime, Ze mimo reflexivnich dvojic jsou v relaci R uZ jen dvojice
(0,1),(1,0),(2,0),(2,1). Hrubou silou (probranim téchto par dvojic) pak ovéfime, ze
relace je i tranzitivni. Pro protipfiklad, Zze R neni symetrickd, mame (2,0) € R, ale
(0,2) € R. Jelikoz dale (0,1),(1,0) € R, ale 0 # 1, neni R ani antisymetricka.

b) Tato relace je opét reflexivni. Jinak (9,3),(3,1) € R, ale (9,1) ¢ R ani (1,3) ¢ R,
takze R neni tranzitivni ani neni symetrické. Po chvilce zkoumani také prijdeme na to,
ze z (a,b) € R vyplyva a > b, takze R je antisymetricka.

c) Tato relace je opét reflexivni. Zadnou z dalsich jmenovanych vlastnosti nemé, jak
zjistime z toho, ze (1,2),(2,1) € R, ale 1 # 2, déle (3,2) € R, ale (2,3),(3,1) ¢ R. O

Priklad 4.13. 8 dévéat a 5 chlapcii sedi okolo kulatého stolu rozesazeni tak, ze ¢tyii
dévcata jsou vedle sebe a jinak se pak stridaji chlapec-dévée. Na povel se vyméni
podle nasledujiciho schématu: Kazdy chlapec se presune na misto nejblizsiho chlapce
po jeho pravici, kazdé dévce se piesune na misto nejblizsiho dévcete po jeho levici.
Po kolika opakovanich této vymény se vrati rozesazeni u stolu piesné do vychoziho
stavu? Zdivodnéte.

Ze zadani se jedna o permutaci pfisedicich u stolu, kterd mé prave dva cykly — jeden
o 5 chlapcich a druhy o 8 dévéatech. Chlapci se dostanou na sva mista vzdy po nasobku
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péti presunech, dévéata po poctu presund, ktery je ndsobkem osmi. Jelikoz 5 a 8 jsou
nesoudélnd, nejmensi spoleény nasobek je 5 -8 = 40 presunt. (Pfi feSeni viibec nezalezi,
jak vlastné u stolu sedéli, dilezité je jen existence dvou cykli v permutaci.) O

Priklad 4.14. Kolika nulami kon¢i desitkovy zapis 33! ?

Tento piiklad nezapada do zddného zatim probraného schématu, ale mé své kouzlo a
vztah k diskrétni matematice. NepokousSejte se ¢islo 33! spocitat na vasi kalkulacce, jeji
rozsah na to nestaci. Misto toho se zamysleme, jak v soucinu 1-2-...32-33 vznikaji nuly
na konci. Jisté vite, ze ¢islo 10 ma prvociselny rozklad 2 - 5, takze jakmile se v nasem
soucinu objevi v rozkladu prvodisla 2 a 5, na konci za né pfibude jedna nula.

Ukol tedy vlastné zni, spoéitat, kolikrat se v prvociselném rozkladu soucinu 1 -2 -
...32 - 33 vyskytuji prvodisla 2 a 5. Zrejmé se prvocislo 2 vyskytuje mnohem castéji,
takze budeme pocitat pétky. Ty jsou po jedné v ¢initelich 5,10, 15,20, dvé v 25 a opét
jedna v 30. To je vse. Takze ¢islo 33! kon¢i 4 4+ 2 + 1 = 7 nulami. O

Ulohy k feseni

(4.6.1) Na mnoziné vsech slov-fetézcii nad béznou abecedou definujme relaci ndsledovné:
Slovo x je v relaci se slovem y pokud je y obsazeno jako podretézec v x. O jaky znamy
typ relace se jedna? Zdivodnéte.

(4.6.2) Na mnoziné vsech slov-fetézcii nad béznou abecedou definujme relaci ndsledovné:
Slovo z je v relaci se slovem y pokud Ize = ziskat z y jen pfehdzenim pismen. O jaky
znamy typ relace se jedna? Zduvodnéte.

(4.6.3) Mezi viemi studenty VSB (obojiho pohlavi) definujeme nasledujici relaci: Dva stu-
denti jsou v relaci, pokud maji
a) stejny rok i stejny mésic narozeni,
b) stejny rok narozeni nebo rizné pohlavi,
¢) stejny mésic narozeni nebo stejné pohlavi,
d) stejny rok narozeni a stejné pohlavi.
Jaké vlastnosti mé tato relace (jako reflexivni, symetrickd, antisymetrickd, tranzitivni)?
Jedna se tieba o ¢astecné usporadani nebo o ekvivalenci?

*(4.6.4) Mezi vSemi studenty na piednasce DIM definujeme ndsledujici binarni relaci: Kazdy
student je v relaci sam se sebou, tj. je to reflexivni relace. Kazdy student A je v relaci s
jinym studentem B, pravé kdyz B sedi

a) ve stejné fadé nalevo od A,

b) ve stejné fadé jako A nebo v fadé hned za A,

¢) v posledni Fadé (nezalezi, kde sedi A),

d) v nékteré fadé pied A.

Jaké vlastnosti mé tato relace (jako symetrickd, antisymetrickd, tranzitivni)? Jednd se
tieba o ¢dstecné uspoiadani nebo o ekvivalenci? Vasi odpovéd dobre zdiivodnéte.

*(4.6.5) Na mnoziné vSech piirozenych ¢isel od 0 do 1000 definujeme bindrni relaci R nd-
sledovné: (a,b) € R pravé kdyz cislo (a + 2b) je délitelné tfemi. Zjistéte, jaké vlastnosti
relace R ma. Jedna se tieba o ekvivalenci nebo usporadani?

(4.6.6) Z kolika cykli se skladé tato permutace? 7,2,3,6,4,5,1

(4.6.7) Slozte dvé permutace (1,4,6,5,7)(2)(3) o (1,7)(2)(3)(4,6,5) v zdpise cykly.

(4.6.8) Slozte dvé permutace (1,4,5,6,7)(2)(3) o (1,7)(2,3)(4,6,5) v zdpise cykly.

(4.6.9) Slozte dvé permutace (1,2,3,4,5)(6,7,8) o (2,3,4,5,6,7)(1,8) v zdpise cykly.

(4.6.10) Méjme néjaké dvé permutace mnoziny [1,9], kazdou slozenou z jediného cyklu.
Kolik nejvice cyklii miize obsahovat permutace vznikla jejich slozenim?

(4.6.11) Kolika nulami konc¢i desitkovy z&pis 66! 7

(4.6.12) Jaka je posledni nenulova ¢islice 33! ?

Névod: Obdobné Piikladu 4.14 vytknéte z rozkladu 33! prvocinitele 2 - 5 (jen v paru!) a ze
zbylych ¢initel stac¢i vynasobit posledni ¢islice.
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*(4.6.13) Jakd je posledni nenulovd éislice ve “slozeném” kombina¢nim d¢isle

(%0))) :

5 Algoritmizace diskrétnich struktur

Uvod

Na zavér prvni c¢asti naseho ucebniho textu zarazujeme dopliikovou lekci, ktera nefor-
malné popisuje programatorskou implementaci nékterych drive prezentovanych diskrétnich
struktur a koncepti. Ukazeme, jak Ize implementovat posloupnosti, mnoziny, relace a zob-
razeni, jak je mozno pocitacové generovat rizné typy vybéri, atd. Také se zminime o gene-
ratorech nahodnych ¢isel.

Ukazky programovych kodi zde nejsou vycerpavajici ani jediné mozné, jsou to jen jed-
noduché navody, jak by se s predvedenymi strukturami mohlo v pocitacovych programech
pracovat. (Samoziejmé mohou existovat jiné a tfeba i lepsi implementace, nez jsou popsany

zde.)

Cile

Cilem této lekce je ukazat ¢tenari praktické programové implementace nékterych diskrét-
nich struktur a béznych zakladnich algoritmii nad nimi. Jedna se skutecné jen o zakladni
priklady, nikoliv o vycerpavajici prehled.

5.1 Programova implementace struktur

Nejprve se podivame na implementace zakladnich struktur posloupnosti, zobrazeni a
obecné binarni relace. (Implementaci mnozin pro jejich $irsi zabér ponechdme do samo-
statného oddilu.)

Posloupnost (ag,aq,...,a,) implementujeme obvykle jako jednorozmérné pole a[ 1,
kde a[i] = a;.

Zobrazeni f: A — B implementujeme tieba obdobné jako posloupnost — pokud A =
{ai,...,an} a B = {by,..., by}, pouzijeme pole £[ 1, ve kterém f[il=j vyjadiuje
f(ai) = b;.

Poznamka: Takova implementace se velmi hodi, pokud pfimo zobrazujeme ¢isla, pro jiné ob-
jekty vsak jesté musime “preklddat” prvky z A ¢ B na jejich indexy, coz muze byt obtizné.
Pak se 1épe hodi riizné pokrocilé datové typy jako hasovaci tabulky, atd. .. (Viz také imple-
mentace mnozin.)

Binarni relace R na mnoZiné A se nejpfirozenéji implementuje pro A = {a1,...,a,}
dvourozmérnym polem (matici) r[ 1[ 1, ve kterém je r[i] [j1=0 pokud (a;,a;) € R
ar[il [j1=1 pokud (a;,a;) € R.

Piiklad 5.1. Permutace: Pro ukazky operaci se zobrazenimi se soustiedime v prikladech
na permutace, které lze vidét jako bijektivni zobrazeni p[ 1 mnoziny {0,1,...,n — 1} na

sebe.

a) Otestovat, zda zobrazeni p[ 1 je skute¢né permutace, mizeme rychle takto (vlastné jen
zjistujeme, zda zobrazeni je na):
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for (i=0; i<n; i++) wulil = 0;

for (i=0; i<n; i++) ulpl[il]l = 1;

for (i=0; i<n; i++) if (ul[i]l!'=1)
printf ("Neni permutace!");

(Pole ull znadi, na ktery prvek se uz néco zobrazilo.)
b) Skladéni dvou permutaci p[ 1, ql 1 jako zobrazeni se realizuje:
for (i=0; i<n; i++)

r[i] = qlpl[il];

c) Vypis vSech cykli n-prvkové permutace p[ ] ziskdme tfeba kédem:
for (i=0; i<n; i++) wul[i] = 0;
for (i=0; i<n; i++) if (ul[i]l==0) {
printf ("\ncyklus: %d",i); uli] = 1;
for (j=plil; j'!'=i; j=pl[jl)
{ printf(",%d",j); uljl =1; }
}

(Pro vysvétleni algoritmu, pole ul] zde znadi, ktery prvek jsme jiz v nékterém cyklu vy-
psali. Druha smycka vzdy hleda prvni nevypsany prvek x a pak zac¢ina vypisovat iterativné
novy cyklus obsahujici , dokud se iteraci zobrazeni p[] nedostane zpét do z.)

d

Piiklad 5.2. Relace: Méjme pro tento piiklad bindrni relaci R na mnoziné {0,1,...,n—1},
reprezentovanou dvourozmérnym polem r [] []1 jako vyse.

a) Otestovat, zda relace r je symetrickd, je velmi jednoduché:
for (i=0; i<n; i++) for (j=i+1l; j<n; j++)
if (r[i]1[j1!'=r(jI1[i]) {
printf ("Neni symetricka!");
return -1;

}

b) Test tranzitivity dané relace lze provést tfeba takto:
Vi, g, k:orlilg] A rlj]lk] = rld[k]
for (i=0; i<n; i++) for (j=0; j<n; j++) {

if ('r[i]1[j]1) continue;

for (k=0; k<n; k++) {
if (!r[j1[k]) continue;
if (r[i]l[k]) continue;
printf ("Neni tranzitivni!");
retrun -1;

}

e Dalsi zakladni operace se zobrazenimi nebo relacemi by se implementovaly analogicky,

nemélo by to, s pouzitim zdejsich prikladti, ¢init velké potize. -

5.2 Implementace mnozin

vvvvv

z jejich principidlni neusporadanosti — nevime totiz, kde “ktery prvek ulozit” a kde jej
pak zase jako prvek mmnoziny najit. Proto se pouzivaji rtizné postupy jak s pevnym
umisténim prvkia (kdy se vSak velmi plytva paméti pro potencialni prvky, které zatim
prvky mnoziny nejsou), tak i s proménnym umisténim prvki (kdy je zase obtizné prvek
v mnoziné vyhledat).
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Charakteristicka funkce podmnoziny:

Predpokladem je, ze pfedem zname celé univerzum U, ze kterého jsou nase prvky
vybirany. Necht U = {uq,...,u,}, pak podmnozinu X C U/ implementujeme jako

pole x[ 1, kde x[i]=1 pro u; € X a x[i]=0 jinak.

Zde se velmi snadno hledaji prvky mnoziny, sjednoceni je funkci OR, prunik funkci
AND. . .Velkou nevyhodou je v8ak pouZitelnost jen pro mald univerza U!

Seznam prvkii mnoziny:

Mnozinu X implementujeme jednoduchym seznamem vSech jejich prvku. Pokud je
seznam prvki X ulozen v poli x[ ], pak mizeme psat

X = {x[1],x[2],...,x[k]} pro pole x[ ] délky k.

Implementace je vhodna i pro velmi velkd a pfedem neurcend univerza. Casto je
lepsi misto pole pouzit dynamicky spojovy seznam prvku, pak lze snadno pridavat
a vypoustét prvky kdekoliv v seznamu. Nevyhodou je, ze vyhleddni prvku mnoziny
(obvykle nejéastéjsi pozadovand operace) je zdlouhavé — musi se projit cely seznam.

Usporadany seznam prvkt mnoziny

Jedna se o variantu predchozi implementace, kdy prvky v seznamu jsou navic linearné
uspoiadany podle pfedem daného klice, tieba dle velikosti v pfipadé ¢isel, nebo dle
abecedy u jmen, atd. Hlavnim pfinosem je moznost bindrniho vyhleddvdni prvkia v
mnoziné metodou puleni intervalu v seznamu (viz Ptiklad 5.4).

Pokrocilé datové struktury jako stromy, haldy, hashovaci tabulky a jiné uz nepatii do
této lekce. ..

Priklad 5.3. Sjednoceni dvou mnozin danych poli prvkia al[]l,b[] do pole c[]:

for (i=0; i<n; i++)
cli] = alil;
for (i=0,k=n; i<m; i++) {
for (j=0; j<n; j++)
if (b[il==al[j]) break;
if (j<n) continue;
clk++] = blil;

Priklad 5.4. Binarni vyhledavani ¢isla k v usporadaném poli p[ 1 délky n:

a=0; b=n1;

while (a<b && plal'=k) {
c = (a+b)/2;
if (plcl<k) a = c+1;
else b = c;

}

if (plal!=k) printf("Cislo k neni v seznamu.");

Vsimnéme si, ze oproti béznému vyhledavani projitim vSech prvka zde udéldme pouze
[logy n] vyhledavacich kroki. O
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5.3 Generovani vybérua

Castym programéatorskym tikolem je prochazet viechny mozné vybéry urcitého typu. My
si zde ukazeme netrividlni postupy, jak prochazet zobrazenimi, variacemi a kombinacemi
z predem danych prvki.
Jednoduché prochazeni dvojic (trojic, atd...):
VsSechny uspotfaddané dvojice indexii i, j projdeme jednoduse dvoji smyckou
for (i=0; i<N; i++) for (j=0; j<N; j++)
(kde nékdy musime oSet¥it zvlast ptipad i=j).

Vsechny neusporadané dvojice projdeme podobnou smyckou

for (i=0; i<N; i++) for (j=i+1l; j<N; j++)
Prochazeni vSech zobrazeni

Priklad 5.5. VSechna n* zobrazeni k-prvkové do n-prvkové mnoziny
map: {0,1,..., K -1} — {0,1,...,N —1}
projdeme jednoduse kédem:

int i,j, mapl[K];
map[i = 0] = -1;
while (i>=0) {

if (++map[i]>=N)

{ i--; continue; }
if (++i<K)
{ map[i] = -1; continue; }

// zpracujeme zobrazeni i -> map/[i]
i-—;

Podivejme se blize na tento kéd, ktery vlastné emuluje rekurzivni volani vybéra jednot-
livych prvki (je to tak vyrazné efektivngjsi). Jingmi slovy, misto abychom volili smyc¢kou
obraz prvniho prvku map[0], pak se zanofili do rekurze a v ni volili obraz druhého prvku
map[1], atd., tak se pohybujeme v jednom cyklu v proménné “Grovni vnoreni” i (od 0 do
k — 1) a vybirdme vzdy obraz map[i].

Pro kazdou volbu map[i] testujeme:

e Zda uz prekrocila rozsah N, pak se vracime na ptredchozi troven.

e Zda uz byla posledni volba K-tého obrazu, jinak na dalsi troven.
Prochazeni vSech variaci

Priklad 5.6. Vsechny k-prvkové variace (bez opakovani) z n prvka projdeme nésledovné:

int i,j, select[K];
select[i = 0] = -1;
while (i>=0) {
if (++select[i]>=N)
{ i--; continue; }
for (j=0; j<i; j++)
if (select[i]==select[j]) break;
if (j<i) continue;
if (++i<K)
{ select[i] = -1; continue; }
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// zpracujeme variaci (select[0],...,select[K-1])
i--;
}
Obdobné Prikladu 5.5; pro kazdou volbu map[i] zde testujeme:
e Zda uz prekrocila rozsah N, pak se vracime na ptfedchozi tirovei.
e Zda se neopakuje predchozi prvek volby, jinak vybér preskocime.

e Zda uz byla posledni volba K-tého obrazu, jinak na dalsi Groven.
Prochazeni vSech kombinaci

Piiklad 5.7. Projdeme vSechny k-prvkové kombinace (bez opakovani) z n prvki.

Tento algoritmus je velice podobny predchozimu Prikladu 5.6, jenomze nyni vSechny
vybéru uz generujeme jednoznacné sefazené podle velikosti, a proto kazda kombinace vyjde
jen jednou (a ne v riznych poradich jako vySe u variaci).

int i,j, select[K];
select[i = 0] = -1;
while (i>=0) {
if (++select[i]>=N)
{ i--; continue; }
if (++i<K) {
select[i] = select[i-1]; /* zde serazene! */
continue;

}

// zpracujeme kombinaci (select[0],...,select[K-1])
i-—;

(VSimnéme si, Ze uZ neni t¥eba testovat opakované vybéry, protoZe prvky generované
kombinace jsou ostie sefazené.) O

5.4 Generatory nahodnych déisel

Neboli skutecné generovani ndhodné posloupnosti bittt v pocitaci.
Komenta¥: Kde vSude potiebujeme pouzivat ndhodnd ¢isla/bity?
— Vytvéafeni ndhodnych (velkych) privatnich kli¢t, tfeba v SSL certifikdtech.

— Pouziti ndhodného hesla pii Sifrovani SSL pfenosu (zde musi byt heslo skuteéné ndhodné,
jinak by jej mohl nepfitel uhodnout).

— Reseni kolizi pakett na ethernetu ndhodné dlouhym cekénim s pristim vysilanim.

— Vyuziti pfi pravdépodobnostnich algoritmech, které dokdzou mnohdy vyuzit ndhodné
bity pro vyrazné statistické urychleni béhu vypoctu.

— Pri statistické analyza algoritmu a realnych procest, riazné modelovani chaotickych fyzi-
kalnich déju, atd.

40



Typy ndhodnych generatori

Primitivni pseudonahodné generatory
vyuzivaji aritmetické vzorce typu

z:=(A-2+ B) mod C,
které se poradd dokola iteruji a vybrané bity x vytvafeji posloupnost.

Nevyhody — velka zavislost biti na sob€ a snadna predvidatelnost.

Pseudonahodné generatory s vnéjsim vstupem
vyuzivaji podobné vzorce jako predchozi typ, ale navic pridavaji vstupy z okolnich
fyzickych procesi (jako prodlevy stiski klaves, zpozdéni operaci disku, statistika si-
tovych pakett, atd.).

Problémy — zavislost na okoli a ovlivnitelnost vnéjsimi podminkami, také velka “cena”
kazdého bitu.

Hardwarové nahodné generatory
jsou zaloZzeny na rtznych kvantovych Sumech (tieba pfechodové stavy polovodiét),
které se prevadéji na posloupnost biti.

Problémy — jak prevést Sum na posloupnost uniformnich bitt, také jaka je nase diavéra
v kvantovou mechaniku.

Komenta¥: Zkuste si v Linuxu spustit >cat /dev/random’ a sledovat, co se stava po stiscich
klaves ¢i hybani mysi. . .
O jaky typ generatoru se asi jedna?

5.5 Kombinatoricka “exploze”

Pri programatorském feseni problému spjatych s diskrétni matematikou ¢asto pouzivame
algoritmy ve stylu projdi vsechny moznosti a podle nich rozhodni. V takovych piipadech
vSak Casto narazime (a hodné tvrdé!) na fenomén zvany exponenciilni kombinatoricka
exploze prohleddavanych moznosti. Jen se podivejte, jak rychle roste funkce faktorial.
(Mimochodem, tento tkaz je uz zndmy z davné historie — vzpomenime si na pohadkovy
ptibéh se zrnky obili na polich Sachovnice. . .)

Matematicky popsano, pocet prohledavanych moznosti obvykle roste néjakou “di-
vokou” exponencialni funkci, a tudiz pfi zvétSeni vstupu o 1 se potiebny ¢as vypoctu
zmnohonasobi. Pak se napriklad stava, ze vypocet pro vstup o velikosti 10 zvladne kazdy
stary Srot, ale vstup o velikosti 15 nelze spocitat ani na nejvykonnéjsich pocitacich na
svete.

Takze pozor, méjte tento fenomén na pameéti, az budete programovat procha-
zeni moznosti “hrubou silou™!

Rozsifujici studium

Pokud ma ctenar zajem o Sirsi popis algoritmické implementace diskrétnich struktur,
doporu¢ujeme knihu L. Kudery [3] nebo novy interaktivni projekt [1]. Asi nejrozsahlejsi
ucebnici vénujici se implementaci struktur a algoritmii je Knuthova [2] v angli¢tiné.
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Cast 11
Uvod do Teorie Graft

6 Pojem grafu

Uvod
Trebaze grafy jsou jen jednou z mnoha struktur v diskrétni matematice, vydobyly si svou
uzitecnosti a nazornosti tak dilezité misto na slunci, az se da bez nadsazky fFici, ze teorie

vvvvv

ucebniho textu vénuje grafiim a jejich praktickému pouziti.
Neforméalné feceno, graf se sklddé z vrcholi (predstavme si je jako nakreslené puntiky) a
z hran, které spojuji dvojice vrcholi mezi sebou. (Pozor, nepletme si graf s grafem funkce!)

Obrazek 6.1: Uvodni ukazky grafii.

Takovy graf miize vyjadrovat souvislosti mezi objekty, navaznosti, spojeni nebo toky, atd.
Své diilezité misto v informatice si grafy ziskaly dobfe vyvazenou kombinaci svych vlastnosti —
snadnym nazornym nakreslenim a zaroven jednoduchou zpracovatelnosti na pocitacich. Diky
témto vlastnostem se grafy prosadily jako vhodny matematicky model pro popis riznych, i
komplikovanych, vztahti mezi objekty.

Cile

Prvnim cilem této lekce je formalné definovat, co je to graf a jaké jsou nejzakladnéjsi
grafové pojmy. Také jsou zde uvedeny nékteré obvyklé typy grafii, jako cesty, kruznice, ¢i
uplné grafy. Piedevsim je vsak dulezité, aby ¢tenar pochopil pojem isomorfismu grafii a dobie
si jej procvicil v nasledujicim cviceni.

6.1 Definice grafu

Hned na tvod pristoupime k formalni definici grafu. Bude se jednat o zakladni definici
tzv. obycejného grafu; priCemz mozné rozsifujici definice zminime kratce v zavéru, ale
stejné se budeme prevazné zabyvat obycCejnymi grafy. V zakladni definici popisujeme
hrany mezi dvojicemi vrchold pomoci dvouprvkovych podmnozin téchto vrchold.

Definice 6.1. Graf (rozsifené obycejny ¢ jednoduchy neorientovany graf)
je usporadand dvojice G = (V, E), kde V je mnoZina vrcholi a E je mnozina hran —
mnozZina vybranych dvouprvkovych podmnozin mnoziny vrcholi.

ZnaZeni: Hranu mezi vrcholy u a v piSeme jako {u, v}, nebo zkracené uv. Vrcholy spojené
hranou jsou sousedni. Na mnozinu vrcholti zndmého grafu G odkazujeme jako na V(G),
na mnozinu hran E(G).

Fakt: Na graf se Ize divat také jako na symetrickou ireflexivni relaci, kde hrany tvori
pravé dvojice prvki z této relace.
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Poznamka: Grafy se Casto zadavaji pfimo nazornym obrazkem, jinak je lze také zadat vyctem
vrcholt a vy¢tem hran. Naptiklad:

V=1{1,23,4}, E= {{1,2}, (1,3}, {1,4}, {3,4}}
1

I

2 3 4
Bézné typy grafu
Pro snadnéjsi vyjadfovani je zvykem nékteré bézné typy grafti nazyvat popisnymi jmény.

Kruznice délky n ma n > 3 vrcholl spojenych do jednoho cyklu n hranami:

4 3

Cesta délky n mé n + 1 vrcholu spojenych za sebou n hranami:

B,
1 2 3 4 ... n n+l

Uplng graf na n > 1 vrcholech ma n vrcholi, vSechny navzajem pospojované (tj.
celkem (5) hran):

4 n

Uplnyg bipartitni graf na m > 1 a n > 1 vrcholech ma m + n vrcholfi ve dvou skupi-
nach (partitach), pficemz hranami jsou pospojované vSechny m - n dvojice z riznych
skupin:

)

Ulohy k feseni

6.1.1) Zapiseme graf vyctem vrcholii {a,b,c,d,e} a zkracenym vyctem hran
g
{ac,ba, be, cd, de}. Nakreslete si jej! O jaky typ grafu se jednd?

43



(6.1.2) Pro jakou hodnotu n je uplny graf K,, zaroveri cestou?

(6.1.3) Pro jakou hodnotu n je uplny graf K,, zdrover kruznici?

(6.1.4) Pro jaké hodnoty m,n > 0 je uplny bipartitni graf K,, , zaroven kruznici?

(6.1.5) Pro jaké hodnoty m,n > 0 tplny bipartitni graf K,, ,, neobsahuje zddnou kruznici?
(6.1.6) Kolik hran musite pridat do kruznice délky 6, aby vznikl uplny graf na 6 vrcholech?
(6.1.7) M3 vice hran tplny graf K¢ nebo tplny bipartitni graf K¢ e?

6.2 Stupné vrchola v grafu

Mame-li graf, ¢asto nas zajima, kolik z kterého vrcholu vychéazi hran-spojnic. Proto je
jednim z prvnich definovanym pojmi stupen vrcholu v grafu.

Definice 6.2. Stupném vrcholu v v grafu G

rozumime pocet hran vychazejicich z v. Stupen zna¢ime dg(v).

(Slovo “vychéazejici” zde nenaznacuje zadny smér; je totiz obecnou konvenci fikat, ze
hrana vychézi z obou svych koncti zaroven.)

Obrazek 6.2: Tento graf ma stupné vrcholi 1,2,3,4,4,4,6.

Véta 6.3. Soucet stupriu v grafu je vidy sudy, roven dvojndsobku poctu hran.

Diikaz. Pfi s¢itani stupnt vrchola v grafu zapocitame kazdou hranu dvakrat — jednou
za kazdy jeji konec. Proto vysledek vyjde sudy. O

Vlastnosti stupnua

JelikoZ v oby¢ejném grafu zvlast nerozlisujeme mezi jednotlivymi vrcholy, nemame déno
z4dné poradi, ve kterém bychom stupné vrcholtt méli psat (pokud je nepiseme pfimo do
obrazku grafu). Proto si stupné obvykle sefazujeme podle velikosti.

Zajimavou otazkou je, které posloupnosti stupni odpovidaji vrcholim skute¢nych
graft? (Napiiklad posloupnost stupmi 1,2,3,4,5,6,7 nemuze nikdy nastat.)

Véta 6.4. Necht di < ds < ... <d, je posloupnost prirozenijch cisel. Pak existuje graf
s n vrcholy stupnu
di, do,..., dy

prave tehdy, kdyz existuje graf s n — 1 vrcholy stuprid
dla d27 ey dnfdnfla dn,dn - 17 ey dn—Q - 17 dn—l —-1.

Komentaf: K pouziti Véty 6.4: Mirné€ nepiehledny formalni zapis véty znamena, Ze ze se-
fazené posloupnosti odebereme posledni (nejvétsi) stupeni d,, a od tolika d,, bezprostiedné
predchozich stupni odec¢teme jednicky. Zbylé stupné na zacatku posloupnosti se nezméni.
(Nezapomerime, Ze posloupnost je tfeba znovu sefadit dle velikosti.)

Priklad 6.5. Existuje graf se stupni vrcholi:

44



(1,1,1,2,3,4) ?
Dle Véty 6.4 upravime posloupnost na (1,0, 0, 1,2), uspofadame ji (0,0, 1,1, 2), pak znovu
v8e zopakujeme na (0,0,0,0) a takovy graf uz jasné existuje.
Na druhou stranu, jak takovy graf sestrojime? (Obvykle neni jediny, ale nds zajima asporti

jeden z nich.) Prosté obratime ptfedchozi postup, za¢neme z grafu se 4 vrcholy bez hran,
pridame vrchol stupné 2 spojeny se dvéma z nich a dalsi vrchol stupné 4 takto:

(1,1,1,1,2,3,4,6,7) ?

Podobné upravime tuto posloupnost na (1,0,0,0,1,2,3,5) a uspofddame ji
(0,0,0,1,1,2,3,5), pak znovu upravime na (0,0,—1,0,0,1,2), ale to uz pfece nelze —

stupné v grafu nejsou zaporné. Proto takovy graf neexistuje.
O

Ulohy k feSeni

(6.2.1) Kolik hran ma graf se 17 vrcholy stuprii 47

(6.2.2) Existuje graf se stupni 4,2, 3,5, 3,2, 37 Nakreslete jej.
(6.2.3) Existuji dva riizné grafy se 6 vrcholy stuprii 27

6.3 Podgrafy a Isomorfizmus

Podgraf je, jednoduSe feceno, Cast grafu, ale toto musime vyjadrit ponékud presnéji,
abychom predesli situacim, kdy by nam zbyly hrany bez vrchold. Navic jesté definujeme
indukovany podgraf, ktery z ptvodniho grafu pfebird vSechny hrany mezi vybranymi
vrcholy.

Definice: Podgrafem grafu G rozumime libovolny graf H na podmnoziné vrchold
V(H) C V(G), ktery mé za hrany libovolnou podmnozinu hran grafu G majicich oba
vrcholy ve V(H). Piseme H C G.

A

Obrazek 6.3: Co je (vlevo) a co neni (vpravo) podgraf.

Definice: Indukovanym podgrafem je podgraf H C G takovy, ktery obsahuje vSechny
hrany grafu G mezi dvojicemi vrcholt z V (H).

Pozorny ¢tenaf si mozna jiz pri ¢teni predchoziho textu polozil otdzku: Co kdyz vez-
meme jeden graf (tfeba kruznici délky 5) a nakreslime jej jednou tak, podruhé zase jinak
— je to stéle tentyz graf nebo ne? Prisné formalné feceno, kazdé nakresleni jistého grafu,
tfeba té kruznice Cs, je jinym grafem, ale pfitom bychom radi fekli, ze rtizna nakres-
leni téhoz grafu jsou “stale stejnd”. Uz jen proto, ze grafy maji modelovat vztahy mezi
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dvojicemi objekti, ale tyto vztahy prece vibec nezavisi na tom, jak si grafy nakreslime.
Pro tuto “stejnost” graft se vzil pojem isomorfni grafy.

Pro spravné pochopeni a vyuziti teorie grafi je tedy tieba nejprve dobie chapat
pojem isomorfismu grafa.

Definice 6.6. Isomorfizmus grafi G a H

je bijektivni (vzajemné jednoznacné) zobrazeni f : V(G) — V(H), pro které plati, ze
kazda dvojice vrcholi u,v € V(G) je spojend hranou v G préavé tehdy, kdyz je dvojice
f(u), f(v) spojend hranou v H.

Grafy G a H jsou isomorfni pokud mezi nimi existuje isomorfismus. Piseme G ~ H.

Fakt: Isomorfni grafy maji stejny pocet vrchola (i hran).

_ X O G

Z nakreslenych t¥{ grafii jsou prvni dva isomorfni — jsou to jen rtiznéd nakresleni “téhoz”
grafu, kruznice délky 5. (Uréité snadno najdete isomorfismus mezi nimi. Pro jednoduchost
isomorfismus zakreslete do obrazku tak, ze vrcholy prvniho ocislujete ¢isly 1 az 5 a vrcholy
druhého stejnymi ¢isly v pofadi odpovidajicim jeho bijekei.) Tteti graf jim isomorfni neni,
nebot, napfiklad, mé vrcholy jinych stupiit.

Fakt: Pokud je bijekce f isomorfismem, musi zobrazovat na sebe vrcholy stejnych stupni,
tj. dg(v) = dg(f(v)). Naopak to vSak nestaci!

Priklad 6.7. Jsou nasledujici dva grafy isomorfni?

7 <%

Pokud mezi nakreslenymi dvéma grafy hleddme isomorfismus, nejprve se podivame, zda
maji stejny pocet vrchold a hran. Maji. Pak se podivame na stupné vrcholl a zjistime, Ze oba
maji stejnou posloupnost stupnu 2,2, 2,2, 3,3. Takze ani takto jsme mezi nimi nerozlisili a
mohou (nemuseji!) byt isomorfni. Déle tedy nezbyva, nez zkouset vSechny pfipustné moznosti
zobrazeni isomorfismu z levého grafu do pravého.

Na levém grafu si pro ulehceni v§imnéme, Ze oba vrcholy stupné t¥i jsou si symetrické,
proto si bez ijmy na obecnosti mtzeme vybrat, ze nejlevéjsi vrchol prvniho grafu, oznac¢me
jej 1, se zobrazi na nejlevéjsi vrchol 1/ v druhém grafu (taky stupné tii). Oéislujme zbylé
vrcholy prvniho grafu 2,...,6 v kladném smyslu, jak je ukdzdno na nésledujicim obrazku.
Druhy vrchol stupné tfi, oznaceny 4, se musi zobrazit na analogicky vrchol druhého grafu
(pravy spodni). Pak je jiz jasné vidét, ze dalsi sousedé 2,6 vrcholu 1 se zobrazi na analogické
sousedy 2/,6" vrcholu 1’ v druhém grafu, a stejné je to i se zbylymi vrcholy 3,5. Vysledny
isomorfismus vypada v odpovidajicim znaceni vrchola takto:

6 5

2 3 O

Abychom mohli s isomorfismem graft prirozené pracovat, je potieba védét nasledujici
fakt:
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Véta 6.8. Relace “bijt isomorfni” ~ na tridé vsech grafi je ekvivalenct.

Diikaz. Relace ~ je reflexivni, protoze graf je isomorfni sdm sobé identickym zobra-

zenim. Relace je také symetrickd, nebot bijektivni zobrazeni lze jednoznaéné “obratit”.
Tranzitivnost ~ se snadno dokaze skladanim zobrazeni—isomorfismil. O

Dusledkem je, ze vsechny mozné grafy se rozpadnou na t7idy isomorfismu. V praxi pak,
pokud mluvime o grafu, myslime tim obvykle jeho celou tridu isomorfismu, tj. nezalezi
nam na konkrétni prezentaci grafu.

Dalsi grafové pojmy

Znateni: Méjme libovolny graf G.

Podgrafu H C G, ktery je isomorfni néjaké kruznici, fikdme kruznice v G.
Specialné fikame trojuhelnik kruznici délky 3.

Podgrafu H C G, ktery je isomorfni néjaké cesté, fikdme cesta v G.

Podgrafu H C G, ktery je isomorfni néjakému tplnému grafu, fikdme klika v G.

Podmnoziné vrchold X C V/(G), mezi kterymi nevedou v G viubec zadné hrany,
fikdme nezavisla mnozina X v G.

Indukovanému podgrafu H C G, ktery je isomorfni néjaké kruznici, fikdme induko-

vand kruznice v G.
6 5 6 5
| @ 4 | g 4

Komentar: 2 3 2 3

Prvni z ukdzanych grafi napriklad neobsahuje zadny trojuhelnik, ale obsahuje kruznici
délky 4, dokonce indukovanou. Druhy graf trojuhelnik obsahuje a kruznici délky 4 taktéz.
Prvni graf obsahuje cestu délky 4 na vrcholech 1,2, 3, 4, 5, ale ta neni indukovana. Indukovana
cesta délky 4 v ném je tieba 2, 3,4, 5, 6. Druhy graf tyto cesty také obsahuje, ale naopak zadna
z nich neni indukovana.

Prvni graf ma nejvétsi kliku velikosti 2 — jedinou hranu, kdezto druhy graf ma vétsi kliku
na vrcholech 3,4, 5. Nejvétsi nezdvisla mnozina u obou grafi ma 3 vrcholy 2,4, 6.

Priklad 6.9. Jsou nasledujici dva grafy isomorfni?

<7 SO

Postupovat budeme jako v P¥ikladé 6.7, nejprve ovéfime, ze oba grafy maji stejné mnoho
vrchold i stejnou posloupnost stupnt 2,2, 2,2, 3, 3. Pokud se vsak budeme snazit najit mezi
nimi isomorfismus, néco stale nebude sedét, ze? Co ndm tedy v nalezeni isomorfismu brani?
Podivejme se, ze v druhém grafu oba vrcholy stupné t¥i maji svého spole¢ného souseda, tvori
s nim trojuhelnik. V prvnim grafu tomu tak neni, prvni graf dokonce nema zadny trojuhelnik.
Proto zadané dva grafy nejsou isomorfni. O
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Poznamka: Vyse uvedené priklady ndm ukazuji nékteré cesty, jak poznat (tj. najit nebo vyloucit)
isomorfismus dvou grafi. Ty viak ne vzdy musi fungovat. Ctenaf se méize ptat, kde tedy najde
néjaky univerzalni postup pro nalezeni isomorfismu? Bohuzel vas musime zklamat, zadny ro-
zumny univerzalni postup neni znam a ma se za to, ze jedina vzdy fungujici cesta pro nalezeni ¢i
nenalezeni isomorfismu mezi dvéma grafy je ve stylu vyzkousejte vSechny moznosti bijekci mezi
vrcholy téchto grafii. (Téch je, jak zndmo, n!)

Ulohy k feSeni

(6.3.1) Jaka je velikost nejvétsi nezavislé mnoziny v tomto grafu? (Tj. nejvétsi podmnoZiny
vrcholt, mezi kterymi neni Zddné hrana.) Vyznacte tuto mnozinu.

(6.3.2) Jak4 je délka nejkratsi kruznice obsazené v grafu z Ulohy 6.3.17
(6.3.3) Jaks je délka nejdelsi cesty obsazené v grafu z Ulohy 6.3.17
*(6.3.4) Jaka je délka nejdelsi indukované cesty obsazené v grafu z Ulohy 6.3.17

(6.3.5) Dokézete najit ke grafu z Ulohy 6.3.1 neisomorfni graf, ktery m4 stejnou posloupnost
stupnii? Pro¢ neni isomorini?

(6.3.6) Kolik existuje neisomorfnich grafii s 5 vrcholy, vSemi stupné 27

6.4 Orientované grafy a multigrafy

V nékterych ptipadech (naptiklad u toku v sitich) potfebujeme u kazdé hrany vyjadfit
jeji smér. To vede na definici orientovaného grafu, ve kterém hrany jsou usporadané
dvojice vrcholii. (V obrézcich kreslime orientované hrany se Sipkami.)

Fakt: Orientované grafy odpovidaji relacim, které nemusi byt symetrické.

ZnaZeni: Hrana (u,v) v orientovaném grafu D zacind ve vrcholu u a konci ve (mifi do)
vrcholu v. Opaé¢nd hrana (v,u) je rtzné od (u,v)!

Poznémka: Navic nékdy mtzeme mluvit o tzv. multigrafech, ve kterych padaji témér vSechna
omezeni na hrany. ..

V multigrafu muze mezi dvojici vrchold vést libovolny pocet hran — tzv. ndsobné hrany, a
nékteré z nich mohou byt i orientované. Také jsou povoleny hrany, které maji oba konce totozné
— tzv. smycky. Multigrafy zminujeme jen okrajové pro tplnost, nebudeme se jimi dale zabyvat.
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6.5 Implementace graft

Méjme jednoduchy graf G na n vrcholech a zna¢me vrcholy jednoduse ¢isly V(G) =
{0,1,...,n—1}. Pro po¢itac¢ovou implementaci grafu G se nabizeji dva zakladni zptisoby:

e Matici sousednosti, tj. dvourozmérnym polem g[] [1, ve kterém g[i] [j1=1 znamena
hranu mezi vrcholy i a j.

e Vyctem soused, tj. pouzitim opét dvourozmeérné pole h[] [] a navic pole d[] stupnd
vrcholti. Zde prvky h[il [0],h[i][1],...,h[i] [d[i]-1] udavaji seznam sousedl
vrcholu 1.

Poznamka: Déavejte si pozor na symetrii hran v implementaci! To znamené, Ze pokud uloZite
hranu g[i] [j]1=1, tak musite zaroven ulozit i hranu g[j] [i]=1, jinak se dockate nepfijemnych
prekvapeni. Totéz se tyka i seznamt sousedi.

Komenta¥: Implementace matici sousednosti je hezkd svou jednoduchosti. Druha moznost
se vSak mnohem lépe hodi pro grafy s malym poc¢tem hran, coz nastava ve vétsiné praktickych
aplikaci. (Navic je implementace vyétem sousedtt vhodnd i pro multigrafy.)

Ke grafim lze do zvlastnich poli pfidat také ohodnoceni vrcholi a hran libovolnymi ¢isly
¢i znackami. . .

Rozsifujici studium

Rozsahly tvod do teorie grafi je zahrnut v [5, Kapitola 3] a navazuji na néj dalsi ¢ésti této
ucebnice. Jinym zajimavym zdrojem, tykajicim se piedevsim implementace grafii a algoritmu
na nich, mohou byt vyukové materialy piedmétu Grafové Algoritmy na VSB [7].

6.6 CvicCeni: Priklady o grafech a isomorfismu
Priklad 6.10. Existuje graf s posloupnosti stupni 1,1,3,3,3,4,4,4,6,6,6,77

Dané posloupnost je jiz setfidéna, jinak bychom ji nejprve vzestupné setridili. Podle
Véty 6.4 budeme posloupnost upravovat, pficemz vzdy v fadku vypiSeme setfidénou
posloupnost pred ode¢tenim a po odecéteni (nesetfidénou).

1,1,3,3,3,4,4,4,6,6,6,7 — 1,1,3,3,2,3,3,3,5,5,5

1,1,2,3,3,3,3,3,5,5,5 — 1,1,2,3,3,2,2,2,4,4

1,1,2,2,2,2,3,3,4,4 — 1,1,2,2,2,1,2,2,3

1,1,1,2,2,2,2,2.3 — 1,1,1,2,2,1,1,1

1,1,1,1,1,1,2,2 — 1,1,1,1,1,0,1

0,1,1,1,1,1,1 zfejmé tento graf existuje (3 samostatné hrany).

K posledni posloupnosti snadno sestrojime graf, proto i graf s pavodni posloupnosti
stupni existuje. Zpétnym pridavanim vrcholi sestrojime i ptavodni graf:
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Priklad 6.11. Najdéte vSechny isomorfni dvojice grafii v nasledujicich obréazcich tif
10-vrcholovych grafii. Isomorfni dvojice odpovidajicim zpiisobem ocislujte, u neiso-
morfnich toto zdiivodnéte.

Od L

A B C

Postupujme systematicky: Vsechny tfi grafy maji po 10 vrcholech a vSechny vrcholy
stupnt 3. Takto jsme je tedy nijak nerozlisili. Podivejme se tfeba na trojuhelniky v nich
— opét si nepomizeme, nebot Zadny z nich trojuhelniky neobsahuje. Co se tedy podivat
na obsazené kruznice C,7 Graf C jich jasné obsahuje pét, graf A po chvili zkouméani
také, ale v grafu B najdeme i pfi v§i snaze jen t¥i kruznice délky 4. (Obdobného rozdilu
si mizeme v8imnout, pokud se zaméfime na kruznice Cj5, zkuste si to sami.)

Takze co z dosavadniho zkoumani plyne? Graf B nemiize byt isomorfni zddnému
z A,C. Nyni tedy zbyva najit (o¢ekdvany) isomorfismus mezi grafy A a C. To se ndm
skute¢né podari pomérné snadno - sta¢i “prohozenim” prostiednich dvou vrcholua u grafu
A ziskat lepsi obrazek

A C

a odpovidajici bijekce je na pohled zfejmé. (Dopliite si ji spoleénym oé¢islovanim vrchola
obou grafti.) O

Priklad 6.12. Jakd je nejdelsi kruznice a nejdelsi indukovand kruznice obsaZzend v
nasledujicim grafu? Zdivodnéte.

Co se tyce nejdelsi kruznice, ta nemiize byt z principu delsi nez pocet vsech vrcholu,
tedy 10. Pritom kruznici délky 10 v zadaném grafu snadno najdeme.

Co se tyce indukované kruznice, ta musi s vybranymi vrcholy podgrafu obsahovat i
vSechny hrany mezi nimi (a pfesto to musi stale byt jen kruznice). To zfejmé zadnou
kruznici délky 10 splnéno neni. Nenajdeme dokonce ani takové kruznice délky 9 a 8§,
nejdelsi pfi trose snahy najdeme indukovanou kruznici délky 7, jako tfeba na nasleduji-
cim obréazku:
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Zavérem se zamysleme, pro¢ vlastné delsi indukovanou kruznici (nez 7) nelze v nasem
grafu nalézt. Pokud bychom, pro spor, nalezli indukovanou kruznici délky 8, tak by
musela pouzit jak ze spodniho, tak z horniho pétitthelniku po étyfech vrcholech. (Nemuze
totiz byt vSech 5 vrcholi z jednoho pétithelniku, nebot to by uz byla kruznice délky
jen 5.) Sami vSak snadnym pokusem zjistime, ze v takové kruznici budou jesté hrany
navic, tudiz nebude indukovana. |

Ulohy k feseni

(6.6.1) Existuje graf s posloupnosti stupiii 1,1,1,3,3,3,4,4,47

Navod: Pouzijte Vétu 6.4.

(6.6.2) Existuje graf s posloupnosti stupiia 1,1,1,1,1,1,1,1,6,67

(6.6.3) Kolik existuje neisomorfnich grafii s 6 vrcholy, vSemi stupné 37 Nakreslete je.

Navod: Podivejte se misto téchto grafi na jejich dopliikky — dejte hrany pravé tam, kde je
puvodni graf neméa. Tim vzniknou grafy se vSemi stupni 5 — 3 = 2.

(6.6.4) Kolik hran m4 graf s touto posloupnosti stupiii?
A:1,1,2,2,3,3,4,4,4,4,5,6,7
B:1,1,2,2,2,2,4,4,4,5,6,7
C:1,1,2,2,2,3,3,4,4,4,5,6,7

(6.6.5) Najdéte a vyznacte isomorfismus mezi nasledujicimi dvéma grafy na 7 vrcholech.

SR

(6.6.6) Vyznacte isomorfismus mezi nasledujicimi dvéma grafy na 8 vrcholech:

S

(6.6.7) Vyznacte isomorfismus mezi nasledujicimi dvéma grafy na 8 vrcholech:

S

*(6.6.8) Existuji dva neisomorfni grafy s posloupnostmi stupiiii
A: 3,3,3,3,3,3,
B: 22337
U moznosti, kde dva neisomorfni grafy existuji, je nakreslete. Pokud neexistuji, pokuste
se to spravné zdiivodnit. (Pamatujte, Ze uvazujeme jednoduché grafty, tj. grafy bez smydek
a nasobnych hran. Grafy nemusi byt souvislé.)

*(6.6.9) Najdéte mezi nasledujicimi grafy vSechny isomorfni dvojice a zdivodnéte svou od-
povéd. (Isomorfni dvojice stejné oéislujte, u neisomortnich nejdéte odlisnosti.)
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A

A B C D

Névod: Pokud vam tfeba jedno ocislovani pro isomorfismus nevyjde, musite zkouset dalsi a
dalsi a probrat tak vSechny moznosti.

(6.6.10) Jakd je nejdelsi kruznice a nejdelsi indukovang kruznice obsazena v grafech A a B
z Ulohy 6.6.97

*(6.6.11) Kolik podgrafii iplného grafu K je isomorfnich kruznici Cy?
*(6.6.12) Najdéte vSechny neisomorfni grafy se stupni 3,3,3,3,2,2,2.

Navod: Uvédomte si, ze vrcholy stupné 2 lze “zanedbat” — nahradit hranami. Ve vysledku
pak zbudou 4 vrcholy stupni 3, ale mezi nimi mohou byt nasobné hrany nebo i smycky.
Kreslete si obrazky.

(6.6.13) Vratte se zpét k prikladiun a tlohdm z Oddilu 6.3 a zkuste, zda je se znalosti novych
metod jste schopni Fesit Iépe a elegantnéji.

(6.6.14) Kolik nejvice vrcholii obsahuje nezdvisld mnozina v nakreslenych grafech? Tuto
nejvétsi nezavislou mnozinu si v grafech vyznacte.

SR 2

7 Souvislost grafu

Uvod

Pokud méame graf, ktery modeluje néjakd spojeni ¢i sit, pfirozené nas zajima, jakou mame
moznost se dostat odnékud nékam v tomto grafu. To ma mnozstvi praktickych motivaci —
napriklad pocitacové, dopravni, telefonni ¢i potrubni sité. Je pochopitelné, ze v takovych
sitich chceme mit moznost se dostat z kazdého mista do kazdého jiného.

Grafiim s takovou vlastnosti fikdme souvislé. (Abychom si ujasnili terminologii, kdy?z
mluvime o souvislosti, nejedna se o zadné “hledani souvislosti grafii s néc¢im jinym”, ale o
moznost prochdzeni mezi vrcholy jednoho grafu po jeho hrandch.) Pro ukdzku se podivejme
na nasledujici obrazky tii grafi:

Poznéte, ktery z nich je nesouvisly? Vsechny tii vypadaji “spojené”, ale podivejte se diikladné
na ten prostiedni — v ném neni zadné propojeni mezi vrchnim a spodnim vrcholem po hranach
(ki'izeni se nepocitaji).

Dalsi potiebnou znalosti je umét souvisly graf algoritmicky cely prochazet. Zde si uve-
deme obecnou kostru algoritmu pro prochazeni grafu a zminime nékteré konkrétni variace
tohoto algoritmu. (Zndte algoritmus pro prochézeni bludisté? V grafech je to v obecnosti po-
dobné.) Také se pozdéji zminime i o vysSich stupnich souvislosti grafu — o zédlohovani spojent
v grafech pro piipady vypadku.
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Cile

Tato lekce definuje pojmy souvislosti a komponent grafu. Cilem je ukazat, jak se souvis-
losti grafu pracovat a jak algoritmicky graf prochazet po jeho hranach. Zminény jsou i vyssi
stupné souvislosti.

7.1 Spojeni vrcholi, komponenty

Nejprve bychom si méli pfesné ujasnit, jak se pohybujeme grafem, tedy co je vlastné
prochazkou v grafu. Tento pojem by mél postihnout zékladni véc, Ze v grafu prochézime
hranami vzdy z vrcholu do sousedniho vrcholu, a pritom ponechat dostatek volnosti pro
vraceni se a zacykleni prochazek.

Definice: Sledem délky n v grafu G rozumime posloupnost vrchold a hran
V0, €1,01,€2,02,...,€En,Un,
ve které vzdy hrana e; ma koncové vrcholy v;_1,v;.

Komentaf#: Sled je vlastné prochazka po hranich grafu z u do v. Piikladem sledu muze byt
prichod IP paketu internetem (véetné cykleni).

Lema 7.1. Mé&jme relaci ~ na mnoziné vrcholi V(G) libovolného grafu G takovou, Ze
pro dva vrcholy u ~ v prdvé kdyz existuje v G sled zacinajici v u a koncici ve v. Pak ~
je relact ekvivalence.

Dtkaz. Relace ~ je reflexivni, nebot kazdy vrchol je spojeny sam se sebou sledem
délky 0. Symetricka je také, protoze sled z u do v snadno obratime na sled z v do w.
Stejné tak je ~ tranzitivni, protoze dva sledy miZeme na sebe navézat v jeden. O

Definice: T¥idy ekvivalence vySe popsané (Lema 7.1) relace ~ na V(G) se nazyvaji
komponenty souvislosti grafu G.

Jinak se taky komponentami souvislosti mysli podgrafy indukované na téchto tridach
ekvivalence.

Pripomenme si, Ze cesta je vlastné sledem bez opakovani vrcholt.
Veéta 7.2. Pokud mezi dvéma vrcholy grafu G existuje sled, pak mezi nimi existuje cesta.

Dikaz. Necht u = vg, e1,v1,...,e,,v, = v je sled délky n mezi u a v v G. Zacneme
budovat novy sled W z vrcholu wy = u, ktery uz bude cestou:
Predpokladejme, Ze novy sled W uz méa pocatek wy, e1, w, ..., w; (na zacatku i = 0, tj.
jen wo bez hran), kde w; = v; pro nékteré j € {0,1,...,n}. Najdeme nejvétsi index k > j
takovy, Ze v = vj = w;, a sled W pokracujeme krokem ..., w; = vj = Vg, €fy1, Vg1 =
wit1. Zbyva dokézat, ze novy vrchol w;i11 = vg41 se ve sledu W neopakuje. Pokud by
tomu ale tak bylo w; = w;41, { < ¢, pak bychom na vrchol w; 1 “pfeskocili” uz drive z
vrcholu wy, spor. Nakonec skoné¢ime, kdyz w; = v. O

Komenta#: Ackoliv uvedeny dikaz vypadé slozité, je to jen jeho formélnim zapisem. Ve
skutecnosti se v diikaze nedéje nic jiného, nez ze se puvodni sled zkracuje o opakované
vrcholy, az nakonec zakonité vznikne cesta.

vvvvv

Definice 7.3. Graf G je souvisly
pokud je G tvofeny jedinou komponentou souvislosti, tj. pokud kazdé dva vrcholy G
jsou spojené cestou (dle Véty 7.2).
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Poznamka: Prazdny graf je souvisly.

Ulohy k feSeni
(7.1.1) Ktery z téchto dvou grafii je souvisly?

S L2

(7.1.2) Kolik komponent souvislosti ma tento graf?

7.2 Prohledavani grafu

Kdyz se lidé divaji na grafy, obvykle je vnimaji jako obrazky a jejich pohled je jakoby
globalni. Pokud je vSak graf zpracovavan v pocitaci (a obzvlasté pokud se jedna o sku-
tecné velky graf), tento globalni pohled nemame k dispozici a graf musime prohleddvat
lokalné. 7 toho dtivodu se potfebujeme seznamit, jako viibec s prvnim grafovym algorit-
mem, s obecnym postupem lokdlniho prohledavani grafu. Tento algoritmus neni slozity
a viceméné zobecnuje dobie zndmy postup prochézeni vSech cest v bludisti.

Pro vytvoreni co nejobecnéjsiho schématu algoritmu pro prochéazeni grafu vystacime
s nasledujicimi datovymi stavy a pomocnou strukturou:

e Vrchol: mé stavy ...

— inicia¢ni — dostane na zacatku,

— nalezeny — poté, co jsme jej pres nékterou hranu nalezli,

— zpracovany — poté, co jsme uz probrali vSechny hrany z néj vychazejici.
e Hrana: ma stavy ...

— inicia¢ni — dostane na zacatku,

— zpracovand — poté, co uz byla probrana od jednoho ze svych vrcholt.
e Uschovna: je pomocnd datova struktura (mnozina),
— udrzuje nalezené a jesté nezpracované vrcholy.

Poznédmka: Zpusob, kterym se vybiraji vrcholy z tschovny ke zpracovani, urcuje variantu al-
goritmu prochazeni grafu. V prohleddvanych vrcholech a hranach se pak provadéji konkrétni
programové akce pro prohledani a zpracovani naseho grafu.

Algoritmus 7.4. Prochazent souvislych komponent grafu

Algoritmus projde a zpracuje kaZdou hranu a vrchol grafu G. Prichod se déje po jednot-
livijch komponentdch, po projiti jedné komponenty se prejde na pripadnou dalsi. Kon-
krétni programové akce potiebné ke zpracovdni grafu jsou uvedeny v pomocnych funkcich
ZPRACUJ ().

vstup < graf G;
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stav (vSechny vrcholy a hrany G) = iniciacni;
uschovna U = {libovolny vrchol vy grafu G};
stav(vg) = nalezeny;
// zpracovani vybrané komponenty G
while (U je neprazdna) {
vybrat v € U; U = U\{v};
ZPRACUJ (V) ;
for (e hrany vychdzejici z v) {
if (stav(e)==iniciacni) ZPRACUJ(e);
w = druhy vrchol e = vw;
if (stav(w)==iniciacni) {
stav(w) = nalezeny;
U = UU{w};
}
stav(e) = zpracovana;
}
stav(v) = zpracovany;
// pripadny piechod na dalsi komponentu G
if (U je prazdna && G ma dalsi komponenty)
uschovna U = {vrchol vy dalsi komponenty G};

}

Priklady aplikaci schématu Algoritmu 7.4 jsou uvedeny dale napriklad v Dusledku 8.4
a v Algoritmu 8.9. Konkrétni postup algoritmu prochazeni bude ilustrovan ve Cvi-
éeni 7.4.

Zpusoby implementace prochazeni grafu

e Prochdzeni “do hloubky” — tschovna U je implementovand jako zasobnik, tj. dale
prohledéavame od poslednich nalezenych vrcholt.

e Prochdzeni “do $itky” — tschovna U je implementovana jako fronta, tj. dale prohle-
davame od prvnich nalezenych vrchold.

e Dijkstruv algoritmus pro nejkratsi cestu — z tischovny vybirame vzdy vrchol nejblizsi
pripady, kdy hrany nejsou “stejné dlouhé”.)
Tento algoritmus bude v pristi pfednésce.

7.3 Vyssi stupné souvislosti

V sitovych aplikacich nés ¢asto zajima nejen, jestli se za normélnich podminek mitiZzeme
pohybovat mezi vrcholy /uzly, ale také, jaké spojeni mizeme nalézt v pfipadé lokélnich
vypadkii (odolnost a redundance). Toto l1ze teoreticky podchytit zkoumanim “vyssich”
stupnu souvislosti grafu.

Definice: Graf G je hranové k-souvisly, k > 1, pokud i po odebrani libovolnych k£ — 1
hran z G zistane vysledny graf souvisly.

Definice: Graf G je vrcholové k-souvisly, k > 1, pokud i po odebrani libovolnych £ — 1
vrchold z G zlstane vysledny graf souvisly.
Speciélné uplny graf K, je vrcholové (n — 1)-souvisly.
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Komentaf#: Strucné feceno, vysoké hranova souvislost znamena vysoky stupen odolnosti sité
proti vypadkim spojeni-hran, neboli sit zlistane stale dosazitelnd, i kdyz libovolnych k& — 1
spojeni bude preruseno. Vysoka vrcholova souvislost je mnohem silné€j$im pojmem, znamena
totiz, ze sit zlistane dosazitelnd i po vypadku libovolnych k& — 1 uzld-vrchol (samoziejmé
mimo téch vypadlych uzla).

Na ilustra¢nim obrazku méa prvni graf vrcholovou souvislost 4 a snadno vidime, Ze po ode-
brani tii vrcholu ¢i hran zlistava souvisly. Z druhého grafu bychom museli odebrat nejméné
3 hrany, aby se stal nesouvisljm, a proto je jeho hranova souvislost 3. Na druhou stranu
v8ak staCi odebrat 2 vrcholy, aby mezi jeho levym a pravym krajnim vrcholem zadné spojeni
nezustalo. (Vidite, které dva?)

Dukaz nasledujiciho vysledku (Mengerova véta) je pfili§ obtizny pro nas predmét,
ale vysledek sam urcité stoji za zapamatovani a pozdéjsi pouziti:

Veéta 7.5. Graf G je hranové k-souvisly pravé kdyz mezi libovolnymi dvéma vrcholy lze
vést aspon k hranové-disjunktnich cest (vrcholy mohou byt sdilené).

Graf G je vrcholové k-souvisly prdavé kdyz mezi libovolngmi dvéma vrcholy lze vést aspon
k disjunktnich cest (ruzngch az na ty dva spojované vrcholy).

Komenta#: Véta nam vlastné fika, Ze stupen souvislosti grafu se prirozené rovnd stupni
redundance spojeni vrcholti. Na vyse uvedeném obrazku mezi kazdymi dvéma vrcholy prvniho
grafu mizeme vést az 4 disjunktni cesty. U druhého grafu tfeba mezi levym a pravym
koncem lze vést jen 2 (vrcholové) disjunktni cesty, ale mezi kazdymi dvéma vrcholy lze vést
3 hranové-disjunktni cesty.

Ulohy k feseni
(7.3.1) Jaky stuperi souvislosti mé tplny bipartitni graf K, ,?

(7.3.2) Kolik nejméné vrcholii musite vypustit z nakresleného grafu, aby v ném nezbyla
zadna cesta mezi vrcholy x a y? Zdivodnéte.

X

(7.3.3) Kolik nejméné hran musite pfidat k cesté délky 7, aby vznikl vrcholové 2-souvisly
graf?

Y

€T

7.4 Jednim tahem: Eulerovské grafy

Predevsim z historickych duvodu zafazujeme na zavér tuto poznamku o kresleni grafa
jednim tahem.

Definice: Tah je sled v grafu bez opakovani hran.
Uzavreny tah je tahem, ktery konéi ve vrcholu, ve kterém zacal.
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EORO,

Nejstarsi vysledek teorie grafit viibec pochazi od Leonarda Eulera: (Jedna se o pro-
blém slavnych 7 mostt v Kralovei / Konigsbergu / dne$nim Kahnlngrade.)

Véta 7.6. Graf G lze nakreslit jednim uzavienym tahem prdvé kdyz G je souvisly a
vsechny vrcholy v G jsou sudého stupné.

Dusledek 7.7. Graf G lze nakreslit jednim otevienym tahem prdvé kdyzZ G je souvisly
a vSechny vrcholy v G aZ na dva jsou sudého stupné.

Ulohy k feSeni

(7.4.1) Lze tento graf nakreslit jednim otevienym tahem? ¢ ; I ;

(7.4.2) Kolik hran musite pfidat ke grafu z predchozi otazky, aby se dal nakreslit jednim
uzavienym tahem?

Rozsifujici studium
Souvislosti grafii se blize teoreticky vénuji [5, Oddily 3.2,8]. Algoritmy pro prochézeni
grafu jsou podrobné popsany (véetné netrividlnich aplikaci) v [3] a demonstrovény i v [4].

7.5 Cviceni: Piiklady na souvislost grafi

Priklad 7.8. Ukéazka priichodu nésledujicim grafem do hloubky z vrcholu a.

V této ukazce budeme obrazky znazornovat stavy Algoritmu 7.4 v jednotlivych kro-
cich takto: Neprohledané hrany jsou ¢arkované, prohledané hrany plnou ¢arou a hrany,
které vedly k nalezeni vrchold, jsou tlustou ¢arou (tyto hrany ¢asto mivaji specidlni
vyznam v aplikacich schématu algoritmu). Nalezené vrcholy se poznaji podle piichozi
tlusté hrany a zpracované vrcholy jsou znacené dvojim krouzkem.
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Timto zpracovani zadaného grafu skoncilo. Mimo jiné jsme zjistili, Ze graf ma jedinou

komponentu souvislosti. O

Priklad 7.9. Ukéazka priichodu néasledujicim grafem do $itky z vrcholu a.
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V této ukazce budeme obrazky znazornovat stavy Algoritmu 7.4 stejné jako v pred-

chozim ptikladé.




Timto zpracovani zadaného grafu skoncilo. Vidite rozdily tohoto priichodu proti
predchozimu piikladu? O

Priklad 7.10. Méjme graf Hs, jehoz vrcholy jsou vSechny podmnoziny mnoziny

{1,2,3} a hrany spojuji pravé disjunktni dvojice podmnozin. (Tj. Hs m& 8 vrcholi.)

Rozhodnéte, zda je Hs souvisly graf, a napiste, kolik ma Hs hran.

Vrchol () odpovidajici prazdné mnoziné je spojeny se viemi sedmi ostatnimi vrcholy,
takze je graf souvisly. Nakreslete si jej!

Kazdy vrchol i-prvkové podmnoziny je pak spojeny s 237¢ disjunktnimi podmnozi-
nami dopliiku. Celkem tedy méame souctem vSech stupinu %(7 +3-22 4320 +20) =13
hran. O

Ulohy k feSeni

(7.5.1) Kolik komponent souvislosti ma tento graf?

(7.5.2) Kolik nejvyse komponent miZe mit graf s 15 vrcholy, vSemi stupné 27
*(7.5.3) Kolik nejvyse komponent mize mit graf s 30 vrcholy, vSemi stupné 4?7

(7.5.4) Kolik existuje neisomorfnich grafii s 9 vrcholy, vSemi stupné 27 Nakreslete je vSechny
a nezapomeiite na ty nesouvislé.

(7.5.5) Méjme graf Hs, jehoz vrcholy jsou vSechny dvouprvkové podmnozZiny mnoZiny
{1,2,3,4,5} a hrany spojuji pravé disjunktni dvojice podmnozin. (Tj. Hs ma 10 vr-
cholii.) Rozhodnéte, zda je Hs souvisly graf, a napiste, kolik ma Hs hran.

(7.5.6) Kolik nejméné hran musi mit graf na 12 vrcholech, aby stuperii jeho souvislosti byl 37

(7.5.7) Kolik nejvice hran miize mit graf na 10 vrcholech,
a) ktery se sklddd ze tii komponent souvislosti,
b) jehoz kazda komponenta souvislosti ma nejvice tii vrcholy?
Tento graf také nakreslete.

*(7.5.8) Existuji dva neisomorfni grafy se stejnou posloupnosti stupiit
A: 22233,
B: 233,337
U moznosti, kde dva neisomorfni grafy existuji, je nakreslete. U zbylé moznosti pak
spravné zdiivodnéte, pro¢ dva takové neisomorfni grafy neexistuji. (Pamatujte, Ze uva-
zujeme jednoduché grafy, tj. grafy bez smycek a nasobnych hran. Grafy nemusi byt
souvislé.)
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*(7.5.9) Existuji dva neisomorfni grafy se stejnou posloupnosti stupiiti

A: 22211,
B: 2,3,3,3,37
*('7.5.10) Existuji dva neisomorfni grafy se stejnou posloupnosti stupiiii
A: 22222
B: 1,1,3,3,3,3 7

*(7.5.11) Kolik existuje neisomorfnich grafii na 6 vrcholech s posloupnosti stupiii
1,1,2,2,2,27

Vsechny tyto grafy nakreslete a zdivodnéte i, pro¢ jich neni vice. (Pamatujte, Ze uva-
zujeme jednoduché grafy, tj. grafy bez smycek a nasobnych hran. Grafy nemusi byt
souvislé.)

*(7.5.12) Hamiltonovska kruznice v grafu G je takovy podgraf, ktery je isomorfni kruznici a
obsahuje vSechny vrcholy G. (Neboli je to kruZnice prochéazejici v§emi vrcholy G pravé
jednou.) Najdéte a nakreslete jednoduchy neorientovany graf, ktery zarover je vrcholové
3-souvisly a pritom neobsahuje Hamiltonovskou kruZnici.

(7.5.13) Lze tento graf nakreslit jednim tahem? A uzavienym? (Uprostied neni vrchol, jen
se tam k¥iz{ hrany.)

8 Vzdalenost a metrika

Uvod

V minulé lekci jsme mluvili o souvislosti grafu, tj. o moznosti prochazeni z jednoho
vrcholu do jiného. Nékdy je prosta informace o souvislosti dostacujici, ale vétsinou bychom
radi védéli i jak je to z jednoho vrcholu do druhého “daleko”. Proto se nyni podivame, jak
kratka ¢i dlouha takova prochazka mezi dvéma vrcholy grafu je.

a b c

V jednodussim pripadé se pri zjiStovani grafové vzdalenosti divame jen na minim&lni
pocet proslych hran z vrcholu do vrcholu. Tak napiiklad v naSem ilustracnim obrazku je
vzdalenost mezi a, b rovna 2, vzdalenost mezi a, ¢ je rovna co a vzdalenost mezi c, x je rovna
3. Navic vidime, ze vrchol d ma “centralni” pozici v pravém grafu — kazdy dalsi vrchol je od
néj ve vzdalenosti nejvyse 2, kdezto vrchol ¢ ma “okrajovou” pozici.

V obecném pripadé vsak pri urcovani vzdalenosti bereme do uvahy délky jednotlivych
hran podél cesty (tyto délky musi byt nezdporné!). Jako hlavni ndpli lekce si uvedeme
znamy Dijkstriv algoritmus pro uréovani nejkratsi cesty v grafu. (Tento algoritmus je, mimo
jiné aplikace, také zdkladem programu vyhledavajicich vlakové/autobusovd spojeni.) Vétsina
tvrzeni a algoritmy obsazené v této prednasce je beze zmény aplikovatelna i na orientované
grafy (tj. kdyz nds zajima i smér prochdzeni hran).
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Cile
Prvnim cilem této lekce je definovat vzdalenost v grafech a jeji zakladni vlastnosti. Dalsim
tkolem je ukazat a spravné pochopit Dijkstriiv algoritmus pro hledani nejkratsi cesty v grafu.

8.1 Vzdalenost v grafu

Vzpomenme si, ze sledem délky n v grafu G rozumime posloupnost vrcholi a hran
Vg, €1, V1, €2,V9, ..., €y, Uy, ve které hrana e; ma koncové vrcholy v;_1, v;.

Definice 8.1. Vzdalenost d¢(u,v) dvou vrchold u,v v grafu G
je dana délkou nejkratsiho sledu mezi u a v v G. Pokud sled mezi u,v neexistuje, je
vzdélenost dg(u,v) = oo.

Komentaf¥: Neforméalné feceno, vzdalenost mezi u, v je rovna nejmensimu poctu hran, které
musime projit, pokud se chceme dostat z u do v. Specidlné dg(u,u) = 0. Uvédomme si, Ze
nejkratsi sled je vzdy cestou (vrcholy se neopakuji) — Véta 7.2.

Grafova vzdélenost se chova dosti podobné bézné vzdalenosti, jak ji zndme z geometrie,
coz bude vidét z nasledujicich tvrzeni.

Poznamka: V neorientovaném grafu je vzdalenost symetrickd dg(u,v) = dg (v, u).
Lema 8.2. Vzddlenost v grafech splniuje trojiuhelnikovou nerovnost:
Vu,v,w € V(G) : dg(u,v) +dg(v,w) > dg(u,w).

Dikaz. Nerovnost snadno plyne ze ziejmého pozorovani, ze na sled délky dg(u,v)
mezi u, v 1ze navazat sled délky dg (v, w) mezi v, w, ¢imz vznikne sled délky dg(u,v) +
dg(v,w) mezi u, w. Skuteéna vzdélenost mezi u, w pak uz mize byt jen mensi. O

Véta 8.3. Necht u,v,w jsou vrcholy souvislého grafu G takové, Ze dg(u,v) < dg(u,w).
Pak pri algoritmu prochdzent grafu G do §itky z vrcholu u je vrchol v nalezen drive nez
vrchol w.

Dikaz. Postupujeme indukci podle vzdalenosti dg(u,v): Pro dg(u,v) =0, tj. u = v
je tvrzeni jasné — vrchol u jako pocéatek prohleddvani byl nalezen prvni. Proto necht
dg(u,v) = d > 0 a ozna¢me v’ souseda vrcholu v blizsiho k u, tedy dg(u,v') = d — 1.
Stejné tak zna¢me w’ souseda vrcholu w blizsiho k u, tedy dg(u,w’) > dg(u,v"). Potom
byl vrchol v’ nalezen v prohledavani do $itky diive neZ vrchol w’ podle indukéniho
piredpokladu. To znamend, Ze v’ se dostal do fronty tischovny diive nez w’, a tudiz
sousedé v’ (mezi nimi v) budou pt¥i prohleddvani nalezeni d¥ive nez sousedé w’. 0

Dusledek 8.4. Zdkladni algoritmus prochdzeni grafu do sirky lze pouZzit pro vypocet
vzddlenosti z vrcholu u do ostatnich vrcholi grafu:

Toto je pomérné jednoduché aplikace, kdy pocatecnimu vrcholu pfitadime vzdéle-
nost 0, a pak vzdy kazdému dalsimu nalezenému vrcholu prifadime vzdalenost o 1 vétsi
nez byla vzdalenost vrcholu, ze kterého jsme jej nalezli.

Komentaf: My si ale pozdéji ukazeme obecnéjsi Dijkstruv algoritmus, ktery pocita nejkratsi

vzdalenost pri libovolné kladné ohodnocenych délkach hran.

Ulohy k feseni
(8.1.1) Jakd je nejvétsi vzdalenost dvou vrchola v uplném grafu?

(8.1.2) Jakd je nejvétsi vzdélenost dvou vrcholt v iplném bipartitnim grafu Kszz 447
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(8.1.3) Jaka je nejvétsi vzdélenost dvou vrchold v kruzmici C117

(8.1.4) Jaka je nejvétsi vzdélenost mezi dvéma vrcholy v nasledujicim grafu?

\ ]
Y]

8.2 Vypocet metriky

Nez se podivame na samotny postup vypoctu vzdalenosti z jednoho vrcholu do druhého,
uvedeme si jesté “globalni” pohled na soubor vSech vzdalenosti v grafu, tedy na tzv.
metriku grafu. Zajimavosti tohoto pohledu je predevsim to, Ze vypocet celé metriky
najednou ma velice jednoduchy algoritmus, ktery neni prili§ znamy a pritom je dobfe
pouzitelny i v jinych oblastech. (Jak tfeba pozdéji uvidite v teorii automati.)

ZnaZeni: Metrikou grafu myslime soubor vzdélenosti mezi vSemi dvojicemi vrcholi
grafu. Jinak feceno, metrikou grafu G je matice (dvourozmérné pole) d[] [, ve kterém
prvek d[i] [j] udava vzdélenost mezi vrcholy 7 a j.

Metoda 8.5. Iterativni vypocet metriky skladanim cest

e Na pocéatku necht d[i] [j] udavd 1 (pfipadné délku hrany {i,j}), nebo co pokud
hrana mezi ¢, 7 neni.

e Po kazdém kroku t > 0 necht d[i] [j] udava délku nejkratsi cesty mezi i, j, kterd
jde pouze pies vnitini vrcholy z mnoziny {0,1,2,...,¢t — 1}.

e Pii prechodu z ¢t na nésledujici krok ¢ + 1 upravujeme vzdalenost pro kazdou dvojici
vrcholi — jsou vzdy pouhé dvé moznosti: (Dobfe si zde vSimnéte, ze prechodem na
krok t+ 1 podle ptedchoziho bodu skuteéné dochézi k jediné zméné situace, kdy jsou
ted navic povoleny cesty pres vnitini vrchol t.)

— Bud je cesta délky d[i] [j] z pFedchoziho kroku stéle nejlepsi (tj. nové povoleny
vrchol ¢ ndm nepomtize),

— nebo cestu vylepsime spojenim pfes nové povoleny vrchol ¢, ¢imz ziskdme mensi
vzdalenost d[i] [t]+d[t] [j]. (Nakreslete si obréazek!)

Poznamka: V praktické implementaci pro symbol oo pouzijeme velkou konstantu, tfeba
MAX_INT/2. (Nelze pouzit pfimo MAX_INT, nebot by pak doslo k aritmetickému pfeteceni.)

Algoritmus 8.6. Vypocet metriky grafu
Tento algoritmus, pro graf s N vrcholy dany matici sousednosti G, vypocte celou jeho
metriku d.
vstup: matice sousednosti G[] [1 grafu na N vrcholech,
kde G[i] [j1=1 pro hranu mezi i,j a G[i] [j]1=0 jinak;
for (i=0; i<N; i++) for (j=0; j<N; j++)
d[i1[j] = (i==j70: (G[i]1[jl? 1: MAX_INT/2));
for (t=0; t<N; t++) {
for (i=0; i<N; i++) for (j=0; j<N; j++)
dli] [j] = min(d[i]l[j], dl[i][t1+d[t][j1);
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Poznamka: Algoritmus 8.6 je implementa¢né velmi jednoduchy (vzdyt se cely jeho kéd vesel na
5 piehlednych fadkitl) a provede zhruba N3 krokt pro vypocet celé metriky. Jeho jedinou (ale
velkou) nevyhodou je, Ze vzdalenosti mezi vSemi dvojicemi vrcholtl je t¥eba pocitat najednou. V
praktickych situacich vsak obvykle pozadujeme zjisténi vzdalenosti mezi jedinou dvojici vrchold,
a pak cely zbytek vypoctu je k ni¢emu. . .

Ulohy k feSeni
(8.2.1) Vypoctéte dle Algoritmu 8.6 metriku kruznice Cy.

8.3 Vazena (ohodnocena) vzdalenost

V dalsim textu se jiz budeme vénovat cestdm v grafech s obecné “dlouhymi” hranami.

Definice 8.7. VazZeny graf je graf G
spolu s ohodnocenim w hran redlnymi ¢éisly w : E(G) — R.
Kladné vazeny graf G,w je takovy, ze w(e) > 0 pro vSechny hrany e.

Definice: Méjme (kladné) vazeny graf G,w. Délkou vazeného sledu S = vy, ey, v;,
€2,vV2,...,6€n, Uy, v G myslime soucet

d&(S) = wler) +w(ez) + ... +wley).
Vazenou vzddlenosti v G, w mezi dvéma vrcholy u, v pak myslime
d@(u,v) = min{d&(S) : S je sled s konci u, v}.

Lema 8.8. VidzZend vzddlenost v kladné vdZenych grafech také splriuje trojuhelnikovou
nerovnost.

Komentaf: Podivejme se na nésledujici graf vlevo. (Cisla u hran udévaji jejich vahy, hrany

bez ¢isel maji vahu 1.) VazZend vzdalenost mezi vrcholy a,c je 3, mezi b, ¢ také 3. Jakd je
vzdalenost mezi vrcholy a,b? Ne, neni to 6, ale najdeme kratsi cestu délky 5.

—4

V druhém prikladé vpravo je uvedena i hrana se zapornou vahou —4. Nejkratsi cesta
mezi vrcholy x,y tak ma délku —2, ale pokud vezmeme sled, ktery hranu vahy —4 vicekrat
zopakuje, dostaneme se na libovolné nizkou zapornou délku. To je samoziejmé nesmyslné, a
proto se takovému problému radsi vyhybame zakazem zapornych vah hran.

Ulohy k feseni
(8.3.1) Jaka je nejdelsi vzdélenost mezi dvéma vrcholy v pfedchozim obrazku vlevo?

(8.3.2) O kterém vrcholu v predchozim obrazku vlevo se d& Fici, Ze ma “centralni pozici”,
tj. ze je z néj do vSech ostatnich vrcholii nejblize? Jaka je z néj nejvétsi vzdalenost do
ostatnich vrchola?
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8.4 Hledani nejkratsi cesty

Pro nalezeni nejkratsi (vazené) cesty mezi dvéma vrcholy kladné vazeného grafu se po-
uzivd zndmy tzv. Digkstriv algoritmus.

vvvvvv

vyrazné rychlejsi, pokud nds zajimé jen nejkratsi vzdalenost z jednoho vrcholu misto vsech
dvojic vrcholi.

Zrovna tento algoritmus se napiiklad pouzivé pfi vyhledavani vlakovych ¢i autobusovych spojeni.
Pravdépodobné se i vy nékdy dostanete do situace, kdy budete nejkratsi cestu hledat, proto si
tento algoritmus zapamatujte.

Dijkstrav algoritmus

e Je variantou prochézeni grafu (skoro jako do $itky), kdy pro kazdy nalezeny vrchol
jesté mame proménnou uddvajici vzddalenost — délku nejkratsiho sledu (od pocatku),
kterym jsme se do tohoto vrcholu zatim dostali.

e 7 uschovny nalezenych vrcholt vzdy vybirdme vrchol s nejmensi vzdélenosti (mezi
uschovanymi vrcholy) — do takového vrcholu se uz lépe dostat nemizeme, protoze
vSechny jiné cesty by byly dle vybéru delsi.

e Na konci zpracovani tyto proménné vzdalenosti udavaji spravné nejkratsi vzdéalenosti
z pocatecniho vrcholu do ostatnich.

Algoritmus 8.9. Dijkstriv pro nejkratsi cestu v grafu
Tento algoritmus nalezne nejkratsi cestu mezi vrcholy u a v kladné vdZeného grafu G,
dané€ho seznamem sousedu vrcholi.

vstup: graf na N vrcholech dany seznamem sousedi sous [][] a wh[][],
kde sous[i][0],...,sous[i] [st[i]-1] jsou sousedé vrcholu i stupné st[i]
a hrana z i do sous[i] [k] ma délku wh[i] [k]>0;

vstup: u,v, kde hledame cestu z u do v;

// stav[i] udava zpracovanost vrcholu, vzdal[i] zatim nalezenou vzdalenost
for (i=0; i<=N; i++) { vzdal[i] = MAX_INT; stav[i] = 0; }
vzdal[u] = 0;
while (stav[v]==0) {
for (i=0, j=N; i<N; i++)
if (stav[i]l==0 && vzdall[il<vzdall[jl) j = i;
// zde jsme nasli nejblizsi nezpracovany vrchol j, ten ted zpracujeme
if (vzdal[j]==MAX_INT) return NENI CESTA;
stav[j] = 1;
for (k=0; k<st[jl; k++)
if (vzdall[jl+wh[j] [k]<vzdall[sous[j][k]]) {
prilsous[jl[k]l] = j;
vzdal [sous[j] [k]] = vzdal[jl+wh([j] [k];

}

// pole pril.] uchovava, odkud jsme se do kterého vrcholu dostali

}

vystup ’Cesta délky vzdal [v], ulozena pozpatku v poli pri[]’;

Poznamka: Uvédomme si, Ze pokud nechdme tento algoritmus probéhnout az do zpracovani
vSech vrcholti, ziskdme v vzdal [1] nejkratsi vzdalenosti z pocate¢niho vrcholu do vSech ostatnich
vrcholi. V&imnéme si ddle, Ze Algoritmus 8.9 pocita stejné dobie nejkratsi cestu i v orientovaném
grafu.
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Diikaz spravnosti Algoritmu 8.9.
Klicovym faktem k dikazu spréavnosti algoritmu je to, ze v kazdém kroku (pocinaje
stavem po prvnim prichodu cyklem while() ) proménnd vzdal[i] udévd nejkratsi
vzdalenost z vrcholu u do vrcholu i pri cesté pouze po vnitinich vrcholech z, jejichz
stav[x]==1 (po zpracovanych vrcholech):

e V prvnim kroku algoritmu je jako vrchol ke zpracovani vybran prvni j=u a potom
jsou jeho sousedtim upraveny vzdalenosti od u podle délek hran z u.

e V kazdém dalsim kroku je vybran jako vrchol j ke zpracovani ten, ktery ma ze
vSech nezpracovanych vrcholi nejkratsi nalezenou vzdalenost od pocatku u. To ale
znamena, ze zadna kratsi cesta uz do j nevede, nebot kazda oklika pfes jiné nezpra-
cované vrcholy musi byt delsi dle vybéru j. (V tomto bodé potfebujeme nezapornost
ohodnoceni wh[] [].) Naopak muzeme podle délek hran vychazejicich z j “vylepsit”
cesty do jeho sousedii.

Zavérem zbyva ovérit, ze nalezend nejkratsi cesta z u do v je pozpatku ulozena v poli
pril], tj. predposledni vrchol ptfed v je prilv], pfedtim pri[pril[v]], atd... O

Fakt: Celkovy pocet kroku potfebny v Algoritmu 8.9 k nalezeni nejkratsi cesty z u do v
je zhruba N2, kde N je poéet vrchol@ grafu. Na druhou stranu, pfi lepsi implementaci
uschovny nezpracovanych vrchola (tfeba haldou s nalezenou vzdalenosti jako klicem)
lze dosdhnout i mnohem rychlejsiho béhu tohoto algoritmu na Fidkych grafech — c¢asu
zhruba timérného poc¢tu hran grafu.

Komenta#: Vysvétleme si nyni podrobné srovnani obou nasich algoritmi. Algoritmus 8.6 pro
vypocet metriky je implementacné jednodussi a primocarejsi a hodi se tam, kde potifebujeme
spocitat vsechny dvojice vzdalenosti v grafu najednou. Velkou nevyhodou vsak je, ze vzdy
musime provést N3 krokt celého vypoctu, i kdyZ pocitdme vzdalenost jen dvou blizkjch
vrchold.

Dijkstrtv algoritmus na druhou stranu pocitd mnohem rychleji, pokud nés zajimé jen
vzdalenost z jednoho vrcholu (zhruba N2 nebo i méné kroki), a dokonce bézi jests rychleji,
pokud nas zajima jen vzdalenost dvou blizkych vrcholt — tehdy totiz muZzeme prohledavani
ukondit i jen na malé ¢asti celého grafu. To jsou pfimo idealni vlastnosti, které bychom od
takového algoritmu ocekavali.

Rozsifujici studium
Vzdalenostem v grafech se vice vénuji [5, Oddily 3.2,3]. Dijkstriiv algoritmus je velmi
oblibenym tématem mnoha ucebnic programovéni, a proto jej neni tfeba nijak zvI45t hledat.

8.5 CvicCeni: Priklady o grafovych vzdalenostech

Priklad 8.10. Ukdzka béhu Dijkstrova Algoritmu 8.9 pro nalezeni nejkratsi cesty
mezi vrcholy u,v v nasledujicim grafu.
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U tohoto algoritmu se vlastné jedné a specifickou variantu prochézeni grafu. Proto
pouzijeme stejné obrazkové znaceni jako v Ptikladé 7.8 a navic pro kazdy vrchol zakres-
lime jeho okamzitou docasnou vzdalenost vzdal[x]. (Tj. zpracované vrcholy budeme
znacit krouzkem a hrany plnou ¢arou.) Jednotlivé kroky nasleduji:
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7Z prubéhu algoritmu vidime, Ze jiz ve tfetim kroku jsme urcili do¢asnou vzdalenost
z U do v na 7, ale to nebyla ta nejkratsi. Nakonec po probéhnuti vSech krokt algoritmu
vzdalenost u,v poklesla az na optiméalnich 5. Nejkratsi cesta je naznacend tlustymi ca-
rami. Pamatujte proto, Ze Dijkstriv algoritmus musite provadét vzdy tak dlouho, dokud
se kone¢né nezpracuje cilovy vrchol. |

Ulohy k feseni

(8.5.1) Jak4 je nejvétsi vzdalenost mezi dvéma vrcholy v kazdém z nésledujicich dvou grafii?
Vyznacte tyto dva nejvzdalenéjsi vrcholy.

(8.5.2) Jak4 je nejvétsi vzdalenost mezi dvéma vrcholy v kazdém z nésledujicich dvou grafii?
Vyznacte tyto dva nejvzdalenéjsi vrcholy.

SR 2

67




(8.5.3) Kolik (neuspofddanych) dvojic vrchola v nédsledujicim grafu mé vzdélenost pravé 37

g

(8.5.4) Kolik nejméné hran musime pfidat do nésledujictho grafu, aby nejvétsi vzdédlenost
mezi dvéma vrcholy byla 2?7 Zdiivodnéte.

(8.5.5) Jaka je nejvétsi vzdalenost mezi dvojici vrcholi v tomto vaZzeném grafu?

2
3 3
4
2 4 4 2
4
3 3
2

(8.5.6) Kolik nejvice vrcholii mize mit graf, ktery mé vSechny vrcholy stupné 3 a nejvétsi
vzdélenost mezi dvéma vrcholy je 27

*(8.5.7) Jaka nejvétsi vzdalenost miize byt mezi dvéma vrcholy kruznice délky 9, jejiz hrany
jsou ohodnoceny vzdélenostmi 1,2, ...,8,9 v néjakém (libovolném) poradi?

*(8.5.8) Piedstavme si graf, jehoz vrcholy jsou vSechna pfirozend ¢isla od 2 do 15 a hrany
spojuji praveé ty dvojice vrcholii, které jsou soudélné jako cisla. Pritom délka hrany je vzdy
rovna nejvétsimu spoleéném déliteli. (Napiiklad 4,5 nejsou spojené a 8,12 jsou spojené
hranou délky 4.) Pomineme-li izolované vrcholy 11 a 13, jakd je nejvétsi vzdalenost mezi
zbylymi vrcholy tohoto grafu?

9 Stromy a les

Uvod

Jednim ze zakladnich, a patrné nejjednodussim, typem grafii jsou takzvané stromy. Jedna
se o souvislé grafy bez kruznic. Pres svou (zddnlivou) jednoduchost maji stromy bohatou
strukturu a predevsim mnozstvi vlastnich aplikaci. Patrné nejstarsi motivaci pojmu stromu
jsou rodokmeny, jejichz puvod saha daleko pred vznik teorie grafii. Proto také mnoho pojmii
tykajicich se stromu je motivovano rodokmeny. Co vidime na nasledujicich dvou obrazcich?
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O dilezitosti souvislosti grafu jsme pojednali drive. Se stromy jako se souvislymi
(pod)grafy bez kruznic se pak setkdvame nejvice v situacich, kde absence kruznic vyplyva
z podstaty véci, nebo kde jsou kruznice zcela nezadouci. To jsou riizna schémata, datové

struktury ¢i jiz zminéné rodokmeny. Stromy napiiklad prirozené popisuji riizné hierarchické
struktury. Mimo popisy struktur je jesté jedna diilezita oblast aplikaci stromi, tykajici se
tzv. koster a problému hledani minimalni kostry v grafu.

Cile

Ukolem této lekce je hlavné definovat pojem stromu a ukézat zakladni vlastnosti stromii
vcetné jejich zdiivodnéni. Podrobnéji jsou probrany kotfenové a usporadané stromy a prace
s nimi. Dale je zaveden pojem kostry grafu a dilezity problém minimalni kostry, vcetné
jednoduchého “hladového” algoritmu pro jeho Feseni.

9.1 Zakladni vlastnosti stromu

Zacneme definicemi lesa a stromi. Jelikoz i smycky a nasobné hrany v multigrafech jsou
povazovany za kruznice délek 1 a 2, v lesich a stromech se nenachézeji. Bavime se zde
tudiz pouze o jednoduchych grafech.

Definice: Les je jednoduchy graf bez kruznic.

Definice 9.1. Strom
je jednoduchy souvisly graf T' bez kruznic.

Fakt. Komponenty souvislosti lesa jsou stromy. Jeden vrchol (bez hran) je také strom.

Dale si ukazeme prehled zakladnich vlastnosti stromt, véetné jejich zduvodnéni, ktera
jsou pomérné jednoduché. Nasledujici vlastnosti dokonce plné popisuji stromy a mohou
tudiz byt pouzity misto uvedené Definice 9.1. Jedna se sice o ponékud obtizny teoreticky
oddil, ale alespon zbéZné porozumeéni uvedenym vlastnostem je potfebné pro dalsi praci
se stromy a s jinymi strukturami zalozenymi na stromech.

Lema 9.2. Strom s vice nezZ jednim vrcholem md néjaky vrchol stupné 1.

Dikaz. Souvisly graf s vice nez jednim vrcholem nemitize mit vrchol stupné 0. Proto
vezmeme strom 7' a v ném libovolny vrchol v. Sestrojime nyni co nejdelsi sled S v T’
zaCinajici ve v: S zaCne libovolnou hranou vychéazejici z v. V kazdém dals$im vrchole
u, do kterého se dostaneme a mé stupen vétsi nez 1, lze pak pokracovat sled S dalsi
novou hranou. Uvédomme si, Ze pokud by se ve sledu S poprvé zopakoval néktery vrchol,
ziskali bychom kruznici, coz ve stromu nelze. Proto sled S musi jednou skoncit v néjakém
vrcholu stupné 1 v T O

Véta 9.3. Strom na n vrcholech md pravé n — 1 hran pron > 1.
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Dikaz. Toto tvrzeni dokdZzeme indukci podle n. Strom s jednim vrcholem man—1 =0
hran. Nechf T je strom na n > 1 vrcholech. Podle Lematu 9.2 mé& T vrchol v stupné 1.
Ozna¢me T’ = T — v graf vznikly z T odebranim vrcholu v. Pak T” je také souvisly bez
kruznic, tudiz strom na n — 1 vrcholech. Dle indukéniho pfedpokladu 7/ ma n — 1 — 1
hran, a proto T man—1—14+1=n —1 hran. O

Véta 9.4. Mezi kaZdymi dvema vrcholy stromu vede pravé jedindg cesta.

Diikaz. Jelikoz strom T je souvisly dle definice, mezi libovolnymi dvéma vrcholy w, v
vede néjaka cesta. Pokud by existovaly dvé cesty mezi u,v, tak jejich sjednoceni by
bylo uzavienym tahem v T' a po “zkraceni” vSech opakovanych vrcholi v tomto tahu by
vznikla kruznice v T', coz je spor s pfedpokladem. Proto cesta mezi u a v existuje jen
jedna. O

Dusledek 9.5. Priddanim jedné nové hrany do stromu vznikne prdave jedna kruznice.

Dtikaz. Nechf mezi vrcholy u,v ve stromu T neni hrana. Pfiddnim hrany e = wuv
vznikne pravé jedna kruznice z e a jediné cesty mezi u,v v T podle Véty 9.4. O

Véta 9.6. Strom je minimalni souvisly graf (na danych vrcholech).

Diikaz. Strom je souvisly podle definice. Pokud by souvisly graf mél kruznici, ztstal
by souvisly i po vypusténi nékteré hrany té kruznice. Proto minimalni souvisly graf je
stromem. Naopak, pokud by vypusténim hrany e = uv ze stromu T vznikl souvisly graf,
pak by mezi u,v v T existovaly dvé cesty (dohromady kruZnice) — hrana e a jina cesta
v T — e. To je ve sporu s Vétou 9.4. Proto je strom minimélnim souvislym grafem na
danych vrcholech. O

Zavérem si pro spravné pochopeni zakladnich vlastnosti stromti vyiesime nasledujici
(nepfilis jednoduchy) ptiklad.

Priklad 9.7. Kolik nejvySe kruznic vznikne v grafu, ktery vytvoiime ze stromu pfidanim
dvou hran?

Pfidanim jedné hrany do stromu 7 vznikne jedna kruznice dle Dtsledku 9.5. Druha
hrana vytvori nejméné jesté jednu kruznici ze stejnych divodi, ale mize vytvorit i dvé dalsi
kruznice, jako tfeba v nasledujicim grafu, kde strom 7T je vyznacen plnymi carami a dvé
pridané hrany carkovaneé.

Kazda z pridanych dvou hran vytvori vlastni trojuhelnik a navic jesté vznikne kruznice délky
4 prochazejici obéma z pridanych hran.

Na druhou stranu chceme ukézat, zZe vice nez 3 kruznice vzniknout nemohou po pfidani
dvou hran e, f do stromu 7: Podle Dusledku 9.5 vznikne jen jedna kruznice prochazejici
hranou e a neobsahujici f, stejné tak jedna kruznice prochazejici f a neobsahujici e. Nakonec
sta¢i nahlédnout, Ze je nejvyse jedna mozné kruznice prochdzejici obéma hranami e, f, nebot
jinak by uz ve stromé T musela byt kruznice. O

Ulohy k feseni
(9.1.1) Kolik je neisomorfnich lesii na tfech vrcholech? Nakreslete si je.
(9.1.2) Kolik je neisomorfnich stromi na &tyfech vrcholech? Nakreslete si je.

*(9.1.3) Najdete graf s dvéma kruznicemi, z néhoz Ize odebranim jedné hrany vytvorit strom?
Zdiivodnéte a pripadné nakreslete.
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9.2 Korenové stromy

Pri mnoha pouzitich stromid se ke stromu jako grafu samotnému jesté vazi dodatecné
informace, jako tfeba vyznaceny jeden vrchol, tzv. kofen stromu, ze kterého cely strom
“vyrustd”. Typickym pfikladem jsou ruzné (acyklické) datové struktury, ve kterych je
vyznaceny vrchol — kofen, referovan jako “zacatek” ulozenych dat. Jinak tfeba evoluéni
stromy druhti v biologii maji za kofen jejich spole¢ného (dadvného) predchidce. Kote-
nové stromy maji také tradiéni motivaci v rodokmenech a z toho vychézi jejich bézna
terminologie.

Definice 9.8. Korenovym stromem je strom T
spolu s vyznacenym korenem r € V(T'), zkrdcené zapsany dvojici T',r.

Komenta¥: Priklad korenového stromu je na nasledujicim obrazku:

r

Zajimavosti je, Ze v informatice stromy vétSinou rostou od kotene smérem dolt. (Vsak také
nejsme v biologii. . . )

Definice: Méjme kotfenovy strom 7,7 a v ném vrchol v. Oznac¢me u souseda v na cesté
smérem ke kofeni r. Pak je u nazyvan rodicem v a v je nazyvan potomkem u.

Komenta¥: Kofen nema zaddného rodice. V piirozené preneseném vyznamu se u kofenovych
stromt pouzivaji pojmy prarodic¢, pfedchidce, nasledovnik, sourozenci, atd. Zbézna ilustrace
pouziti téchto pojmt je na nasledujicim schématu stromu.

kofen

“prarodic¢”

potomci

Casto se také setkate v kofenovych stromech s oznacovanim “otec-syn” misto rodi¢-potomek.
My jsme takové oznaceni nepouzili proto, ze by (hlavné v zemich na zdpad od nds) mohlo
byt povaZzovano za “sexistické”.

Definice: Vrchol stupné 1 v libovolném stromu nazyvame listem.

Komenta¥: Pozor, i kofen stromu muze byt listem, pokud ma stupen 1, ale obvykle se to tak
nefika. List kofenového stromu, ktery neni korenem, nemé potomky.

Obcas se muzeme dostat do situace, kdy k danému stromu potiebujeme zvolit koren,
aby jeho volba byla jednoznacné, tj. aby bylo zaruceno, Ze pro dva isomorfni stromy ne-
zavisle zvolime tentyz kofen. K tomu ndm dopomuze nasledujici nazorna definice centra.

Definice: Centrem stromu T rozumime bud vrchol nebo hranu nalezenou v T nasledu-
jicim postupem:
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e Pokud ma strom T jeden vrchol, je to jeho centrum. Pokud mé strom 7' dva vrcholy,
je jeho centrem hrana spojujici tyto dva vrcholy.

e Jinak vytvorime mensi strom 77 C T vypusténim vsech listt T najednou. Je zfejmé,
ze T’ je neprazdny, a vracime se na predchozi bod. Ziskané (rekurzivné) centrum 7"
je zaroven centrem 7.

Piiklad 9.9. Ilustraci definice centra jsou nésledujici dva postupy nalezeni centra (zleva
doprava):

MﬁAJ@
P

V prvnim stromé ziskame kofen jako jediny vrchol po tfech rekurzivnich krocich odebrani
listt. V druhém stromé je kofenem hrana, kterou ziskdme po dvou rekurzivnich krocich. O

Fakt. Pokud chceme danému (abstraktnimu) stromu ptifadit jednozna¢né kofen, je nej-
lepsi jej prifadit centru stromu. Specialné, pokud je centrem hrana, bude kofenem novy
vrchol “rozdélujici” tuto hranu na dvé. Viz predchozi ptiklad:

N

Dalsi dodatecnou informaci ¢asto vazanou ke korenovym stromtim je néjaké uspora-
dani potomki kazdého vrcholu, jako tfeba serazeni potomkti v rodokmenech podle jejich
data narozeni. To formalizujeme nasledujici definici.

Definice: Kofenovy strom 71,7 je usporadany, pokud je pro kazdy jeho vrchol jedno-
znacné dano poradi jeho potomki (“zleva doprava”).
Uspotadany kofenovy strom se také nazyva péstovany strom.

Komenta#: Usporadany kofenovy strom si jinak také muzeme pfedstavit jako strom s vy-
znacenym korenem a pevné zvolenym nakreslenim v roviné bez kiizeni hran. Nakresleni hran
potomkii vzhledem k hrané rodice pak udava (ve zvolené orientaci) pofadi potomku. Tento
pohled vede k nazvu péstovany strom.

Usporadani potomkt vrcholu ve stromu je prirozené pozadovano v mnoha praktickych
situacich. Napfiklad ve stromovych datovych strukturdch jsou Casto potomci explicitné setra-
zeni podle daného klice, jako tieba ve vyhledavacich binarnich stromech. I v pripadech, kdy
usporadani potomktd ve stromé neni dano, je mozné jej jednoznacné definovat, jak uvidime
v nasledujici ¢asti.

Ulohy k feseni

(9.2.1) Bindrni vyhledavaci strom je uspofadany kofenovy strom, ktery se pro dana data
obvykle tvoii nasledovné: Prvni prvek dat se ulozi do korene. Kazdy dalsi prichozi prvek,
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pokud ma mensi kli¢ nez koren, ulozi se rekurzivné do levého podstromu, pokud vétsi,
tak do pravého podstromu. Vytvoite binarni vyhledavaci strom pro danou posloupnost
dat s klici

11,15,9,5,13,10,20,21,1,6.

(9.2.2) Urcete centra ndsledujicich dvou stromii:

(9.2.3) Méjme libovolny strom s 33 vrcholy. Kolik jeho listii postupné odebereme, nez uréime
centrum? (Je to jednoznacné?)

9.3 Isomorfizmus stromu

Jelikoz stromy jsou specidlnim pripadem grafi, je isomorfismus stromt totéz co isomor-
fismus grafii obecné. AvSak na rozdil od grafti, kdy je uréeni isomorfismu algoritmicky
(nakonec i ruéné) tézky problém, pro isomorfismus stromt existuje efektivni postup,
ktery si ukdzeme. Nejprve si uvedeme restriktivnéjsi (tj. vyzadujici vice shody) verze
definice isomorfismu pro kofenové a usporadané stromy.

Definice: (Dva stromy jsou isomorfni pokud jsou isomorfni jako grafy.) Dva kofenové
stromy T,r a T',r" jsou isomorfni pokud existuje isomorfismus mezi stromy 7" a 1",
ktery kofen 7 zobrazuje na kofen r’.

Komenta¥: Napiiklad néasledujici dva (isomorfni) stromy nejsou isomorfni coby kofenové
stromy.

r 7!
Definice: Dva uspofadané kofenové (péstované) stromy jsou isomorfni pokud je mezi

nimi isomorfismus korfenovych stromtd, ktery navic zachovava poradi potomka vsech
vrchold.

Komenta¥: Napiiklad néasledujici dva (isomorfni) kofenové stromy nejsou isomorfni coby
usporadané kofenové stromy, nebot pofadi potomkil levého syna kofene se lisi.
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Kdédovani usporadanych korenovych stromu

Uspordadanému kofenovému stromu lze snadnym postupem piifadit fetézec vnorenych
zavorek, ktery jej plné popisuje. (Mozna jste se jiz s touto jednoduchou korespondenci
zévorek a korenovych stromt setkali, tifeba pti sémantické analyze matematickych vy-
razu.)

Definice:

Kod usporadaného kofenového stromu se spocita rekurzivné z kédu vsech podstromu
kofene, sefazenych v daném poradi a uzavienych do paru zavorek.

Poznamka: Misto znakid ‘(’ a ‘)’ 1ze pouZit i jiné symboly, tfeba ‘0’ a ‘1’.

Klicovym a snadno zdtvodnitelnym faktem o kédech péstovanych stromil je toto
tvrzeni:

Lema 9.10. Dva usporadané kofenové (péstované) stromy jsou isomorfni pravé kdyz
jejich kddy ziskané podle predchoziho popisu jsou shodné Tetézce.

Fakt. Je-li dan kéd s usporddaného kotfenového stromu, prislusny strom nakreslime
nasledujicim postupem:

— Pfi preéteni znaku ‘(’ na zac¢atku spustime pero na papir, do kofene.

— Pii kazdém dalsim precteni znaku ‘(" nakreslime hranu do nésledujictho potomka
soucasného vrcholu.

— Pfi kazdém precteni znaku )’ se perem vratime do rodi¢e souc¢asného vrcholu, pii-
padné zvedneme pero, pokud uz jsme v koreni.

Priklad 9.11. Nakreslete jako péstovany strom ten odpovidajici zavorkovému kédu

((OOOOON (00))-

d

P¥i urcovani isomorfismu obecnych stromti pouzijeme Lema 9.10 pro jejich jedno-
znacnou reprezentaci usporadanymi kofenovymi stromy, ve které kotfen volime v centru
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a potomky sefadime podle jejich kédu vzestupné lexikograficky (tj. abecedné). Jinak se
da také Fici, Zze kod prifazeny stromu T je lexikograficky nejmensi ze vSech kédd uspo-
fadanych stromi vzniklych z T' s kofenem v jeho centru. Takovy kéd je ziejmé urcujici
vlastnosti stromu 7' jako takového, a proto spravnost nasledujiciho algoritmu muZeme
snadno nahlédnout.

Algoritmus 9.12. Urceni isomorfismu dvou stromd.
Pro dané dva obecné stromy T a U implementujeme algoritmus zjistujici isomorfismus
T ~" U ndsledovné v symbolickém zdpise:

Vstup < stromy T a U;
for (X=T,U) { // urceni center danych stromii pro koreny
x = centrum(X) ;
if (x je jeden vrchol ) r = x;
else novy r, nahrad hranu x=uv hranami ru, rv;
k[X] = minimalni kod(X,r);
}
if (k[T]==k[U] jako fetézce) printf("Jsou isomorfni.");
else printf("Nejsou isomorfni.");
exit;

Funkce minimalni kod(strom X, vrchol r) {
if (X ma jeden vrchol) return "()";

Y[1...d] = {souvislé komponenty X-r, tj. podstromy kofene r};
s[1...d] = kofeny podstromii Y[] v odpovidajicim poradi;
for (i=1,...,d)

k[i] = minimalni kod(Y[i],s[il);

sort lexikograficky (abecedné) podle klice k[1]1<=k[2]<=...<=k[d];
return "("+k[1]+...+k[d]+")";

Ulohy k feSeni
(9.3.1) Odvodte spravny zavorkovy kéd pro tento péstovany strom:

(9.3.2) Nakreslete péstovany strom odpovidajici zévorkovému kédu

(COMO) (OON) -

9.4 Kostry grafii

Kromé stromt samotnych se zabyvame i stromy, které jsou obsazeny jako podgrafy ve
vétsich grafech.

Definice 9.13. Kostrou souvislého grafu G
je podgraf v G, ktery je sam stromem a obsahuje vSechny vrcholy grafu G.
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Komenta#: Kostrou stromu je strom sam. Na druhou stranu kostrou kruznice C,, je kazda z

n cest vzniklych z C,, vypusténim jedné hrany. Slozitéjsi grafy maji pak jesté vice moznych
koster.

Poznamka: Pojem kostry lze definovat i pro nesouvislé grafy, pak se kostrou mysli les, jehoz
stromy jsou kostrami jednotlivich komponent.

Priklad 9.14. Kolik riiznych koster ma tento graf?

Podivejme se na kostru grafu takto — jaké hrany z grafy vymazeme, aby zbyl strom?
Zajisté musime vymazat nékterou hranu z prvni kruznice (5 moZnosti) a nékterou hranu z
druhé kruznice (6 moznosti). Na druhou stranu to v tomto jednoduchém piikladé uz stadi,
vzdy pak zbude strom. Vybér vymazané hrany z prvni kruznice je nezavisly na druhé kruznici
(jsou disjunktni), a proto dle principu nezavislych vybérii mame 5 - 6 = 30 moznosti vybrat
dvé hrany k vymazani. Celkem tedy vyjde 30 koster. O

Pocet vsech koster grafu lze obecné spocitat determinantem jisté matice, ale to uz
presahuje ramec naseho textu. Zde si jen uvedeme nasledujici fakt, jehoz dukaz je také
nad ramec textu.

Fakt. Uplny graf K, méa presné n" 2 koster.

Kromé teoretickych “hratek” maji kostry grafti jedno dulezité praktické pouziti, jez
ukazeme nyni.

Komentaf: Drfive jsme uvazovali spojeni v grafech cestami jdoucimi z jednoho mista do dru-

hého, ale nyni se podivame na jiny zpusob “propojovani” vSech vrcholu grafu najednou:

Nasim cilem je najit minimalni souvisly podgraf daného grafu, tedy miniméalni zptisob pro-

pojeni (v danych podminkéch), ve kterém existuji cesty mezi kazdou dvojici vrcholt. Podle

Véty 9.6 je timto minimalnim propojenim strom — kostra naseho grafu.

Tak je tfeba uvazovano propojeni domi elektrickym rozvodem, propojeni $kol interne-
tem, atd. Zde nas ani tak nezajimaji délky cest mezi propojenymi body, ale hlavné celkova
délka ¢i cena vedeni/spojeni, které musime postavit. Vstupni graf ndm udéva véechny mozné
realizovatelné propojky s jejich cenami. Takto postavené zadani pak vede na nasledujici te-
oreticky problém.

Problém 9.15. Minimalni kostry (MST)
Je ddn souvisly vdZeny graf G,w s nezdpornygm ohodnocenim hran w. Otdzkou je najit
kostru T v G, kterd md nejmensi mozné celkové ohodnoceni. Formdlné

MST = min Z w(e)
kostra TCG \e€E(T)

Jak brzy uvidime, zadany problém mé velmi jednoduché algoritmické feseni.

Hladové algoritmy

Asi nejjednodussim zptsobem feSeni riznych optimaliza¢nich tloh je “ber postupné to
nejlepsi, dokud se da’. Tento postup se obecné v Cestiné nazyva hladovym, i kdyz
lepsi by bylo pouzit spravnéjsi preklad anglického “greedy”, tedy nenasytny. A jesté

vvvvv
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Metoda 9.16. Hladovy postup

Tato metoda Teseni se pouzivd u nékterych uloh, ve kterych hledame co nejlepsi reseni
(optimalizujeme), skladajici se z jednotlivych diléich kroki (¢i elementi). Princip hla-
dového postupu spocivd v tom, Ze ve vhodné poradi bereme jednotliveé dilci kroky ulohy
a v kazdém se lokdlné rozhodujeme pro nejlepsi okamzitou moznost. Celkové tesent pak
slozime z téchto dilc¢ich nejlepsich voleb.

ZnaZeni: Algoritmy implementujici hladovy postup se vSeobecné nazyvaji hladové algo-
ritmy.

Poznamka, pozor! Jisté jste se uz setkali s tim, Ze postup hamouna obvykle nedava ty nejlepsi
vysledky (jak v teorii, tak ani v zivoté). Je to skutecné tak, hladovy postup obvykle neni mate-
maticky korektni. Pfresto vSak je tfida optimalizac¢nich tloh v diskrétni matematice, pro které
hladovy postup funguje vyborné. Jednim pfikladem fungovani hladového postupu je prave hle-
dani miniméalni kostry v grafu. Vice pfikladi bude uvedeno ve Cviceni 9.4.

Vseobecné lze Fici, Ze hladovy algoritmus dobfe funguje vSude tam, kde podstatu problému
lze vyjadrit tzv. matroidem.

Algoritmus 9.17. Hladovy pro minimalni kostru.
Je dan souvisly vdZeny graf G,w s nezdpornym ohodnocenim hran w.

— Sefadime hrany grafu G vzestupné podle jejich ohodnoceni, t;j.
w(er) <w(er) < ... <wlep).

— Zacéneme s prazdnou mnozinou hran T = ) pro kostru.

— Proi=1,2,...,m vezmeme hranu e; a pokud T'U {e;} nevytvaii kruznici, ptidame
e; do T. Jinak e; “zahodime”.

— Na konci mnozina T' obsahuje hrany minimalni kostry vazeného grafu G, w.

Dikaz spravnosti Algoritmu 9.17:

Necht T je mnozina hran ziskand v Algoritmu 9.17 a nechf hrany jsou jiz sefazené
w(er) < wle2) < ... < w(ey). Vezméme mnozinu hran Tj té minimélni kostry (muze
jich byt vice se stejnou hodnotou), kterd se s 7' shoduje na co nejvice prvnich hranach.
Pokud Ty = T, algoritmus pracoval spravné.

Predpokladejme tedy, %e Ty # T, a ukdZeme spor, tj. Ze toto nemiiZe ve skutecnosti
nastat. Ozna¢me j > 0 takovy index, ze se mnoziny Ty a T shoduji na prvnich j — 1
hranéch eq,...,e;_1, ale neshoduji se na e;. To znamena, ze e; € T, ale e; ¢ Tp. (Jisté
nemize nastat e; ¢ T, ale e; € Tp.) Podle Dusledku 9.5 obsahuje graf na hranach
To U {e;} pravé jednu kruznici C. Kruznice C' vSak nemuze byt obsazena v nalezené
kostfe T', a proto existuje hrana e, v C, kterd ex & T a zaroven k > j. Potom vSak je
w(ex) > w(e;) podle naseho sefazeni hran, a tudiz kostra na hranach (7o \ {ex}) U {e;}
(vznikla nahrazenim hrany e hranou e;) neni horsi nez Ty a méli jsme ji v nasi tvaze
zvolit misto Tp. To je hledany spor. O

Komenta#: Spravny pohled na predchozi dikaz by mél byt nasledovny: Pfedpokladali jsme,
Ze nalezena kostra 7" se s nékterou optimalni kostrou shoduje aspoin na prvnich j—1 hranach.
Poté jsme ukazali, Ze nékterou dalsi hranu e, v (pfedpokladané) optimélni kostte 1ze zaménit
hranou e;, a tudiz dosdhnout shodu aspon na prvnich j hrandch. Dalsimi iteracemi zdmén
ukazeme tplnou shodu nasi nalezené kostry T' s nékterou optimélni kostrou. V nasem dikaze
jsme se vlastné zamérili na diikaz toho, Ze ta posledni iterace zdmén nemtize selhat. Nakreslete
si tento ditkaz obrazkem!

Zakladni hladovy algoritmus pro hledani minimalni kostry grafu byl poprvé explicitné
popsén Kruskalem, ale uz dfive byly objeveny jeho podobné varianty, které zde jen
struéné zminime.
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Algoritmus 9.18. Jarnitkuv pro minimalni kostru.

Hrany na zacdtku neserazujeme, ale zacneme kostru vytvdret z jednoho vrcholu a v kaz-
dém kroku pridame nejmenst z hran, které vedou z jiZ vytvoreného podstromu do zbytku
grafu.

Poznamka: Tento algoritmus je velmi vhodny pro praktické vypocty a je dodnes Siroce pouzivany.
Malokdo ve svété vsak vi, ze pochazi od Vojtécha Jarnika, znamého ceského matematika — ve
svétové literatute se obvykle pfipisuje Ameri¢anu Primovi, ktery jej objevil az skoro 30 let po
Jarnikovi.

Avsak historicky viibec prvni algoritmus pro problém minimalni kostry (z roku 1928)
byl nalezen jinym ¢eskym matematikem:

Algoritmus 9.19. Boruvkuv pro minimdalni kostru.
Toto je ponéekud sloZitéjsi algoritmus, chovd se jako Jarnikiv algoritmus spusteny zdro-
ven ze vSech vrcholi grafu najednou. Detaily lze nalézt v doplrikové literature [5, Oddil

44

Ulohy k feseni
(9.4.1) Kolik koster méd kruznice délky 20047
*(9.4.2) Zkuste sami vlastnim pocitanim odvodit, Ze pocet koster tiplného grafu Ks je 125 =
53.
Navod: Zkuste néco chytfejsiho, nez kresleni vSech koster. Co tfeba se podivat na jednotlivé
“typy” koster?

Rozsifujici studium

Stromium, jejich isomorfismu a kédovéani se vénuji [5, Oddily 4.1,2]. Problém minimalni
kostry a jeho historie jsou vyborné shrnuty v [5, Oddily 4.3,4,5]. Hladovy postup je bézné
zminovan a pouzivan v knihdch zabyvajicich se algoritmy a optimalizaci. Pro konkrétni
algoritmické implementace odkazujeme i na [3]. Zajemci o hlubsi studium pocitani koster v
grafech si mohou preéist (pomérné obtiznou) [5, Kapitola 7].

9.5 Cviceni: Priklady o stromech, kostrach a hladovém postupu

Priklad 9.20. Zjistéte, zda nasledujici dva stromy jsou isomorfni.

VSRS

Nejprve si ovéfime, ze stromy maji stejny pocet vrcholi (hran je pak také stejné). K
danym dvéma stromtm najdeme jejich centra a prekreshme si je jako korenové stromy
s kofeny v centrech.
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Nyni pfejdeme k uréeni miniméalniho zavorkového kédu pro levy strom (Algoritmus 9.12):
Napftiklad pii rekurzivnim volani ve vrcholu b uréime kédy jeho podstromu jako ()’
a ’(()()). Jelikoz levou zévorku povazujeme za slovnikové mensi, tyto dva podkédy
sefadime a spojime takto ’((()()) ())’. Obdobné postupujeme déle...Nakonec v ko-
feni a ziskdme rekurzivnimi volanimi kédy jeho t¥i podstroma ’((()()) ()’ ’() a
"((00) O() ). Po sefazeni a spojeni nam celkovy minimélni kéd levého stromu vyjde

(OO0 D)0O) O)-

Obdobné budeme postupovat pii rekurzivnim urcéovani minimalniho kédu pravého
stromu. Zde ndm podkddy jednotlivych t¥i podstromu kofene x vyjdou ’()’, "((())())’ a
"((00))O0) . Po sefazeni a spojeni ndm celkovy minimélni kéd pravého stromu vyjde
"(OMOO) (D)D) O ). Napiseme si tedy ziskané dva kédy pod sebe a uvidime, kde se
lisi 55588382)()(8)(53()) 0 g Dané dva stromy tudiz nejsou isomorfni. O

Priklad 9.21. Kolik riiznych koster mé tento graf?

Jak vidime, opét musime vymazat dvé hrany z grafu, aby zbyla kostra. Nelze vsak
vypoustét jednu hranu z levé kruznice a jednu z pravé, nebot by vybéry nezyly nezavislé
— hrana z je obéma sdilend. Podivame se tedy na feSeni jako na soucet disjunktnich
moznosti, poctu koster obsahujicich x a poc¢tu koster bez hrany .

Pokud hranu z vymazeme, zbude kruznice délky 11 a ta mé 11 koster. Pokud naopak
hranu x zachovame, musime z levé kruznice od x vymazat jednu ze 6 hran a z pravé
kruznice jednu z 5 hran. Tyto vybéry jiz jsou nezavislé a pocet moznosti je 6 - 5 = 30.
Celkem ma nas graf 11 + 30 = 41 koster. a

Priklad 9.22. Najdéme hladovym algoritmem minimalni kostru v tomto vazeném
grafu (vdahy hran jsou zapsany ¢isly v obrazku).

3 4 3
3 2 1
1 2
1 2
1 49

Hrany si nejprve sefadime podle jejich vah 1,1,1,1,2,2,2,2,3,3,3,4,4. (na poradi
mezi hranami stejné vahy nezalezi, proto jej zvolime libovolné). Zafneme s prazdnou
mnozinou hran (budouci) kostry. Pak hladovym postupem piiddme prvni dvé hrany
véhy 1 vlevo dole, které nevytvori kruznici. Tteti hrana vdhy 1 vlevo s nimi uz tvofti
trojuhelnik, a proto ji pridat nelze, je zahozena. P¥i znazornéni pribéhu pouzivame
tlusté ¢ary pro vybrané hrany kostry a teckované ¢ary pro zahozené hrany:

3 4 3 3 4 3
3 2 1 3 2 1
1 2 1 2
1 2 1 2
1 4 2 1 4 2
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Poté pfejdeme na hrany s vahou 2, z nichz lze tii postupné pridat bez vytvotfeni kruznice
a ¢tvrtd (aplné vpravo) jiz kruZnici vytvoii a je proto zahozena. Viz. obrazek vpravo.
Nakonec jesté priddme hranu nejmensi vyssi vahy 3 vlevo nahofe a zbylé hrany jiz
zahodime, protoze vSechny tvori kruznice.

Ziskdme tak minimalni kostru velikosti 1 +2+2+ 3+ 1+ 1+ 2 = 12, kterd je v tomto
pfipadé (ndhodou) cestou, na poslednim obrézku vpravo.

Poznamenéavame, Ze pfi jiném sefazeni hran stejné vahy by kostra mohla vyjit jinak,
ale vzdy bude mit stejnou minimalni velikost 12. (Napfiklad misto levé svislé hrany muze
obsahovat pfilehlou thlopficku stejné véhy 1.) O

Priklad 9.23. Najdéme minimalni kostru grafu z Prikladu 9.22 Jarnikovym algo-
ritmem.

Kostru za¢neme budovat v levém dolnim vrcholu. (Tj. nase ¢asteéna kostra zatim
dosahla jen na levy dolni vrchol.) Vidime, Ze obé hrany z néj vychazejici maji vahu 1,
proto je obé do kostry priddme. Takto nase budovana kostra jiz dosdhla na tfi vrcholy
grafu, které si v nésledujicim obrazku vlevo vyznac¢ime. (Zbylé hrany mezi dosaZenymi
vrcholy jsou jiz k ni¢emu, proto je zahodime.)

V dalsim kroku ze vsech tii dosazenych vrcholti vybirdme nejmensi hranu vedouci mimo
né. Jak hned vidime, nejmensi takova hrana ma vahu 2, takze ji k nasi kostfe pridame
a dosdhneme Ctvrty vrchol grafu. Poté opét vybirdme nejmensi hranu z dosazenych
vrchold ven, ale ty maji nyni vahu nejméné 3 (zvolime tu nahote vlevo). Také ji pfidame
do kostry a dostaneme se do situace vyznacené na hornim obrazku vpravo.

Nyni jiz je dosazenych vrcholti 5 a nejmensi z hran vedoucich z dosazenych ven
ma védhu 2. (VSimnéte si dobfe tohoto rozdilu od zdkladniho hladového postupu — v
tomto algoritmu se nemusi hrany probirat globalné monoténné podle svych vah!) Takto
dosdhneme i pravého dolniho vrcholu, na néasledujicim obrazku vlevo.

Nakonec jesté dosdhneme zbylé dva vrcholy hranami po fadé vah 2 a 1. Ziskdme tak
stejnou minimalni kostru jako v Piikladé 9.22. Opét je vSak moznost nalézt jinou z
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minimélnich koster stejné velikosti, pokud mezi hranami stejné vahy vedoucimi ven v
kazdém kroku vybirame jinak. O

V dalsich dvou piikladech si ukédZeme pouziti hladového postupu na fesSeni jinych
problémt nez minimalni kostry. Obé aplikace postupu jsou podobné a pomérné prirozené,
presto jen prvni z nich je matematicky korektni — dava vzdy optimélni vysledek, kdezto
druha ne.

Priklad 9.24. Podivejme se na tento prirozeny problém z univerzitniho prostiedi:
Krouzky studentit maji béhem dne pevné naplanované casy cviceni. Nasim tikolem
je rozmistit cvi¢eni do co nejméné uceben, aby se samozrejmé v jedné ucebné cviceni
neprekryvala. K vyfeSeni pouzijeme hladovy postup:

— Nejdrive zac¢inajici cviceni umistime do ucebny ¢. 1.

— Vybereme nejdiive zac¢inajici neumisténé cviceni (libovolné, pokud jich vice za¢ina
ve stejnou dobu) a umistime jej do prvni volné uc¢ebny nejmensiho ¢isla.

— Opakujeme predchozi bod, dokud nejsou vsechna cviceni rozmisténa.

Jak dobry vysledek (tj. maximalni pocet potiebnych u¢eben) nam tento postup da?

Je to mozna s podivem, ale tento primitivni postup nadm da zcela optimalni Feseni
ulohy, jak si nyni stru¢né zdivodnime:
Predpokladejme, ze ucebny jsou ¢islovany 1,2,3,.... Pokud uvedeny hladovy postup
potfebuje celkem k uceben, znamené to, ze v nékterém svém kroku jiz mél ucebny
1,2,...,k — 1 obsazené probihajicimi cvi¢enimi a pro dalsi cviceni musel pouzit u¢ebnu
¢islo k. (Jinak by pouzil uc¢ebnu mensiho ¢isla.) To vSak znamend, ze v onom okamziku
se najednou koné k riznych cviceni, a proto pouziti nejméné k uceben je nutné. O

Priklad 9.25. Vrcholovym pokrytim v grafu G nazveme mnozinu vrcholii X C V(G)
takovou, ze kazda hrana grafu G ma aspon jeden konec v X. Zadanym tkolem je
nalézt v grafu vrcholové pokryti nejmensi mozné velikosti. Pouzijeme hladovy postup
(kdy se snazime kazdym krokem pokryt co nejvice ze zbylych hran v grafu):

— Zac¢neme s prazdnou X = ().
— Vybereme vrchol v nejvétsiho stupné v G a pridame jej do X.

— Vrchol v odebereme z grafu G (i s jeho hranami) a jdeme zpét na predchozi bod,
dokud nezbude graf G prazdny.

Proc¢ je toto Feseni obecné nekorektni?

Popsany hladovy postup v nékterych piipadech nenalezne nejmensi moznou mnozinu
vrcholového pokryti. Podivejme se na tento graf:

Hladovy postup nejprve vybere prostiedni vrchol, ale pak jesté musi v dalSich ¢tyfech
krocich vybrat 4 vrcholy, tedy celkem vyjde mnozina X velikosti 5:
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Snadno vsak zjistime, Ze optimalni vrcholové pokryti ma velikost jen 4 a je vyznacené
na obrazku vpravo. O

Ulohy k feseni

(9.5.1) Kolik hran je tieba vypustit z ndsledujictho grafu na 9 vrcholech, aby zbyla jeho
kostra?

(9.5.2) Kolik vrcholi mé strom s 2004 hranami? Je to jednoznacné?
(9.5.3) Les m4 2009 vrcholu a celkem 4 souvislé komponenty. Kolik mé hran?
(9.5.4) Kolik komponent souvislosti ma les s 2004 vrcholy a 1993 hranami?

(9.5.5) Méjme ¢isla {10,11,13,14,15,21} a spojme dvojice z nich hranami, pokud jsou
soudélna. Je vysledny graf stromem? A aspor lesem?

(9.5.6) Které z nésledujicich vyrazi jsou spravnymi zavorkovymi kédy pro nakreslené uspo-
fadané kofenové stromy?

A: (CCCOOOYO) OO
B: (CCOOOOYOXCOON
C: (CCOOOYO OO

(9.5.7) Kolik ruznych koster mé tento graf?

(9.5.8) Kolik koster miize mit graf, ktery vznikne ze stromu na 8 vrcholech pfidanim libo-
volné nové hrany (mezi dvéma nespojenymi vrcholy)? Uvédomte si, Ze pro rizné stromy a
hrany mohou vyjit rizné vysledky, a vasim tkolem je najit vSechny mozné pocty, véetné
prislusnych obrazki.

(9.5.9) Kolik hran je tfeba vypustit z iplného grafu na n vrcholech, aby vznikla jeho kostra?

*(9.5.10) Kolik nejméné vrcholit musi mit graf (bez ndsobnych hran), ve kterém Ize nalézt
dvé kostry nesdilejici zadnou hranu? Zdiavodnéte.

*(9.5.11) Kolik koster m4 graf na nésledujicim obrazku?
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10 Barevnost a kresleni graft

Uvod

Jiz drive jsme si pripominali jeden z historickych kament teorie grafi — slavny problém
sedmi mosti v Krélovei (dnesnim Kaliningradé). Dalsi neméné slavny problém pochézi z
poloviny 19. stoleti a je obvykle zvany problémem c¢tyf barev. Na rozdil od sedmi mostii,
problém ¢tyt barev zistal nevyfeseny po vice nez 100 let! A pravé snahy o jeho vyfeSeni se
zaprFicinily o rozvoj mnoha oblasti teorie grafii.

Problém ctyr barev byl ptivodné formulovan pro politické mapy stati: Vyrobci map chtéli
staty barevné odlisit, aby kazdé dva sousedni méli riizné barvy. Pritom chtéli mapy tisknout
co nejlevnéji, tedy s nejmensim moznym poctem barev. Neni problém nakreslit ¢tyri staty
tak, ze kazdy s kazdym sousedi, a proto 4 barvy jsou nékdy potfebné. Pro vétsi priklad se
podivejme na nasledujici obarvenou “mapu”:

Tiskarska praxe brzy ukazala, ze 4 barvy vzdy staci, ale matematici si dlouho lamali hlavy
s tim, pro¢ tomu tak je. ..

Zde si ukazeme, jak uvedeny problém souvisi s grafy a hlavné s pojmy rovinného kresleni
a barevnosti grafii. Uvedeme se (a zc¢asti odvodime) zakladni vlastnosti rovinnych grafii a
grafové barevnosti.

Cile

Prvnim cilem této lekce je definovat barevnost grafii a naucit se s ni pracovat. Druhym
cilem je definovat rovinné grafy a prehledové ukazat jejich vlastnosti, predevsim ve vztahu
k jejich barevnosti a ke geometrii.

10.1 Barevnost grafu

Nejprve si formélné definujme pojem barevnosti — predstavme si, Ze hrany grafu nam
fikaji, ze jejich koncové vrcholy musi byt barevné odlisené (tfeba proto, Ze reprezentuji
sousedni staty, nebo proto, Ze jinak jsou si pfili§ podobné, atd). Samoziejmé bychom
mohli kazdému vrcholu grafu dat jinou barvu, ale k ¢emu by pak takovy problém byl?
My bychom chtéli pouzit barev celkem co nejméné.

Definice: Obarvenim grafu G pomoci k barev myslime libovolné zobrazeni
c:V(G) —A{1,2,...,k}

takové, ze kazdé dva vrcholy spojené hranou dostanou ruzné barvy, tj. c(u) # c(v) pro
v8echny {u,v} € E(G).

Definice 10.1. Barevnost grafu G
je nejmensi pfirozené ¢islo x(G) pro které existuje obarveni grafu G pomoci x(G) barev.

Cisla 1,2, ...,k z predchozi definice tak nazyvame barvami vrcholt (je to pohodInéjsi,
nez popisovat barvy béZnymi jmény jako bild, cervend, atd).

Poznamka: Uvédomme si, ze barevnost lze definovat pouze pro graf bez smycek, protoze oba
konce smycky maji vzdy stejnou barvu a nic s tim nenadélame.

83



Priklad 10.2. Urcete barevnost grafu

Na prvni pohled je vidét, Ze potiebujeme asponi 3 barvy, nebot graf méa trojici navzajem
spojenych vrcholil (trojihelnik). Na druhy pohled pak zjistime, Ze levy a pravy vrchol spojené
hranou nejsou, a proto jim lze pfifadit stejnou barvu (a dalsi dvé barvy vrchnimu a spodnimu
vrcholu). Proto mé graf barevnost 3. O

V obecnosti lze o barevnosti grafi fici nasledujici.

Lema 10.3. Necht G je jednoduchy graf (bez smycek) na n vrcholech. Pak x(G) <n a
rovnost nastavd pravé kdyz G ~ K,, je uplny graf.

Diikaz: Staci kazdy vrchol obarvit jinou barvou a méme skutecné obarveni n barvami
dle definice. Navic pokud néktera dvojice u, v vrchold neni spojené hranou, muzeme volit
lepsi obarveni c¢(u) = ¢(v) = 1 a zbylé vrcholy riznymi barvami 2,3,...,n — 1, tj. pak
X(G) < n. O

Priklad 10.4. Vratme se k prikladu barveni mapy z uvodu lekce a ukazme si, jak souvisi s
grafy a jejich barevnosti.

Oznacme si staty na mapé pismeny a, b, ..., h.

Jednotlivé oblasti na mapé (pfedpokladédme, ze kazdy stdt ma souvislé tizemi, tj. staty =
oblasti) prohldsime za vrcholy naseho grafu a sousedni dvojice statt spojime hranami. Neza-
pomenime pritom, ze “sousedni” znamend sdileni celého tiseku hranice, ne jen jednoho rohu.
Vysledkem bude graf nakresleny vpravo. Podivame-li se nyni zpatky na definici barevnosti
grafu, vidime, Ze se jedné pfesné o ten samy problém jako u barveni pivodni mapy.

Pri trose snahy také najdeme lepsi obarveni uvedené mapy vyuzivajici pouhych t¥i barev:

2

d

Podivejme se, které grafy maji nizkou barevnost. Je jasné, ze jedna barva staci, jen
pokud graf nema hrany. Grafy obarvitelné dvéma barvami uz tvofi zajimavéjsi tf¥idu a
jsou obvykle nazyvané jednim slovem bipartitni. Pomérné jednoduchy popis bipartitnich
graft je uvedeny v nasledujicim tvrzeni.

Véta 10.5. Graf G md barevnost 1 prdvée kdyz nemd Zddné hrany.
Graf G md barevnost 2 prdvé kdyzZ nemd Zddnou kruznici liché délky jako podgraf.
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Diikaz: Pokud graf nemd hrany, muzeme vSechny vrcholy obarvit stejnou barvou 1.
Naopak pokud maji vSechny vrcholy stejnou barvu, nemuze graf mit zadnou hranu.
kruznici nelze obarvit dvéma barvami, viz obrazek. Na druhou stranu si predstavme, Ze
zvolime libovolny vrchol v grafu G s barvou 1 a ostatni vrcholy obarvime takto: Vrcholy,
jejichz vzdalenost od v je licha, obarvime 2. Vrcholy, jejichz vzdélenost od v je suda,
obarvime 1.

Pokud bychom tak ziskali tfeba dva vrcholy v sudé vzdéalenosti spojené hranou,
nalezneme pfi trose snahy lichou kruznici prochazejici touto hranou, coz nelze. Stejné
tak pro dva vrcholy v liché vzdélenosti. Proto nase obarveni za danjych predpokladi
nemiize dat stejnou barvu sousednim vrcholtim, a tudiz dvé barvy staci.

2

77 1

a

Ponékud neprijemnou skutecnosti je, ze o barveni a urcovani barevnosti grafi ne-
miizeme v obecnosti fici o mnoho vice, nez jsme uvedli vysSe. Jedna se o problém al-
goritmicky jesté obtiznéjsi nez byl problém isomorfismu a nepredpoklada se, ze by se
barevnost grafu dala algoritmicky uréit jinak, nez hrubou silou probrénim (téméf) vsech
moznych obarveni.

Ulohy k feseni

(10.1.1) Kolika nejméné barvami korektné obarvite graf pravidelného osmisténu?

(10.1.2) Kolik nejméné barev je tieba na korektni obarveni tohoto grafu? P¥islusné obarveni
vyznacte.

(10.1.3) Jaka je barevnost stromu?

(10.1.4) Kolik barev vzdy staci na korektni obarveni grafu vzniklého z kruznice délky 2004
pridanim jedné nové hrany?
*(10.1.5) Predstavme si, Ze né&jaky velky graf ma vSechny vrcholy stupné nejvyse 101. Kolika
barvami takovy graf jisté obarvime?

10.2 Rovinné kresleni grafu

Dalsim dilezitym grafovim pojmem tzce svizanym s problémem ¢&tyt barev je rovinné
nakresleni, tj. nakresleni bez piekfizenych hran. Jen malokteré grafy rovinné nakresleni
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maji, ale dtlezitost grafi s rovinnym nakreslenim je motivovana jak esteticky (nakres-
leni bez kiiZeni hran vypadaji hezky a jsou snadno “Citelnd”), tak jejich teoretickym
vyznamem i praktickymi aplikacemi (pfedstavme si jednostranny plosny spoj jako graf
obvodu — hrany pfi jeho realizaci fyzicky nemuzeme kiizit bez dratovych propojek).

Definice 10.6. Rovinngm nakreslent grafu G
myslime zobrazeni, ve kterém jsou vrcholy znézornény jako rizné body v roviné a hrany
jako oblouky (¢ili k¥ivky) spojujici body svych koncovych vrchola. Pfitom hrany se nesmi
nikde kfizit ani prochézet jinymi vrcholy nez svymi koncovymi body.

Graf je rovinny pokud ma rovinné nakresleni.

Komenta¥: Dilezitym pfikladem rovinnych graft jsou grafy (tfirozmérngych Euklidovskych)
mnohosténi, tfeba graf ¢tyfsténu, krychle, osmisténu, dvanactisténu, atd.

Plati, ze grafy mnohostént jsou vzdy rovinné a 3-souvislé. Naopak kazdy rovinny 3-souvisly
jednoduchy graf je grafem néjakého mnohosténu. (Dikaz tohoto tvrzeni je obtizny.)

Geometricky priklad grafit mnohosténi také prinasi ¢ast terminologie rovinnych kres-
leni a hlavné motivuje dilezity slavny Eulertv vztah (Véta 10.7).

Definice: Sténami rovinného nakresleni grafu nazyvame souvislé oblasti roviny ohrani-
¢ené timto nakreslenim grafu.

Komentar:

Rovinny graf mize mit vice podstatné riiznych nakresleni, jak vidime na uvedeném ilustrac-
nim obrazku, ale plati, zZe 3-souvisly rovinny graf ma ve vSech svych rovinnjch nakreslenich
stejné stény. To intuitivné znamend, ze ze znalosti grafu mnohosténu muzeme odvodit pii-
blizny tvar ptvodniho télesa.

Podivejte se zpét na konstrukci pouzitou v Piikladé 10.4 — oblasti, neboli stény,
mapy jsme nahrazovali vrcholy nového grafu a spojovali jsme hranami sousedici dvojice
oblasti. Tuto konstrukcei lze formalné zobecnit na stény nakresleni libovolného grafu:

Definice. Dudalni graf rovinného nakresleni grafu G ziskame tak, Ze stény nahradime
vrcholy duélu a hranami spojime sousedici dvojice stén.

Komenta#: Duélni graf k rovinnému grafu je vzdy rovinny, coZ je snadné dokéazat. Pro priklad
odvozeni dualniho grafu se podivejme na obréazek:

Nyni si uvedeme zajimavy a vlastné “jediny rozumny” kvantitativni vztah o rovin-
nych nakreslenich grafii. Jedna se o slavny Eulertv vztah, ktery fika:
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Véta 10.7. Necht rovinné nakresleni neprdzdného souvislého grafu G md f stén. Pak
V(G +f—IEG)] =2.

Dikaz: Nechf pocet vrcholi v G je v a hran h. Dikaz této dulezité véty pouze
naznacime, detaily lze najit v literatuie.

e Pokud je G strom, tj. nema kruznice, ma ve svém nakresleni jedinou sténu a dle
Véty 9.3 méa presné h = v — 1 hran. Potom plativ+ f —h=v+1—(v—1) =2.

e Pokud G obsahuje kruznici C, pak vypustime jednu jeji hranu e. Tim se pocet hran
snizi o 1, ale zaroven se snizi o 1 pocet stén, protoze kruznice C' ptivodné oddélovala
dvé stény prilehlé k hrané e od sebe, ale nyni tyto dvé stény splynou v jednu. Pocet
vrcholti se nezméni. Proto se nezméni hodnota v+ f —h=v+ (f—1)—(e—1) = 2.

Tvrzeni tak plyne z principu matematické indukce. O

Poznamka: VS§imnéte si dobre, ze Eulertiv vztah vibec nezavisi na tom, jak je graf G nakresleny,
je to vlastnost grafu jako takového.

Tento jednoduse vypadajici vztah ma mnoho aplikaci a dusledkt, z nichz ¢ast si uvedeme
i dokézeme.

Dusledek 10.8. Jednoduchy rovinng graf na v > 3 wvrcholech md nejvyse 3v — 6 hran.
Jednoduchy rovinny graf na v > 3 vrcholech a bez trojihelniki md nejvyse 2v — 4 hran.

Dikaz: Muzeme predpokladat, Ze graf je souvisly, jinak bychom pridali dalsi hrany.
Necht pocet vrcholtl v G je v, stén je f a hran h. Jelikoz neméme smycky ani ndsobné
hrany, ma kazda sténa v nakresleni grafu na obvodu asponn 3 hrany, pritom kazdou
hranu zapocitame ve dvou pfilehlych sténach. Pak tedy plati e > % -3f, neboli %e > f.
Dosazenim do vztahu Véty 10.7 ziskame

1

2=v+f < +2 =
= e 36 €e="v 36

e<3(v—2)=3v—6.

Druha ¢ast se dokazuje obdobné, ale nyni vime, Ze graf nema4 ani trojahelniky, a tudiz
mé kazda sténa v nakresleni grafu na obvodu aspon 4 hrany. Pak tedy plati e > % -Af,
neboli %e > f. Dosazenim do vztahu Véty 10.7 ziskame

2=v+f <v+ 2 = !
=v esvtie—e=v—ge
e<2v-—2)=2v—4.
Tim jsme hotovi. O
Disledek 10.9. Kazdy rovinng graf obsahuje vrchol stupné nejvyse 5.

Kazdy rovinny graf bez trojuihelniki obsahuje vrchol stupné nejvyse 3.

Dikaz: Pokud by vSechny vrcholy mély stupné alespon 6, cely graf by mél aspon
% -6v = 3v hran, coz je ve sporu s Disledkem 10.8. Néktery vrchol musi tudiz mit mensi
stupen nez 6.

Obdobné postupujeme u druhého tvrzeni. a
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Ulohy k feSeni
(10.2.1) Nakreslete rovinné tento graf:

(10.2.2) Graf pravidelného dvacetisténu m4 12 vrcholii a 20 stén. Kolik ma hran?

(10.2.3) Co je dudlnim grafem k rovinnému nakresleni grafu krychle?

vy

vysledny graf stén?

10.3 Rozpoznani rovinnych grafa

P1i praktickém vyuziti rovinnych grafii je potfeba umét abstraktné zadany graf rovinné
nakreslit bez kriZzeni hran. Na rozdil od problému urceni barevnosti grafu se nastésti
jedné o efektivné algoritmicky FeSitelny problém.

Fakt. Existuji algoritmy, které pro zadany graf efektivné (rychle) rozhodnou, zda je
to rovinny graf, a pripadné naleznou rovinné nakresleni. Tyto algoritmy vSak nejsou
jednoduché.

Misto obecnych algoritmi pro rovinné kresleni grafii se zde podivame na otazku, jak
odivodnit nerovinnost (malého) grafu.

Priklad 10.10. Dokazme, ze néasledujici dva grafy, K5 a K3 3 nejsou rovinné.

Ks K333

Pfi zdtivodnéni vyuzijeme znalosti pfedchoziho oddilu. V§imnéme si, ze graf K5 ma 5 vrcholi
a 10 > 3-5— 6 hran. Podobné graf K3 3 ma 6 vrcholti a 9 > 2-6 — 4 hran, pfitom neobsahuje
zadné trojuhelniky. Proto podle Dusledku 10.8 Zadny z nich neni rovinny. (Pokud by byl
rovinny, pocet jeho hran by musel byt mensi, nez skutecné je.) O

Disledek 10.11. Grafy K5 a K33 nejsou rovinné.

Vyznam grafi K5 a K33 uvedenych v predchozim disledku spociva v tom, zZe jsou
to “nejmensi” nerovinné grafy ve velmi silném vyznamu slova nejmensi — kazdy dalsi
nerovinny graf jeden z nich “obsahuje”. Pro uvedeni takového popisu rovinnych grafi
jesté potifebujeme jednu definici.

Definice: Podrozdeélenim grafu G rozumime graf, ktery vznikne z G rozdélenim nékte-
rych hran novymi vrcholy stupné 2.

Dulezity abstraktni popis vSech rovinnych grafii nalezl K.Kuratowski:
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Véta 10.12. Graf G je rovinny prdave kdyZ neobsahuje podrozdéleni grafi. Ks nebo K33
jako podgrafy.

Poznamka o rozpoznani nerovinnosti grafu: Pokud chceme ukazat, ze dany graf je rovinny, prosté
jej nakreslime v roviné bez kfizeni hran. Pfedchozi véta nam naopak dava spolehlivy zptsob,
jak ukazat, ze dany graf neni rovinny — prosté v ném najdeme podrozdéleni grafi K nebo K3 3.
(Ve skuteénosti tuto obtiZznou vétu ani nepotiebujeme ke zdivodnéni nerovinnosti, sta¢i nam
Disledek 10.11. Véta 10.12 nam jen tikd, ze pfislusnad podrozdéleni vzdy v nerovinnych grafech
najdeme.)

Pro praktické pouziti véty dodame, ze az na vzacné vyjimky se lépe v nerovinnych grafech
najde podrozdéleni grafu K3 3 nez grafu Ks.

Priklad 10.13. Které z ndsledujicich dvou grafii jsou rovinné? Najdéte rovinné nakresleni
(v¢etné ocislovanych vrcholi), nebo zdiivodnéte nerovinnost grafu.

A B

Po chvili zkouméani uréité pfijdeme na to, ze graf A se da nakreslit rovinné takto:

x Y c

VAV L L

Graf B na druhou stranu rovinny neni podle Véty 10.12; protoze je v ném obsazeno podroz-
déleni grafu K3 3, které je ukdzano na tomto obrazku:

A

d

Zavérem si jesté bez dikazu uvedeme, ze rovinné grafy vzdy maji “pékné” nakresleni
v roviné.

Véta 10.14. Kazdy jednoduchy rovinny graf lze nakreslit v roviné (bez kriZeni hran)
tak, Ze hrany jsou usecky.

Ulohy k feseni
(10.3.1) Pro kterd n je auplny graf K,, rovinny?

(10.3.2) Které z nasledujicich dvou grafi jsou rovinné? Najdéte rovinné nakresleni (vcetné
ocislovanych vrcholii), nebo zdivodnéte nerovinnost grafu.

A B

(10.3.3) Kolik hran staci pfidat ke kruznici, aby vznikl nerovinny graf?
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10.4 Barveni map a rovinnych graft

Komenta¥: Vzpomenme sina jiz zminovany prevod mapy na graf — jednd se vlastné o vytvo-
feni dudlniho grafu k této mapé (strana 86). Aby v dudlnim grafu k mapé nevznikly smycky,
v mapé nesmi zadny stat sousedit sam se sebou, coz je prirozeny pozadavek.

V roce 1976 Appel a Haken, a pak v roce 1993 znovu Robertson, Seymour, Sanders
a Thomas, dokéazali tuto vétu, ktera rozresila problém ¢ty barev a kterd je jednim z
nejslavnéjsich vysledkt diskrétni matematiky vibec:

Veéta 10.15. Kazdy rovinny graf bez smycek lze obarvit 4 barvami.

Dukaz této véty je nesmirné slozity (vSak byl také hledan po vice nez 100 let a k jeho
uplnému provedeni je stale tfeba vykonny pocitac), a proto si uvedeme slabsi a mnohem
jednodussi tvrzeni:

Tvrzeni 10.16. Kazdy rovinny graf bez smycek lze obarvit 6 barvami.
Kazdy rovinny graf bez smycek a bez trojiuhelniki lze obarvit 4 barvami.

Diikaz: Postupujeme indukci dle po¢tu vrchold grafu G. Podle Disledku 10.9 najdeme
vrchol v v G stupné nejvyse 5. Podle indukéniho predpokladu 1ze mensi graf G—wv obarvit
6 barvami. Z nich jen nejvyse 5 je sousedy vrcholu v a tudiz Sestou barvou mutizeme v
dobarvit.

Druhou ¢ast dokazeme obdobné, kdyz vezmeme vrchol stupné < 3 v G. O

Rozsirujici studium

Problematika rovinného kresleni grafii a jejich barveni je pokryta v [5, Kapitola 5]. Z4-
jemce o jednoduchy popis algoritmu na rovinné kresleni odkazujeme na [3]. Zdjemci o po-
drobny popis historie problému ¢tyt barev zase mohou mnoho zajimavych informaci nalézt
na internetu.

10.5 Cviceni: Priklady na barevnost a rovinnost grafi

Priklad 10.17. Urcete a zdiivodnéte barevnost tohoto grafu:

Vidime, ze obvodova kruznice tohoto grafu mé délku 5, coz je liché ¢islo, a proto je
potfeba na jeji korektni obarveni pouzit aspon tii barvy 1,2, 3. Pak je ale stiedovy vrchol
spojeny s kazdou z téchto barev 1,2, 3, tudiz pro néj potrebujeme ¢tvrtou barvu 4.

To znamend, Ze dany graf mé barevnost 4. 0
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Priklad 10.18. Kolik nejméné hran musite vypustit z uplného grafu na 7 vrcholech,
aby se vysledny graf dal korektné obarvit dvéma barvami?

Musime vypustit vSechny hrany mezi vrcholy, kterym chceme dat stejnou barvu, aby
vysledné obarveni bylo korektni. Jelikoz vSechny vrcholy uplného grafu jsou si ekviva-
lentni, sta¢i se rozhodnout, kolik z nich dostane barvu 1 a kolik barvu 2. Jak snadno
zjistime, optimalni je barvy rozdélit napul, tj. 3 a 4 v tomto pfipadé. Je tedy potieba
vypustit nejméné (3) + (3) =3+6=09 hran.

2

a

Priklad 10.19. Kolik nejméné hran je tieba vypustit z nasledujiciho 8-vrcholového
grafu, aby vznikl rovinny graf? Zduavodnéte.

Nejprve se podivame, zda nas graf ndhodou neni rovinny. To ale neni, protoze zde
vidime v ném obsazené podrozdéleni K3 3:

Tento obrazek zaroven ukazuje jesté jednu zajimavost — nas graf nebude rovinny, ani
kdyz vypustime libovolnou z “tétiv” obvodové kruznice. Na druhou stranu neni tézké
objevit, Ze staci vypustit tfeba pravou svislou hranu a ziskdme rovinné nakresleni:

SERNE

Staci tedy vypustit jednu hranu a ziskdme rovinny graf. O

Ulohy k feSeni

(10.5.1) Kolik nejméné barev je tieba na korektni obarveni tohoto grafu? P¥islusné obarveni
vyznacte.

(10.5.2) Kolik nejméné barev je tieba na korektni obarveni tohoto grafu? P¥islusné obarveni
vyznacte.
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(10.5.3) Obarvéte nésledujici graf na 8 vrcholech tiemi barvami 1,2, 3 tak, aby se barva 3
pouzila co nejvice krat.

(10.5.4) Obarvéte nésledujici graf na 9 vrcholech tfemi barvami 1,2,3 tak, aby se barva 3
pouzila co nejméné krat.

*(10.5.5) Jakd miuze byt barevnost grafu, ktery vznikne z tiplného grafu na 15 vrcholech
vypusSténim ti{ hran? (Je to jednoznacné?)

(10.5.6) Je tento graf rovinny?

(10.5.7) Je tento graf rovinny?

(10.5.8) Kolik nejvyse hran lIze piidat do néasledujiciho grafu na 8 vrcholech, aby jesté zistal
rovinny a jednoduchy?

(10.5.9) Kolik nejvyse hran Ize pfidat do nasledujiciho grafu na 9 vrcholech, aby jesté ziistal
rovinny a jednoduchy?

(10.5.10) Nakreslete libovolny rovinny graf s 18 hranami a 10 sténami. Kolik m4 takovy
graf vrcholi?
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11 Toky v sitich

Uvod

Zavérem se podivame jesté na jednu oblast tloh, kde nasla teorie grafii bohaté uplatnénti,
konkrétné orientované grafy. Jde o oblast tzv. “sitovych” tloh: Pojem sit pouzivdme jako
souhrnné pojmenovani pro matematické modely situaci, ve kterych prepravujeme néjakou
substanci (hmotnou ¢i nehmotnou) po pfedem danych prepravnich cestéch, které navic maji
omezenou kapacitu.

Jednd se treba o potrubni sité prepravujici vodu nebo plyn, o dopravni sit silnic s pie-
pravou zbozi, nebo treba o internet prenasejici data. Obvykle nas zajima problém prenést
z daného ,,zdroje“ do daného cile cili ,stoku“ co nejvice této substance, za omezujicich
podminek kapacit jednotlivych prepravnich cest (pfipadné i jejich uzli). Obrdzkem mizeme
vyjadrit sit' s danymi kapacitami prepravy jako:

5

Problém maximalniho toku v siti je snadno algoritmicky resitelny, jak si také popiSeme.
Jeho feseni ma (kupodivu) i mnoho teoretickych disledkii, tfeba pro souvislost ¢i parovani
v grafech.

Cile

Ukolem této lekce je teoreticky popsat problém toku v siti a vysvétlit zakladni algoritmus
nenasycenych cest pro jeho feseni. Déle jsou uvedeny nékteré disledky vysvétlené latky (pro
rozSifené sité, pro bipartitni parovani a vybér reprezentanti mnozin).

11.1 Definice sité

Zakladni strukturou pro reprezentaci siti je orientovany graf. Vrcholy grafu modeluji
jednotlivé uzly sité a hrany jejich spojnice. Vzpomenime si (strana 48), Ze v orientovanych
grafech je kazd4 hrana tvofena uspofadanou dvojici (u,v) vrcholi grafu, a tudiz takova
hrana mé smér z vrcholu u do v.

Definice 11.1. Sif je ¢tvefice S = (G, 2, s,w), kde
— G je orientovany graf,

— vrcholy z € V(G), s € V(G) jsou zdroj a stok,

— w: E(G) — R" je kladné ohodnoceni hran, zvané kapacita hran.

Komentar:

Na obréazku je zakreslena sit s vyznacenym zdrojem z a stokem s, jejiz kapacity hran jsou
zapsany ¢isly u hran. Sipky udévaji smér hran, tedy smér proudéni uvaZované substance
po spojnicich. (Pokud smér proudéni neni dtlezity, vedeme mezi vrcholy dvojici opacné
orientovanych hran se stejnou kapacitou.) Kapacity hran pak omezuji maximalni mnozstvi
prenasené substance.
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Poznamka: V praxi maze byt zdroji a stoku vice, ale v definici stac¢i pouze jeden zdroj a stok,
z néhoz / do né&jz vedou hrany do ostatnich zdrojt / stoki. (Dokonce pak rizné zdroje a stoky
mohou mit své kapacity.)

Obvykle nés na siti nejvice zajimé, kolik nejvice substance mizeme (rtiznymi cestami)
prenést ze zdroje do stoku. Pro to musime definovat pojem toku, coz je forméalni popis
okamzitého stavu prenaseni v siti.

ZnaZeni: Pro jednoduchost piSeme ve vyrazech znak e — v pro hranu e piichézejici do

vrcholu v a e «+ v pro hranu e vychazejici z v.

Definice 11.2. Tok vsiti S = (G, z, s,w)
je funkee f: E(G) — R{ spliujici

~Vee E(G): 0< fe) < w(e),

S WeV(Gv#Ezs: 3 fle)= 3 fle)

Velikost toku f je dana vyrazem ||f|| = > f(e) — > f(e).

ZnaZeni: Tok a kapacitu hran v obrazku sité budeme zjednodusené zapisovat ve formatu
F/C, kde F je hodnota toku na hrané a C je jeji kapacita.

Komentaf¥: Neforméalné tok znamend, kolik substance je kazdou hranou zrovna prenaSeno
(ve sméru této hrany, proto hrany musi byt orientované). Tok je pochopitelné nezaporny a
dosahuje nejvyse dané kapacity hrany.

2/5

3/5

Ve vyobrazeném piikladé vede ze zdroje vlevo do stoku vpravo tok o celkové velikosti 5.
Poznamka: Obdobné se da velikost toku definovat u stoku, nebot

0= (fle)=fE)=D_> fle)=D_> fley= > <Z fle)=>" f(e)> :

€ v e<—v v e—v v=z,8 e<—7v e—v

(Dvojité sumy uprostied predchoziho vztahu nabyvaji stejnych hodnot pro vSechny vrcholy
kromé z a s dle definice toku.) Proto velikost toku poéitand u zdroje je rovna opacné velikosti
toku pocitaného u stoku

<Z IOEDY f(€)> = - <Z fle) - Zf(@) :

e<—z e—z e«—s e—Ss
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11.2 Hledani maximalniho toku

Nasim ukolem je najit co nejvétsi tok v dané siti. Pro jeho nalezeni existuji jednoduché
a velmi rychlé algoritmy.

Problém 11.3. O mazximadlnim toku v siti

Je ddna sit S = (G, z,s,w) a nasim tkolem je pro ni najit co nejvétsi tok ze zdroje z do
stoku s vzhledem k ohodnoceni w.

Formdiné hledame max || f|| dle Definice 11.2.

Komenta¥: Tok velikosti 5 uvedeny v ukazce v predchozi ¢asti nebyl optiméalni, nebot v té
siti najdeme i tok velikosti 6:

2/5

0/2 2/2

4/5

Jak vSak pozname, ze vétsi tok jiz v dané siti neexistuje? V této konkrétni ukazce to neni
obtizné, vidime totiz, ze obé dvé hrany prichazejici do stoku maji soucet kapacit 2 + 4 + 6,
takze vice nez 6 do stoku ani pfitéct nemutze. V obecnosti lze pouzit obdobnou tvahu, kdy
najdeme podmnozinu hran, které nelze tokem “obejit” a které v souctu kapacit daji velikost
naseho toku. Existuje v8ak takova mnozina hran vzdy? Odpovéd ndm da nasledujici definice
a véta.

Definice 11.4. Rez v siti S = (G, z, s, w)

je podmnozina hran C C E(G) takova, ze v podgrafu G — C (tj. po odebrani hran C z
() nezbude zadna orientovana cesta ze z do s.

Velikosti fezu C' rozumime soucet kapacit hran z C, tj. |C|| = X .cc w(e).

Véta 11.5. Maxzimadlni velikost toku v siti je rovna minimdlni velikosti rezu.

Komenta¥: Na nésledujicim obrazku vidime trochu jinou sit s ukédzkou netrividlniho minima4l-
niho fezu velikosti 5, naznaceného svislou ¢arkovanou carou. V8imnéte si dobie, Ze definice
fezu mluvi o preruseni vSech orientovanych cest ze z do s, takze do fezu staci zapocitat hrany
jdouci pfes svislou ¢aru od z do s, ale ne hranu jdouci zpét. Proto je velikost vyznaceného
fezu 1+ 4 =5.

Poznédmka: Tato véta poskytuje tzv. dobrou charakterizaci problému maximélniho toku: Kdyz
uz nalezneme maximaélni tok, tak je pro nas vzdy snadné dokézat, Ze lepsi tok neni, nalezenim
prislusného fezu o stejné velikosti. PFitom toto zdivodnéni fezem muzeme sméle ukazat i nékomu,
kdo se viibec nevyzna v matematice.

Dtikaz Véty 11.5 bude proveden nésledujicim algoritmem.
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Definice: Mé&me sit S a v ni tok f. Nenasycend cesta (v S vzhledem k f) je neoriento-
vané cesta v G z vrcholu u do vrcholu v (obvykle ze z do s), tj. posloupnost navazujicich
hran ey, eg,...,en, kde f(e;) < w(e;) pro e; ve sméru z u do v a f(e;) > 0 pro e; v
opacném smeéru.

Hodnoté w(e;) — f(e;) pro hrany e; ve sméru z u do v a hodnoté f(e;) pro hrany
e; v opatném sméru rikame rezerva kapacity hran e;. Nenasycend cesta je tudiz cesta s
kladnymi rezervami kapacit vSech hran.

Komenta¥: Zde vidime priklad nenasycené cesty ze zdroje do stoku s miniméalni rezervou
kapacity +1.

rezerva kapacity: +1 +1 +1 +2 +2

Vsimnéte si dobfe, ze cesta neni orientovana, takze hrany na ni jsou v obou smérech.

Algoritmus 11.6. Ford—Fulkersonuv pro tok v siti
vstup sit S = (G, z,s,w);
tok f =0;
do {
prohledavanim grafu najdeme mnozinu U vrcholi G,
do kterych se dostaneme ze z po nenasycenych cestach;
if (seU) {
P = (vySe nalezend) nenasycena cesta v S ze z do s;
zvétsime tok f o minimalni rezervu kapacity hran v P;
}
while (s€ U );
vystup vypiSeme maximalni tok f;
vystup vypiSeme min. fez jako mnozinu hran vedoucich z U do V(G) — U .

Dtkaz spravnosti Algoritmu 11.6:
Pro kazdy tok f a kazdy fez C v siti S plati || f|| < ||C||. Jestlize po zastaveni algoritmu

s tokem f nalezneme v siti S fez o stejné velikosti |C|| = ||f]], je jasné, Ze jsme nasli
maximalni mozny tok v siti S. Zaroven tim dokazeme i platnost Véty 11.5.
Takze sta¢i dokazat, Ze po zastaveni algoritmu nastane rovnost || f|| = ||C||, kde C

je vypsany fez mezi U a zbytkem grafu G. Vezméme tok f v S bez nenasycené cesty ze
z do s. Pak mnozina U z algoritmu neobsahuje s. Schematicky vypada situace takto:

fe) = w(e)
O ®
fle)=0
Jelikoz z U z&dné nenasycené cesty dale nevedou, ma kazda hrana e < U (odchézejici z

U) plny tok f(e) = w(e) a kazda hrana e — U (pfichazejici do U) tok f(e) = 0. Velikost
toku f ze z do s se také da psat jako

I£ll=">_ fle)= > fle)= D fle) =D wle) =|C]|.

e—U e—U e—U ecC

To je presné, co jsme chtéli dokézat o vysledném toku. O

Z popisu Algoritmu 11.6 vyplyva jesté jeden dulezity disledek:
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Dusledek 11.7. Pokud jsou kapacity hran sité S celociselné€, optimalni tok také vyjde
celociselneé.

Poznamka: Algoritmus pro celd ¢isla kapacit vzdy skonéi. Pro redlnd ¢isla se ale daji najit ex-
trémni pripady, které nepovedou k feseni ani v limité.

Pro rychly béh algoritmu je vhodné hledat nejkrat$i nenasycenou cestu, tj. prohleddvanim
sité do sirky. V takové implementaci algoritmus dobfe a rychle funguje i s realnymi kapacitami
hran.

Ulohy k feseni

(11.2.1) Jaky je maximalni tok touto siti ze z do s?

(11.2.2) Co obsahuje vyslednd mnozina U Algoritmu 11.6 v pfedchozim piikladé?

(11.2.3) Kde je minim4lni fez v této siti mezi z a s?

11.3 Zobecnéni siti a dalsi aplikace

Pojmy sité a tokt v ni lze zobecnit v nékolika smérech. My si zde struéné uvedeme t¥i
moznosti:

1. U sité mizeme zadat i kapacity vrchola.
To znamené, ze zddnym vrcholem nemiize celkem protéct vice nez povolené mnozstvi
substance. Takovou sit “zdvojenim” vrchold snadno prevedeme na béZnou sit, ve
které kapacity ptvodnich vrcholtt budou uvedeny u novych hran spojujicich zdvojené
vrcholy. Viz neformalni schéma:

2. Pro hrany sité lze zadat také minimalni kapacity, tedy dolni meze toku.
(Napftiklad u potrubni sité mohou minimélni vyzadované pritoky vody garantovat, ze
nedojde k zaneseni potrubi.) V této modifikaci tlohy jiz pfipustny tok nemusi viibec
existovat. Takto zobecnéné tloha je také snadno feSitelna, ale my se ji nebudeme
zabyvat.
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3. V siti lze najednou prepravovat vice substanci. To vede na problém tzv. vicekomo-

vvvvv

a proto se jim nebudeme zabyvat.

Kromé uvedenych (a podobnych) zobecnéni toki v sitich jsou velmi zajimavé i né-
které specialni formulace problému tokd, které se vyskytuji v mozna i necekanych ob-
lastech. Vice o tom napiSeme v dalSich ¢astech tohoto oddilu.

Bipartitni parovani

V Lekci 10 jsme definovali biparitni grafy jako ty, které lze korektné obarvit dvéma
barvami. Jinymi slovy to jsou grafy, jejichz vrcholy lze rozdélit do dvou mnozin tak, ze
vSechny hrany vedou mezi témito mnozinami.

Definice: Pdrovdni v (biparitnim) grafu G je podmnozina hran M C E(G) takova, ze
zadné dvé hrany z M nesdileji koncovy vrchol.

Komenta¥: Pojem (bipartitniho) parovéani mé pfirozenou motivaci v mezilidskych vztazich.
Pokud neuvazujeme bigamii ani jisté mensiny, muzeme si partnerské vztahy predstavit jako
parovani v bipartitnim grafu. Jednu stranu grafu tvofi muzi a druhou zeny. Hrana mezi
muzem a Zenou znamend vzajemné sympatie (pfitom jedinec miize mit vzajemné sympatie
s nékolika jinymi opa¢ného pohlavi). Pak skute¢né partnerské vztahy predstavuji parovani v
popsaném grafu.

Ulohu nalézt v daném bipartitnim grafu co nejvétsi parovani lze pomérné snadno
vyTesit pomoci tokd ve vhodné definované siti. Uvedend metoda pouziti tokd v siti na
feSeni problému parovani pritom hezky ilustruje obecny pristup, jakym toky v sitich
pomohou fesit i tlohy, které na prvni pohled se sitémi nemaji nic spole¢ného.

Metoda 11.8. Nalezeni bipartitnitho parovani
Pro danyj bipartitni graf G s vrcholy rozdélengymi do mnoZin A, B sestrojime sit S ndsle-
dovné:

A B

Vsechny hrany sité S orientujeme od zdroje do stoku a pritadime jim kapacity 1. Nyni
najdeme (celociselny) mazimalni tok v .S Algoritmem 11.6. Do pdrovdni vloZime ty hrany
grafu G, které maji nenulovy tok.

Diikaz spravnosti Metody 11.8: Podle Disledku 11.7 bude maximalni tok celociselny,
a proto kazdou hranou potede bud 0 nebo 1. Jelikoz vSak do kazdého vrcholu v A muze
ze zdroje pritéct jen tok 1, bude z kazdého vrcholu A vybrana do parovani nejvyse jedna
hrana. Stejné tak odvodime, zZe z kazdého vrcholu B bude vybrana nejvyse jedna hrana,
a proto vybrand mnozina skutec¢né bude parovanim. Zaroven to bude nejvétsi mozné
parovani, protoze z kazdého parovani lze naopak vytvorit tok prislusné velikosti a vétsi
nez nalezeny tok v S neexistuje. o

Poznamka: Popsané metoda je zékladem tzv. Madarského algoritmu pro parovéani v bipartitnich

grafech. Ulohu nalezeni maximalniho parovani lze definovat i pro obecné grafy a také ji efektivné
algoritmicky vyresit, ale pfislusny algoritmus neni jednoduchy.
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Vyssi grafova souvislost

Predstavme si, Ze na libovolném grafu G definujeme zobecnénou sit tak, Ze kapacity
vSech hran a vSech vrcholi poloZime rovny 1 v obou smérech. Pak celo¢iselny tok (viz
Dusledek 11.7) velikosti k& mezi dvéma vrcholy u, v se skldda ze soustavy k disjunktnich
cest (mimo spoleéné koncové vrcholy u,v). Naopak fez oddéluje u a v do riznych sou-
vislych komponent zbylého grafu. Aplikace Véty 11.5 na tuto situaci pfimo poskytne
nasledujici tvrzeni.

Lema 11.9. Necht u,v jsou dva vrcholy grafu G a k > 0 je pFirozené éislo. Pak mezi
vrcholy u a v existuje v G aspon k disjunktnich cest, prdavée kdyZ po odebrdni libovolngch
k—1 vrchold rizngch od u,v z G zistanou u a v ve stejné€ komponenté souvislosti zbyleho

grafu.

Pouzitim tohoto tvrzeni pro vSechny dvojice vrcholu grafu snadno dokazeme drfive
uvedenou dilezitou Vétu 7.5 (Mengerovu). Jesté jiné pouziti si ukdZeme na problému
vybéru reprezentantd mnozin.

Definice: Necht M, Ms,..., M} jsou neprazdné mnoziny. Systémem riznych re-
prezentantu mnozin My, My, ..., M, nazyvame takovou posloupnost riiznych prvkd
(x1,22,...,2k), 2 x; € M; proi=1,2,... k.

Dilezitym a dobfe znamym vysledkem v této oblasti je Hallova véta plné popisujici, kdy
lze systém riiznych reprezentantti danych mnozin nalézt.

Véta 11.10. Necht My, Mo, ..., My, jsou neprdzdné mnoZiny. Pro tyto mnoZiny existuje
systém ruznych reprezentanti, prdve kdyz plati

VJg{l,Q,...,k}:‘UjeJMj > |J],

neboli pokud sjednocent libovolné skupiny z techto mnozin mad alespon tolik prvki, kolik
mnozin je sjednoceno.

Dikaz: Ozna¢me x1, T3, ..., Ty po fadé vsechny prvky ve sjednoceni M; U Mo U. ..U
M. Definujeme si bipartitni graf G na mnoziné vrcholt {1,2, ..., k}U{x1,29,..., 2y} U
{u, v}, ve kterém jsou hrany {u,i} proi=1,2,...,k, hrany {v,z;} pro j =1,2,...,m
a hrany {7,z;} pro vSechny dvojice i, j, pro které z; € M.

Komenta¥: Konstrukce naseho grafu G je obdobna konstrukci sité v Metodé 11.8: Vrcholy

u a v odpovidaji zdroji a stoku, ostatni hrany prichazejici do vrcholu z; zndzoriuji vSechny

z danych mnozin, které obsahuji prvek z;.

Cesta mezi u a v ma tvar u,i,z;,v, a tudiz ukazuje na reprezentanta x; € M;.
Systém riiznych reprezentant tak odpovidd k disjunktnim cestdm mezi u a v. Necht
X je nyni libovolnd minimélni mnozina vrcholi v G, neobsahujici samotné u a v, po
jejimz odebréani z grafu nezbude zZadna cesta mezi u a v. Podle Lematu 11.9 a této avahy
maji nase mnoziny systém ruznych reprezentanti, pravé kdyz kazda takova oddélujici
mnozina X ma aspon k prvki.

Polozme J = {1,2,...,k} \ X. Pak kazd4 hrana z J (mimo u) vede do vrcholu z
X Nn{xy,...,2m} (aby nevznikla cesta mezi u,v), a proto

‘UjeJ M;

Vidime tedy, ze |X| > k pro vSechny (minimalni) volby oddélujici X, pravé kdyz

‘Uje 7 Mj’ > |J| pro vSechny volby J, coz je dokazovand podminka nasi véty. O
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Poznémka: Predchozi diikaz ndm také dava navod, jak systém rdznjych reprezentantd pro dané
mnoziny nalézt — sta¢i pouzit Algoritmus 11.6 na vhodné odvozenou sit.

Ulohy k feseni

(11.3.1) Najdéte nejvétsi parovani v tomto bipartitnim grafu:

(11.3.2) Najdéte nejvétsi parovani v tomto bipartitnim grafu:

(11.3.3) Maji vSechny tiiprvkové podmnoziny mnoziny {1,2,3,4} systém riiznych reprezen-
tanti?

(11.3.4) Maji vSechny tfiprvkové podmnoziny mnoziny {1,2,3,4,5} systém riiznych repre-
zentanti?

Rozsirujici studium
Problematika tokt v sitich je béZnou soudésti teorie grafii (i kdyZ neni pokryta v [5]) a
Jje mozno najit jeji obsahlejsi popis tieba v [3] nebo v [7].
11.4 Cviceni: Priklady toki v sitich

Priklad 11.11. Jaky je maximalni tok touto siti ze z do s?

Na tomto pfikladé si ukdZzeme pribéh Algoritmu 11.6.

Zacneme s nulovym tokem a najdeme nejkrat$i z nenasycenych cest mezi z a s
(vedouci spodem grafu a vyzna¢enou na prvnim obrézku). Minimélni rezerva kapacity
na této cesté je 2, takze tok nasytime o 2 podél této cesty (viz obrazek vpravo).
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V dalsim kroku najdeme nenasycenou cestu délky 3 vedouci vrchem grafu. Jeji minimalni
rezerva kapacity je opét 2, takze ji o tolik nasytime (viz dalsi obrézek vlevo). Nyni jiz
nenasycend cesta délky 3 neexistuje, takze najdeme nenasycenou cestu délky 4 s rezervou
kapacity 1, kterou hned nasytime (viz obrazek vpravo).

Obdobné jesté najdeme nenasycenou cestu délky 5, kterou také nasytime o 1. Zave-
reény obrazek nam ukazuje vSechny nenasycené hrany, mezi kterymi jiz nevede zadna
nenasycena cesta ze z do s, takze mame maximélni tok velikosti 6 v nasi siti.

Zaroven je na poslednim obrazku vyznacen i pfislusny minimalni fez velikosti 6. O

Ulohy k feSeni

(11.4.1) Najdéte maximélni tok v nésledujici siti. (Kapacity hran jsou vyznadeny u svych
sipek.)
Tok do obrazku zapiSte, vyznacte hrany prislusného minimalniho fezu a napiste velikost
toku.




(11.4.3) Najdéte maximalni tok v ndsledujici siti.

(11.4.5) M4 tento seznam mnozin systém riznych reprezentantii? Pokud ano, vyznacte je
v mnozinach, jinak spravné zdiivodnéte, proc¢ systém riiznych reprezentantii nemaji.

{1,2,3,4}, {6,7,8,9}, {3,5,7},
{3,4,5,6}, {1,2,8,9}, {3,6,7},
{4,5,6,7}, {4,5,6}, {4,6,7}.

(11.4.6) M4 tento seznam mnozin systém riiznych reprezentanti? Pokud ano, vyznacte je
v mnozinach, jinak spravné zdiivodnéte, pro¢ systém riiznych reprezentantii nemaji.

{1,2,3,4}, {6,7,8,9}, {1,3,9},
{3,4,5,6}, {1,2,3,9}, {2,4,9},
{4,5,6,7}, {2,3,4}, {3,4,9}.
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Cast II1

Kli¢ k FeSeni tloh

1.1.2) 990
—4
4

1.1.9)* |2 4+ 0.5]

1.2.1) n(6n — 1)(6n — 2)

1.2.2) 720, permutace

1.2.3) 210, kombinace

1.2.4) 420, variace

1.2.5) Nezéavislé dva vybéry, takze 49 - 49.

1.2.6)* Nyni misto pavodnich dvou dvojic z,y a y,x méme jen jednu bez pofadi. Vysledek vsak
neni prosté polovinou 49 - 49/2, nebot dvojici stejnych ¢isel x, 2 délit nemiizeme. Spravné je
C(49,2) + 49 = 1225 za neusporadané dvojice rtiznych ¢éisel plus 49 dvojic stejnych ¢isel.

1.2.7

(1L11)9
(1.1.2)
(1.1.3) 3
(1.1.4)
(1.1.5)
(1.1.6) =3
(1.1.7) 16
(1.1.8) 12
(1.1.9)
(1.2.1)
(1.2.2)
(1.2.3)
(1.2.4)
(1.2.5)
(

Nezavislymi vybéry kombinaci (133) . (g)

)
1.3.1) Permutace s opakovanim 3x A, 2x N, vysledek 3360.
1.3.2) &
1.3.3) Kombinace s opakovinim C*(3,7) = 36.

4)

*

Kombinace s opakovanim C*(4,6) = 84.

(
(
(
(
(L.
(

1.3.5)* To uz je jind uloha nez pfedchozi, nebot i ve vysledku stale rozezndme prvni, druhou,
atd. Pro prvni kulicku mame 4 moznosti, pro druhou nezavisle zase 4, pro tieti také ...,
celkem 45 = 4096.

(1.4.1) Mozné soucty jsou 3,4, ....,28, tedy 26 moznosti.

(1.4.2) 10

(1.4.3) (Z) -3 — nejprve vybereme ¢tyfi, co budou hrat, a pak je rozdélime tfemi zptisoby na dvé
dvojice proti sobé.

1.4.4) Nezévislé vybéry pro uspofadani étvefice kralt, pak ¢tvefice dam, atd., celkem 4!8.

1.4.5)* C*(4+ 1,10), k 4 barvam je nutno pfi¢ist 1 za zbylé bilé kulicky.

(

(1.4.5)

(1.4.6)* C(£ —n,n)

(22.1) §

(222) % =}

(223) 35 =%

(2.3.1) Nejsou, napiiklad pokud jeden dostane pikové eso, druhy ho uz dostat nemize.
(2.3.2) Ano, Je At na prvni padne cokoliv, druhd ma stejnou Sanci se trefit do stejného cisla.
(2.3.3) 3 63 = %

(2.3.4) T¥i nezavislé hody, (3)° = 35.

(

2.3.5) Kralovsky pokr mize dostQat 28 zptisoby z (352) (neuspotrddanych) rozdani, takze 28/ (352)
pro jedno rozdani a [28/(352)} pro obé.

(24.1) ¥

(2.4.2) 7, pro soucet nepotfebujeme nezavislost. Navic kostky obvykle maji soudet prot&jsich stén
po 7.
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(243) 3-2+1-3=25
(244)" -1+ 7-2+5-3+ 5 4+..=
(2.5.1) 135, kombinace!

1
(2.5.2) 53
(2.5.3) &
(2.5.4) %
(2.6.1) %o

43 _ 3
(2.6.2) 5351 = 318

41
(2.6.3) 33313020
(2.6.4) (g) /25 — vybereme viechny posloupnosti vysledkt se 3 hlavami a 3 orly, kazd4 z nich m4
pravdépodobnost 1/2°.
’ ) 4.3 4.4 2827 323
(2.6.5) Vysledky: a) 3331, b) 53315 ¢) 5231 d) 5531
24 24

(26:6) a) ((5) +())/(%), B (17-7)/ (%)
(2.6.7) (5)/(%) = 5o

1.1,1.1,1.1_35
(2.6.8) 6 5t 3615 6=
(269 2+ 24+ 2 =30 =418

5 _ 12

(2.6.10)* E_2 17+3-(1—ﬁ—1—7-16)+4 =
(2.6.11)* Pokud na prvni kostce padne 1, nenastane soucet s > 8, naopak pokud padne 6,

nenastane soucet s < 6. Proto jediné jev souc¢tu By muze byt nezavisly na jevu Aj. Dosazenim
do definice nezavislosti ovéiime, Ze skuteéné Ay a By jsou nezavislé pro vSechna k =1,...,6.
4 P w12 o . ¥ « o
2.6.12)* ((15?)/210) , staci, ze v kazdé barvé budou pély presné napil.
3.5.1) (11

1
3.5.2 (n+4) (Uvédomte si nejprve, ze (") — (n+1).)

Ano, poslednich ¢tyicisli je 10000(; studegltﬁ kolem 17000.
Ano, (*7) < 500.

3.7.1) Indukci, nebo rozkladem n® —n = (n — 1)n(n + 1).

3.7.2) Pro n > 6, diikaz tfeba indukci podle n, nebo tpravou.

3.7.3) Indukci podle n.

3.7.4)* Rozepsanim faktorialu na soucin a tpravou ¢lenii.
3.75)  (n—1)3"1 +3 + (2(n+1)—1)3"* = (n - 1)3"" + (2n +1)3"+H +3 =n3"+2 + 3
4.1.1) 5
10
4.1.3) 14
4.1.4)* Reflexivni a symetrickd, ale neni tranzitivni.
4.2.1) a) délky 4  b) nejmensi 1, nejvétsi neni  ¢) 6
4.2.2) 8 tfid (s minimy 1, ...,8), nejvice je s minimem 1 — celkem (141).
4.4.1) (1,4,6,2,5)(3)
4.4.2) 6-krat.
4.4.3)* (n —1)!

(

(

(3.5.2)"
(3.6.1)
(3.6.2)
(3.7.1)
(3.7.2)
(3.7.3)
(3.7.4)
(3.7.5)
(4.1.1)
(4.1.2)
(4.1.3)
(4.1.4)
(4.2.1)
(4.2.2)
(4.4.1)
(4.4.2)
(4.4.3)
(4.5.1) 2
(452) 1
(

4.6.1) Reﬂexivni, antisymetrickd, tranzitivni, tedy ¢astecné usporadani. Lineadrni neni, protoze
dveé slova nemusi byt porovnatelna.
(4.6.2) Reflexivni, symetrickd, tranzitivni, tedy ekvivalence.

(4.6.3) a) je to ekvivalence, b) je reflexivni, symetrickd, ale ne tranzitivni, c) je re-
flexivni, symetricka, ale ne tranzitivni, d) je to ekvivalence

(4.6.4)* a) je to ¢astedné uspofadani, b) neni symetricka, antisymetrickd ani tranzitivni,
c) je tranzitivni, ale ne symetrickd ani antisymetricka, d) je to ¢asteéné usporddani

(4.6.5)* Je to ekvivalence — pfesné podle zbytkovych t¥id modulo 3.
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6.1.5) Pro m = 1 nebo n = 1 a druhé libovolné
6.1.6) 9

6.1.7) Oba stejné 36 hran

6.2.1) 34

6.2.2) Ano: i ; I i

6.2.3) Ano, kruznice délky 6 a dvé kruznice délky 3 vedle sebe.

)
)
1) 3
2) 3
3) 7
)

, vice nelze, nebot na obvodé kruznice by se musely ob-jeden stiidat.

6.3.4)* 5, dokazete ji viibec najit?

(6.3.5) Ano, naptiklad . Tento graf obsahuje 4 trojuhelniky, kdezto ptivodni graf
jen 3. Mohli jste vsak SeStI‘OJlt uplné jiny graf...

(6.3.6) Jeden, jen kruznice délky 5.
(6.6.1) Ano.

(6.6.2) N

(6.6.3) Dva.

(6.6.4) A: 23, B:20, C:22.
(6.6.5)

(6.6.6)

(6.6.7) ..

(

6.6.5
6.6.6) Isom. z praveho do levého grafu: spodni dva nahoru vpravo, pravé dva dold vpravo, atd.
6.6.7

6.6.8)* A ano, K3 a graf trojbokého hranolu. B ne, protoze dva vrcholy stupné 3 musi byt
spojené s ostatnima a tim jiz ziskame cely graf jednoznacné.

Snadno. .

(6.6.9)* B~ C, A~ D, u neisomorfnich dvojic vZdy jedna obsahuje kruznice délky 5 a druha
ne.

(6.6.10) Nejdelsi Cs v obou, nejdelsi indukovand Cs v A a jen C5 v B.

(6.6.11)* (140) -3, nebot (140) zpusoby vybereme ¢tvefici vrcholl pro ten podgraf a kazdé 4 vrcholy
Ize tfemi zpusoby propojit do kruznice.

(6.6.12)* Je jich 10, 6 z nich vznikne rtiznym pfiddvanim vrcholt stupné 2 na hrany tplného
grafu K, a 4 dalsi jsou jiné.

(6.6.13) ...

(6.6.14) Vlevo 4, vpravo 3.

(7.1.1) B

(7.1.2) 4

(7.3.1) Vrcholové n-souvisly.
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(7.3.2) Najdeme 3 disjunktni cesty mezi z,y. Proto musime vypustit 3 vrcholy.

(7.3.3) 1 do kruznice.

(7.4.1) Ne, mé ¢tyfi vrcholy lichého stupné.

(7.4.2) T¥i, dvé by teoreticky stacily na zménu vSech stupiiii na sudé, ale v tomto grafu jen dvé
hrany prosté pfidat nejdou.

7.5.1) Jednu.

7.5.2) 5, samé trojuhelniky.

7.5.3)* 6, samé tplné grafy K.

7.5.4) Celkem 4.

7.5.5) Souvisly s 15 hranami (ke kazdému vrcholu 3 sousedé).

7.5.6) 18, stupné > 3, tfeba jako Sestiboky hranol.

7.5.7) a) 28: Kg + K1 + K, b) 9: K5+ K3+ K3 + K3

7.5.8)* Jen v A: graf K33 a graf C5 s jednou diagondlou. Pro B uvazte doplnék toho grafu —
ma stupné 2,1,1,1,1, coz da jednozna¢ny graf.

(7.5.9)* Jen v A: cesta délky 4 a trojuhelnik s hranou vedle.

7.5.10)* Jen B: l,lphly, K4 s hranou vedle a dale K4 s “rozpojenou” hranou. Pro A jde sestrojit
jen kruzZnice 05, protoie na nesouvisly’ nemé dost hran.

7.5.11)" 3
7.5.12)* Tteba uplny bipartitni K3 4.

(
(
(
(
(
(
(
(

(
(
(7.5.13) Ano, ale jen otevienym.

(8.1.1) 1, ale jen 0 pro graf na jednom vrcholu.
(

(

(

)
8.1.2) 2
8.1.3) 5
8.1.4) 3, najdete pfislusnou dvojici vrchola?
01 2 1
(8.2.1) Vyjde ; 1 é %
1 210

(8.3.1) 5

(8.3.2) Jsou to vrcholy ve zbylych dvou cipech hvézdy, do kazdého dalsiho vrcholu je z nich
vzdalenost nejvyse 4. Lépe to nejde.

(8.5.1) Vlevo 3 a vpravo 2.

(8.5.2) Vlevo 3 a vpravo b.

(8.5.3) 3. Ten prostiedni vrchol ma vzdalenost < 2 do kazdého dalsiho. Zbytek grafu je grafem
krychle, kde nejvétsi vzdalenost 3 maji protilehlé dvojice vrcholi (ve smyslu geometrické
krychle). Z téchto 4 dvojic mé kratsi spojeni ptes prostfedni vrchol, takze zbyvaji 3 dvojice.

(8.5.4) 2 — jednd se o graf krychle, tak pfiddme dvé ahlopficky na jednu sténu—c¢tverec. Pak
budou vzdalenosti < 2. Naopak jedna hrana nestaci, protoze po pridani libovolné hrany
e stale najdeme dva protilehlé vrcholy krychle, které hrané e nepatti, a tyto dva vrcholy
zlistanou ve vzdalenosti 3.

(855)2+3+2=7

(8.5.6) 10. Vezmeme jeden vrchol v, ten méa 3 sousedy a kazdy ze sousedit v mé 2 dalsi sousedy
mimo v. To je dohromady 10 vrcholtl a vice jich uz nemiize byt, protoze vzdalenosti jsou < 2
od v. Nakreslete si takovy graf!

(8.5.7)* 22, coz je |45/2], ohodnoceni hran v poradi 1,2,3,4,5,7,6,8,9.

(8.5.8)* Vzdalenost 14 mezi 7 a 5.

(9.1.1) 3, jeden bez hran, jeden s jednou hranou a posledni strom s dvéma hranami.

(9.1.2) 2, cesta P3 a “hvézda” Ki 3.

(9.1.3)* Nenajdete, to by bylo v rozporu s Dusledkem 9.5.

*

o —
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11
9 15

20
10 13 21

(921) ¢ ®
(9.2.2) Centra jsou vyznacena:

(9.2.3) Pokud centrum vyjde jeden vrchol, odebereme celkem 32 listti — za kazdou hranu jeden.
Jinak odebereme jen 31 listt a jedna hrana zbude jako centrum.

(9:3.1) (COCO00) (OOMON)

(9.3.2)
(9.4.1) 2004

(9.4.2)* Je celkem 5!/2 = 60 koster, co jsou cestou Py, dale jen 5 koster, co jsou “hvézdou” K 4
a nakonec 5 - 4 - 3 = 60 koster, které maji vrchol stupné 3.

(9.5.1) 3

(9.5.2) Ano, 2005 vrchold podle Véty 9.3.

(9.5.3) 2009 — 1 —1—1 — 1 = 2005

(9.5.4) 11, pocitejte hrany v kazdé komponenté — stromu.
(

9.5.5) Graf neni souvisly, 13 neni spojeno s ni¢im. Neni ani lesem, nebot 10,14,21,15 tvoii
kruznici.

(9.5.6) Vlevo B, vpravo A.
(9.5.7) 5

(9.5.8) 3 az 8 koster. Nejméné koster, 3, vznikne pokud nova hrana vytvori trojuhelnik. Nejvice,
8, pokud strom byl cestou délky 7 a nova hrana ji uzavie do kruznice délky 8.

(9.5.9) (5) —n+1
(9.5.10)* 4. Pro 3 vrcholy by kazd4 kostra musela mit 2 hrany, ale 2 + 2 = 4 hrany mezi tfemi
vrcholy nelze mit. Na druhou stranu Gplny graf K4 mé takové dvé kostry.

(9.5.11)* 56. Obvodova kruznice mé 8 koster, dalsich 3 -5 = 15 koster obsahuje vrchni pficku a
15 spodni pricku, :r)’lakonec 3 -3 -2 =18 koster obsahuje obé pricky.

(10.1.1) 3 1 2

(10.1.2) Méné nez 4 barvy nestadi, protoze najdeme tplny podgraf na 4 vrcholech. Obarveni 4
barvami je snadné.

(10.1.3) 1 pokud m4 jeden vrchol a jinak 2 podle Véty 10.5 — stromy totiz nemaji zddné kruznice.
(10.1.4) 3

(10.1.5)* 102 barvami, postup je nésledovny: Odebereme jeden vrchol v, zbytek grafu rekurzivné
obarvime 102 barvami a v nejhorsim pripadé dostanou sousedé vrcholu v 101 rtiznych barev.
Proto i v miizeme korektné dobarvit.

(10.2.1) Je to graf krychle.
(10.22) v =12, f =20, v+ f — e = 2, tedy e = 12 + 20 — 2 = 30.
(10.2.3) Graf pravidelného osmisténu.
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(10.2.4) 3

(10.3.1) Pron =1,2,3,4.

(10.3.2) Rovinny jen B.

(10.3.3) 3 — takto z kruznice délky 6 vytvofime graf K3 3, nakreslete si to.

(10.5.1) 3

(10.5.2) 4, vSimnéte si, ze graf obsahuje Kj.

(10.5.3) 3

(10.5.4) 1

(10.5.5)* Bud 13, pokud vypustime tfi hrany jednoho trojihelniku, nebo 12, pokud vypustime

tfi disjunktni hrany.
(10.5.6) Ano, stac¢i dolni levé dva vrcholy pfekreslit nahoru.
(10.5.7) Ne, obsahuje podrozdéleni K3 3, najdete jej?
(10.5.8) 8

(10.5.9) 1

(10.5. 10) M4 10 vrcholt podle Eulerova vztahu.
(11.2.1) Tok 5.

(11.2.2) Jen zdroj z.

(11.2.3) Rez velikosti 4 zde:

(11.3.1) Velikosti 5: I j .>< /
11.3.2) Velikosti 4: I /. ° I /.

( )

(11.3.3) Ano, reprezentanti jsou zapsani prvni: (1,2, 3), (2,1,4), (3,1,4), (4,2, 3).

(11.3.4) Ne, vSech podmnozin je ( ) = 10, ale prvku k reprezentaci jen 5.

uL4m

(11.4.2) 1

(11.4.3) 1

(11.4.4) 9

(11.4.5) Nem4 — 6 z mnozin mé sjednoceni {3, 4,5, 6,7}, kde se najde jen 5 rtiznych prvka pro
reprezentanty.

(11.4.6) Nemé — 6 z mnozin mé sjednoceni {1, 2, 3,4, 9}, kde se najde jen 5 rtiznych prvka pro
reprezentanty.
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