/ 2 Souvislost grafu \

Pokud mame graf, ktery modeluje néjaka spojeni ¢i sit, pfirozené nas zajima, jakou mame
moznost se dostat odnékud nékam v tomto grafu. To ma mnozstvi praktickych motivaci —
napriklad pocitacové, dopravni, telefonni i potrubni sité. Je pochopitelné, ze v takovych sitich
chceme mit moznost se dostat z kazdého mista do kazdého jiného.

Graftim s takovou vlastnosti Fikdme souvislé.
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Pokud mame graf, ktery modeluje néjakd spojeni ¢i sit, pfirozené nas zajima, jakou mame
moznost se dostat odnékud nékam v tomto grafu. To ma mnozstvi praktickych motivaci —
napriklad pocitacové, dopravni, telefonni i potrubni sité. Je pochopitelné, ze v takovych sitich
chceme mit moznost se dostat z kazdého mista do kazdého jiného.

Graftim s takovou vlastnosti Fikdme souvislé.

Strucny prehled lekce

e Definice souvislosti grafu, vrcholova / hranova, vyssi souvislost.
e Algoritmus prochazeni grafem (souvislou komponentou).

e Eulerovské grafy.

\_ W,




/2.1 Spojeni vrcholi, komponenty \
Definice: Sledem délky n v grafu G rozumime posloupnost vrchold a hran
V0, €1,U1,€2,V2, . .., En, Uy
ve které vzdy hrana e; ma koncové vrcholy v;_1,v;.

Sled je vlastné prochazka po hranach grafu z u do v. Pfikladem sledu mdze byt prichod IP
paketu internetem (véetné cykleni).
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Lema 2.1. Mé&me relaci ~ na mnoZiné vrcholi V(G) libovolného grafu G takovou,
Ze pro dva vrcholy u ~ v pravé kdyz existuje v G sled zacinajici v u a koncici ve v. Pak
~ je relaci ekvivalence.

Dukaz. Relace ~ je reflexivni, nebot kazdy vrchol je spojeny sam se sebou sledem délky
0. Symetrickd je také, protoze sled z u do v snadno obratime na sled z v do u. Stejné
tak je ~ tranzitivni, protoZe dva sledy miZzeme na sebe navazat v jeden.
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Sled je vlastné prochazka po hranach grafu z u do v. Pfikladem sledu mdze byt prichod IP
paketu internetem (véetné cykleni).

Lema 2.1. Mé&me relaci ~ na mnoZiné vrcholi V(G) libovolného grafu G takovou,
Ze pro dva vrcholy u ~ v pravé kdyz existuje v G sled zacinajici v u a koncici ve v. Pak
~ je relaci ekvivalence.

Dukaz. Relace ~ je reflexivni, nebot kazdy vrchol je spojeny sam se sebou sledem délky
0. Symetrickd je také, protoze sled z u do v snadno obratime na sled z v do u. Stejné
tak je ~ tranzitivni, protoZe dva sledy miZzeme na sebe navazat v jeden. O

Definice: Ttidy ekvivalence vySe popsané (Lema 2.1) relace ~ na V(G) se nazyvaji
komponenty souvislosti grafu G.

Jinak se taky komponentami souvislosti mysli podgrafy indukované na téchto tridach
ekvivalence.
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/PFipomerV\me si, ze cesta v grafu je vlastné sledem bez opakovani vrcholi.

N\

Véta 2.2. Pokud mezi dvéma vrcholy grafu G existuje sled, pak mezi nimi existuje

cesta.
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— Zbyvé dokazat, ze novy vrchol w; 1 = v se ve sledu W neopakuje. Pokud by
tomu ale tak bylo w; = w; 1, [ <4, pak bychom na vrchol w; 1 “preskodili” uz
drive z vrcholu wy, spor.

— Nakonec skoncime, kdyz w; = v.
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drive z vrcholu wy, spor.

— Nakonec skoncime, kdyz w; = v.
O

Ackoliv uvedeny dikaz vypada slozité, je to jen jeho formalnim zapisem. Ve skutecnosti se v
dikaze nedéje nic jiného, nez ze se plvodni sled zkracuje o opakované vrcholy, aZz nakonec

zakonité vznikne cesta.




fDﬁkaz kratsi, ale nekonstruktivni, pro Vétu 2.2.
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Ze vsech sledd mezi vrcholy w a v v G vybereme sled W s nejmensi délkou. Je snadno
vidét, ze pokud W zopakuje néktery vrchol grafu G, mizeme W jesté zkritit, a to je

spor s predpokladem. Proto je W cestou v G.




/Dﬁkaz kratsi, ale nekonstruktivni, pro Vétu 2.2. \

Ze vsech sledd mezi vrcholy w a v v G vybereme sled W s nejmensi délkou. Je snadno
vidét, ze pokud W zopakuje néktery vrchol grafu G, mizeme W jesté zkritit, a to je
spor s predpokladem. Proto je W cestou v G. O

Zavérem se dostavame k nejdilezitéjsi definici souvislého grafu:

Definice 2.3. Graf G je souvisly
pokud je G tvoreny jedinou komponentou souvislosti, tj. pokud kazdé dva vrcholy G
jsou spojené cestou (dle Véty 2.2).

Podivejte se, kolik komponent souvislosti ma tento graf:




/Dﬁkaz kratsi, ale nekonstruktivni, pro Vétu 2.2. \

Ze vsech sledd mezi vrcholy w a v v G vybereme sled W s nejmensi délkou. Je snadno
vidét, ze pokud W zopakuje néktery vrchol grafu G, mizeme W jesté zkritit, a to je
spor s predpokladem. Proto je W cestou v G. O

Zavérem se dostavame k nejdilezitéjsi definici souvislého grafu:

Definice 2.3. Graf G je souvisly
pokud je G tvoreny jedinou komponentou souvislosti, tj. pokud kazdé dva vrcholy G
jsou spojené cestou (dle Véty 2.2).

Podivejte se, kolik komponent souvislosti ma tento graf:

Vidite obé dvé komponenty?
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f2.2 Prohledavani grafu \

Pro vytvoreni co nejobecnéjsiho schématu algoritmu pro prochazeni grafu vystacime s
nasledujicimi datovymi stavy a pomocnou strukturou:

e Vrchol: md stavy ...

— iniciaéni — dostane na zadatku,

— nalezeny — poté, co jsme jej pres nékterou hranu nalezli,

— zpracovany — poté, co jsme uz probrali vSechny hrany z néj vychazejici.
e Hrana: m3 stavy ...

— iniciani — dostane na zacatku,

— zpracovana — poté, co uz byla probrana od jednoho ze svych vrcholi.
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Pro vytvoreni co nejobecnéjsiho schématu algoritmu pro prochazeni grafu vystacime s
nasledujicimi datovymi stavy a pomocnou strukturou:

e Vrchol: md stavy ...

— iniciaéni — dostane na zadatku,
— nalezeny — poté, co jsme jej pres nékterou hranu nalezli,

— zpracovany — poté, co jsme uz probrali vSechny hrany z néj vychazejici.
e Hrana: m3 stavy ...

— inicia¢ni — dostane na zacéatku,

— zpracovana — poté, co uz byla probrana od jednoho ze svych vrcholi.
e Uschovna: je pomocnd datova struktura (mnoZina),

— udrZuje nalezené a jeSté nezpracované vrcholy.

Poznamka: Zpusob, kterym se vybiraji vrcholy z Gschovny ke zpracovani, urduje variantu
algoritmu prochazeni grafu. V prohledavanych vrcholech a hranich se pak provadéji konkrétni
programové akce pro prohledani a zpracovani naseho grafu.
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/Algoritmus 2.4. Prochazeni souvislych komponent grafu
Algoritmus projde a zpracuje kaZzdou hranu a vrchol grafu G.
vstup < graf G;
stav (vsechny vrcholy a hrany G) = iniciacni;
uschovna U = {libovolny vrchol vy grafu G};
stav(vg) = nalezeny;
while (U je neprdzdnd) {
vybrat v € U; U = U\{v};
ZPRACUJ(v) ;
for (e hrany vychdzejici z v) {
if (stav(e)==iniciacni) ZPRACUJ(e);
w = druhy vrchol e = vw;
if (stav(w)==iniciacni) {
stav(w) = nalezeny;
U = UU{w};

stav(e) = zpracovand;

}

stav(v) = zpracovany;

if (U je prazdna && G ma dalsi komponenty)
U = {vrchol vy dalsi komponenty G};




/Zpﬂsoby implementace prochazeni grafu
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e Prochazeni “do hloubky” — Gschovna U je implementovana jako zasobnik, tj. dale

prohleddvame od poslednich nalezenych vrcholi.




prﬁsoby implementace prochazeni grafu

prohleddvame od poslednich nalezenych vrcholi.

prohledavdme od prvnich nalezenych vrchold.

N\

e Prochazeni “do hloubky” — Gschovna U je implementovand jako zasobnik, tj. dale

e Prochazeni “do Sitky” — Gschovna U je implementovana jako fronta, tj. dale




prﬁsoby implementace prochazeni grafu

prohleddvame od poslednich nalezenych vrcholi.

prohledavdme od prvnich nalezenych vrchold.

Vv

néjsi i pro pfipady, kdy hrany nejsou “stejné dlouhé”.)
Tento algoritmus bude popsan v pristi lekci.

N\

e Prochazeni “do hloubky” — Gschovna U je implementovand jako zasobnik, tj. dale
e Prochazeni “do Sitky” — Gschovna U je implementovana jako fronta, tj. dale
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blizsi k pocatecnimu vy. (Toto je dost podobné prohledavéni do sirky, ale obec-
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e Prochazeni “do hloubky” — Gschovna U je implementovand jako zasobnik, tj. dale
prohleddvame od poslednich nalezenych vrcholi.

prﬁsoby implementace prochazeni grafu

e Prochazeni “do Sitky” — Gschovna U je implementovana jako fronta, tj. dale
prohledavdme od prvnich nalezenych vrchold.

e Dijkstriiv algoritmus pro nejkratsi cestu — z ischovny vybirame vzdy vrchol nej-
blizsi k pocatecnimu vy. (Toto je dost podobné prohledavéni do sirky, ale obec-
néjsi i pro pfipady, kdy hrany nejsou “stejné dlouhé”.)

Tento algoritmus bude popsan v pristi lekci.

Priklad 2.5. Ukazka priichodu nasledujicim grafem do hloubky z vrcholu a.
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fNeprohIedané hrany jsou carkované, prohledané hrany plnou éarou a hrany, které vedly k\
nalezeni vrchold, jsou tlustou €arou (tyto hrany €asto mivaji specidlni vyznam v aplikacich
schématu algoritmu). Nalezené vrcholy se poznaji podle p¥ichozi tlusté hrany a zpracované
vrcholy jsou znacené dvojim krouzkem.
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/Pﬁklad 2.6. Ukdzka prichodu predchozim grafem do Sitky z vrcholu a.
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fPFiklad 2.6. Ukadzka prichodu predchozim grafem do Sitky z vrcholu a.
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KPFiklad 2.6. Ukadzka prichodu predchozim grafem do Sitky z vrcholu a.

Timto zpracovani zadaného grafu skondilo. Vidite rozdily tohoto priichodu proti predchozimu

\pFikIadu?

"




f2.3 Vyssi stupné souvislosti \

V sitovych aplikacich nds Casto zajima nejen, jestli se za normalnich podminek mizeme
pohybovat mezi vrcholy/uzly, ale také, jaké spojeni mizeme nalézt v pfipadé lokalnich
vypadki (odolnost a redundance).

Toto Ize teoreticky podchytit zkoumanim “vyssich” stupnt souvislosti grafu.
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hran z GG zlstane vysledny graf souvisly.

Definice: Graf G je vrcholové k-souvisly, k > 1, pokud i po odebrani libovolnych k£ —1
vrcholll z G zistane vysledny graf souvisly.
Speciadlné Gplny graf K, je vrcholové (n — 1)-souvisly.

Struc¢né receno, vysoka hranova souvislost znamena vysoky stupen odolnosti sité proti

vypadklim spojeni-hran, neboli sit zistane stdle dosazitelnd, i kdyz libovolnych k& — 1
spojeni bude preruseno. Vysoka vrcholova souvislost je mnohem silnéjSim pojmem,
znamena totiz, ze sit zistane dosazitelna i po vypadku libovolnych k& — 1 uzld-vrchold
(samoziejmé mimo téch vypadlych uzli).
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Na ilustracnim obrazku ma prvni graf vrcholovou souvislost 4 a snadno vidime, Ze po
odebrani tfi vrcholl & hran zlstdva souvisly. Z druhého grafu bychom museli odebrat
nejméné 3 hrany, aby se stal nesouvislym, a proto je jeho hranova souvislost 3. Na
druhou stranu vsak staci odebrat 2 vrcholy, aby mezi jeho levym a pravym krajnim
vrcholem Zadné spojeni nezistalo. (Vidite, které dva?)




fMengerova véta

znalosti, proto jej ponechdme na pozdéjsi lekce. . . (, Toky v sitich“.)

Ize vést aspori I hranové-disjunktnich cest (vrcholy mohou byt sdilené).

aspofi k disjunktnich cest (riznych aZ na ty dva spojované vrcholy).
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Dikaz nasledujiciho dilezitého vysledku by nebyl jednoduchy pfi pouziti stavajicich

Véta 2.7. Graf G je hranové k-souvisly pravé kdyZ mezi libovolnymi dvéma vrcholy

Graf G je vrcholové k-souvisly pravé kdyz mezi libovolnymi dvéma vrcholy Ize vést
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Dikaz nasledujiciho dilezitého vysledku by nebyl jednoduchy pfi pouziti stavajicich
znalosti, proto jej ponechdme na pozdéjsi lekce. . . (, Toky v sitich“.)

Véta 2.7. Graf G je hranové k-souvisly pravé kdyZ mezi libovolnymi dvéma vrcholy
Ize vést aspori I hranové-disjunktnich cest (vrcholy mohou byt sdilené).

Graf G je vrcholové k-souvisly pravé kdyz mezi libovolnymi dvéma vrcholy Ize vést
aspori k disjunktnich cest (riznych aZ na ty dva spojované vrcholy).

Véta nam vlastné rika, Ze stupen souvislosti grafu se prirozené rovna stupni redundance spojeni
vrcholl. Na vyse uvedeném obrazku mezi kazdymi dvéma vrcholy prvniho grafu miazeme vést
az 4 disjunktni cesty.

U druhého grafu tfeba mezi levym a pravym koncem lze vést jen 2 (vrcholové) disjunktni cesty,
ale mezi kazdymi dvéma vrcholy Ize vést 3 hranové-disjunktni cesty.




/V duchu predchozi Mengerovy véty pokradujeme s nasledujicimi poznatky.
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Véta 2.8. Necht G je vrcholové 2-souvisly graf. Pak kazdé dvé hrany v G lezi na

spolecné kruznici.




KV duchu predchozi Mengerovy véty pokradujeme s nasledujicimi poznatky. \

Véta 2.8. Necht G je vrcholové 2-souvisly graf. Pak kazdé dvé hrany v G lezi na
spolecné kruznici.

Dukaz: Necht e, f € E(G). Sestrojime graf G’ podrozdélenim obou hran e, f novymi
vrcholy ve,vy. Je zfejmé, Ze i G’ je vrcholové 2-souvisly graf, takze podle Véty 2.7
existuji v G’ dvé disjunktni cesty spojujici ve s vy, tvofici spolu kruznici C. Nakonec
C" indukuje v G kruznici C prochézejici e i f.




KV duchu predchozi Mengerovy véty pokradujeme s nasledujicimi poznatky. \

Véta 2.8. Necht G je vrcholové 2-souvisly graf. Pak kazdé dvé hrany v G lezi na
spolecné kruznici.

Dukaz: Necht e, f € E(G). Sestrojime graf G’ podrozdélenim obou hran e, f novymi
vrcholy ve,vy. Je zfejmé, Ze i G’ je vrcholové 2-souvisly graf, takze podle Véty 2.7
existuji v G’ dvé disjunktni cesty spojujici ve s vy, tvofici spolu kruznici C. Nakonec
C" indukuje v G kruznici C prochézejici e i f. O

Rozsirenim predchozi Gvahy Ize dokonce dokazat:

Véta 2.9. Necht G je vrcholové k-souvisly graf, k > 1. Pak pro kazdé dvé disjunktni
mnoziny Uy,Us C V(Q), |U1] = |Us| = k v G existuje k zcela disjunktnich cest z
vrcholi Uy do vrcholii Us.




f2.4 Jednim tahem: Eulerovské grafy

Definice: Tah je sled v grafu bez opakovani hran.
Uzavreny tah je tahem, ktery konci ve vrcholu, ve kterém zacal.

Nejstarsi vysledek teorie grafi viibec pochazi od Leonarda Eulera:
(Slavnych 7 mostt v Kralovci / Kénigsbergu / dnesnim Kaliningradé.)




f2.4 Jednim tahem: Eulerovské grafy

Definice: Tah je sled v grafu bez opakovani hran.
Uzavreny tah je tahem, ktery konci ve vrcholu, ve kterém zacal.

Nejstarsi vysledek teorie grafi viibec pochazi od Leonarda Eulera:
(Slavnych 7 mostt v Kralovci / Kénigsbergu / dnesnim Kaliningradé.)

Véta 2.10. Graf G Ize nakreslit jednim uzavienym tahem pravé kdyz G je souvisly a
vSechny vrcholy v G jsou sudého stupné.
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f2.4 Jednim tahem: Eulerovské grafy \

Definice: Tah je sled v grafu bez opakovani hran.
Uzavreny tah je tahem, ktery konci ve vrcholu, ve kterém zacal.

Nejstarsi vysledek teorie grafi viibec pochazi od Leonarda Eulera:
(Slavnych 7 mostt v Kralovci / Kénigsbergu / dnesnim Kaliningradé.)

Véta 2.10. Graf G Ize nakreslit jednim uzavienym tahem pravé kdyz G je souvisly a
vSechny vrcholy v G jsou sudého stupné.

Disledek 2.11. Graf G Ize nakreslit jednim otevfenym tahem praveé kdyz G je souvisly
a vsechny vrcholy v G az na dva jsou sudého stupné.
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fDﬁkaz: Dokazujeme oba sméry ekvivalence. \

— Pokud Ize G nakreslit jednim uzavienym tahem, tak je zfejmé souvisly a navic
ma kazdy stupen sudy, nebot uzavreny tah kazdym priichodem vrcholem , ubere”
dvé hrany.




fDﬁkaz: Dokazujeme oba sméry ekvivalence. \

— Pokud Ize G nakreslit jednim uzavienym tahem, tak je zfejmé souvisly a navic
ma kazdy stupen sudy, nebot uzavreny tah kazdym priichodem vrcholem , ubere”
dvé hrany.

— Naopak zvolime mezi viemi uzavienymi tahy T v G ten (jeden z) nejdel3i. Tvr-
dime, ze T obsahuje vSechny hrany grafu G.

— Pro spor vezméme graf G’ = G — E(T), o kterém predpokladejme, Ze je ne-
prazdny. Jelikoz G’ m3 taktéz vsechny stupné sudé, je (z indukéniho pfedpokladu)
nakresleny jednim uzavfenym tahem 7.
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— Pokud Ize G nakreslit jednim uzavienym tahem, tak je zfejmé souvisly a navic
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prazdny. Jelikoz G’ m3 taktéz vsechny stupné sudé, je (z indukéniho pfedpokladu)
nakresleny jednim uzavfenym tahem 7.

— Vzhledem k souvislosti G existuje vrchol w incidentni zdroven s hranami T i T”,
tudiZ Ize oba tahy T a T” ,spojit pfes w". To je spor s pfedpokladem.
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— Pokud Ize G nakreslit jednim uzavienym tahem, tak je zfejmé souvisly a navic
ma kazdy stupen sudy, nebot uzavreny tah kazdym priichodem vrcholem , ubere”
dvé hrany.

KDﬁkaz: Dokazujeme oba sméry ekvivalence.

— Naopak zvolime mezi viemi uzavienymi tahy T v G ten (jeden z) nejdel3i. Tvr-
dime, ze T obsahuje vSechny hrany grafu G.

— Pro spor vezméme graf G’ = G — E(T), o kterém predpokladejme, Ze je ne-
prazdny. Jelikoz G’ m3 taktéz vsechny stupné sudé, je (z indukéniho pfedpokladu)
nakresleny jednim uzavfenym tahem 7.

— Vzhledem k souvislosti G existuje vrchol w incidentni zdroven s hranami T i T”,

tudiZ Ize oba tahy T a T” ,spojit pfes w". To je spor s pfedpokladem.
O

Duikaz disledku: Necht u, v jsou dva vrcholy grafu G majici lichy stupen, neboli dva
(pfedpokladané) konce otevieného tahu pro G. Do G nyni pfiddme novy vrchol w
spojeny hranami s u a v. Tim jsme na$ pripad prevedli na predchozi pripad grafu se
vSsemi sudymi stupni. O
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