Zaklady matematiky — podzim 2006 — 2. termin — 12.1.2007

. (Tkrat £1 bod (spravné 1 bod, chybné —1, bez odpovédi 0 — pfi zadporném soudtu se do celkového hod-
noceni zapodita 0))

Odpovézte (skrtnutim nehodictho se ano nebo ne na patficném fadku), zda jsou pravdivi nasle-
dujici tvrzeni (¢téte velmi pozorné!):

a) ano — ne Pro libovolné mnoziny A, B, C a zobrazeni f: A — B, g: B — C plati:
y 9
f je injektivni a ¢ je surjektivhi = g o f je bijekce.

(b) ano — ne Pro kazdé uspotddani R mnoZiny N existuje minimalni nebo maximalni prvek v
uspofadané mnoziné (N, R).

(¢) ano — ne Pro libovolné mnoziny A a B tvoif mnoZina vsech relaci mezi mnoZinami A a B
s usporadanim inkluzi, tj. (P(A x B), Q), svaz.

(d) ano — ne Okruh (Z4,+,-) zbytkovych t¥id modulo 4 je téleso.
(e) ano — ne Pro libovolnou relaci R na mnoziné A je R o R tranzitivn{ relace.

(f) ano — ne Mnozina v8ech injektivnich zobrazeni mnoziny N do sebe tvoii spolu s operaci
skladani zobrazeni grupu.

(g) ano — ne Mnozina v8ech konefnych podmnoZin mnoziny N je spocetné.
. (7 bodi) Definujte pojem usporadani na mnoziné A. Definujte pojmy bindrni relace a relace ekvi-
y J y JILY

valence na mnoziné A. Definujte v8echny uZité pojmy. Které relace jsou zaroven relace ekvivalence
a uspofradani?

. (3krat 2 body) Kolik pfirozenych ¢isel mezi 1 a 300 je

(a) deélitelngch 2, 3, ale neni délitelnych 5;
(b) s cifernym souctem 18;

(¢) zapsanych pouze pomoci sudych ¢islic.

. (bkrat 2 body) Udejte piiklad
(a) svazu, ktery neni Gplny svaz;
(b) nekonené, nespocetné grupy;
(¢) 3-prvkového okruhu;
(d) neprézdné relace p € N X Z a neprazdné relace o C Z x Q takovych, Ze slozena relace o o p je
prazdnou relaci.
e) uspofadané mnoziny, kde kazdy maximélni prvek je zaroven minimalni a existuje prvek, ktery
y y J y y
je minimalni, ale neni maximalni.
. (10 bodt) V monoidu (Z,, -) oznacme Z§ mnozinu v8ech prvki, ke kterym existuje inverzni prvek.
Urcete, kolik m& mnozina Zg prvki, a vypiste je.
Urcete né&jaké k € Z tak, ze ¢ : Zg — Zg dané predpisem ¢([als) = [k]§ je homomorfismus z grupy
(Zg,+) do grupy (Z$,-) (tj. pro toto k ukazte, Ze pfedpis korektné definuje zobrazeni ¢ a Ze ¢ je
homomorfismus).
Urcete néjaké k € Z tak, ze ¢ : Zg — Zg dané predpisem ¢([als) = [k]§ je izomorfismus z grupy
(ZG7 +> do grupy (237 )
Odpovedi zdtvodnéte.



6. (10 bodt) Necht n e N, A={1,2,...,n+2}a B =1{1,2,...,n}. Urcete pocet viech surjektivnich
zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B.

Kolik 7 nich je navic izotonnimi zobrazenimi z (A, <) do (B, <), kde < je uspotfadani pfirozenych
¢isel podle velikosti.

Vypocty komentujte.

7. (10 bod®) Necht n € N. Oznacme A = {1,2,...,n} a dale necht M je mnoZina vSech neprazdnych
podmnozin mnoziny A. Na mnoziné M je definovana binarni relace p vztahem

XpY <= minX = minY.

Dokazte, 7e p je relace ekvivalence na mnoziné M.
Popiste rozklad M\ p.
Urcete, kolik ma tento rozklad tfid a kolik prvkt maji jednotlivé t¥idy.

Pro n = 6 vypiste explicitné nékterou t¥idu rozkladu obsahujici néjakou dvouprvkovou podmnozinu
mnoziny A.

(Pozn: minX zna¢f minimalni prvek mnoziny X (uspotfddané podle velikosti). )

8. (10 bodi) Na mnoziné M = QU {L, T} definujeme binarni relaci < takto:

p2q = (p=L Vqg=TV (pgeQAp<qgAlp]=1g])) propqge M.
Dokazte, 7e < je usporadani.
Naleznéte v8echny minimalnf a maximalni prvky uspofadané mnoziny (M, <).
Je (M, <) svaz?
Popiste, ¢emu se rovna sup{p, q}.
Je (M, %) tplny svaz?
Odpovédi zdtvodnéte. (Pozn: < je uspofadani racionalnich ¢isel podle velikosti, |p| znaci celou
Cast ¢lsla p.)
9. (10 bod) Na mnoziné M = {(a, X) € N x P(N) | a € X} definujeme binarni relaci < takto:
(a, X)X (bY) < (a<bAXCY).
Oznac¢me déle M+ = M U {1}, kde usporadani < pro prvek L dodefinujeme takto:
(Vo e MY (L < x).

Je (M, <) svaz?

Je (M, =) svaz?

Je (M+, <) Gplny svaz?

Popiste, jak se pocitaji konena suprema v (M, <).
Popiste, jak se poditaji libovolnd infima v (M+, <).

Odpovedi zdtvodnéte.



