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Domdci ulohy z predminulého tydne
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Domdci ulohy z predminulého tydne

Vyfteste diferencialni rovnici pro funkci y = y(x)

dy 1+y?
dx 14 x2’




Domdci ulohy z predminulého tydne

Vyfteste diferencialni rovnici pro funkci y = y(x)

dy 1+y?
dx 14 x2’

lec('; (pouzijte souétového vzorce pro tangens). a




Domdci ulohy z predminulého tydne

L le]

Cisti¢ka vody o objemu 2000 m3 byla znecisténa olovem, které se
nachézi ve vodé v ni v mnozstvi 10 g/m3. Do ¢isticky piitéka Cista
voda rychlosti 2 m®/s a stejnou rychlosti i vytékd. Za jak dlouho
poklesne obsah olova ve vodé v disti¢ce pod 10 pug/m3,
predpokladame-li, Ze voda je neustale rovhomérné promichavana?



Domdci ulohy z predminulého tydne

oe

Reseni. Oznaéme objem vody v nadrzi jako V (m?), rychlost
vytékani vody jako v (m3/s). Za infinitezimalni (nekone¢né malou)
¢asovou jednotku dt vytece z nddrze y; - vdt gramii olova, pro
zménu hmotnosti mnozstvi olova v Cisti¢ce tedy mizeme sestavit
diferencialni rovnici

dm= -2 vdt.

%

Separaci proménnych snadno najdeme feSeni m(t) = moev?t, kde
mg je mnozstvi olova v nadrzi v ¢ase t = 0. Po dosazeni Ciselnych
hodnot dostaneme (aspori doufdm), ze t = 4,5h. O



Domdci ulohy z predminulého tydne

Rychlost, kterou se rozpada dany izotop daného prvku, je pfimo
amérna mnozstvi daného izotopu. Polocas rozpadu izotopu
Plutonia, 239Pu, je 24 100 let. Za jak dlouho ubude setina z
nukledrni pumy, jejiz aktivni slozkou je zminovany izotop?



Domdci ulohy z predminulého tydne

Rychlost, kterou se rozpada dany izotop daného prvku, je pfimo
amérna mnozstvi daného izotopu. Polocas rozpadu izotopu
Plutonia, 239Pu, je 24 100 let. Za jak dlouho ubude setina z
nukledrni pumy, jejiz aktivni slozkou je zminovany izotop?
Reseni. Oznadime-li mnozstvi Plutonia jako m, tak pro rychlost
rozkladu mizeme napsat diferencidlni rovnici

dm
—— =k-m,

dt

kde k je néjakad nezndma konstanta. Redenim je tedy funkce

m(t) = mge~*t. Dosazenim do rovnice pro polocas rozpadu

(e=k = 1) ziskdme konstantu k = 2,88 - 10°. Hledany &as je pak
priblizné 349 let. O



Domdci alohy z minulého tydne

© Domici tlohy z minulého tydne
e Priklad 1.
e Priklad 2.
e Priklad 3.



Domdci alohy z minulého tydne
°

Vypoctéte objem kulové Usece, ktery odfezava rovina z =1 z koule
X2+ y2 422 =2



Domdci alohy z minulého tydne
°

Vypoctéte objem kulové Usece, ktery odfezava rovina z =1 z koule
X2+ y2 422 =2

Reseni. Spocitame integral v kulovych soufadnicich. Used si
muiZeme predstavit jako kulovou vyse¢ bez kuzele (s vrcholem v
bodé& [0,0,0] a kruhovou podstavou z = 1, x> + y? = 1). Vyset je
v téchto souradnicich souc¢inem intervali

(0,v/2) x (0,27) x (0,7/4). Integrujeme tedy v danych mezich a
to v libovolném poradi.

2 V2 % 4
/ / / r?sin(f) dfdrdp = - (V2 — 1)7.
o Jo Jo 3

Musime jesté odecist objem kuzele. Ten je roven %szv (kde R je
polomér podstavy kuZele a V' jeho vyska, v nasem pripadé jsou obé
hodnoty rovny jedné) tedy celkovy objem je

4

1 1
Vvyseé — Ykuzel = g(\@ -1)- 577 = §7T(4\6 —5).



Domdci alohy z minulého tydne
°

Rychlost Sifeni zpravy v populaci o P lidech je pfimo imérnd poctu
lidi, ktefi zpravu jesSté neslyseli. Uréete funkci f popisujici pocet lidi
v Case, kteri jiz zpravu slyseli. Je vhodné tento model Siteni zpravy
pouZivat pro mald nebo velkd P?



Domdci alohy z minulého tydne
°

Rychlost Sifeni zpravy v populaci o P lidech je pfimo imérnd poctu
lidi, ktefi zpravu jesSté neslyseli. Uréete funkci f popisujici pocet lidi
v Case, kteri jiz zpravu slyseli. Je vhodné tento model Siteni zpravy
pouZivat pro mald nebo velkd P?

Reseni. Sestavime diferencidlni rovnici pro f. Rychlost $ifeni
zpravy % = f'(t) ma byt pfimo imérna poctu lidi, kte¥i o ni jesté
neslySeli, tedy hodnoté P — f(t). Celkem

df

= = k(P —f(2)).

Separaci proménnych a zavedenim konstanty K (pocet lidi, ktefi
znaji zpravu v Case t = 0 musi byt P — K) dostdvame feSeni

f(t) =P — Ke ¥,

kde k je kladna realna konstanta.
Tento model mé zrejmé smysl jen pro velkd P. O



Domdci alohy z minulého tydne
°

Rychlost, kterou se sifi epidemie v dané uzavrené populaci o P
lidech je pfimo imérna soucinu poctu lidi, ktefi jsou nakazeni, a
poctu lidi, ktefi jsou jesté nenakaZeni. Urcete funkci f(t) popisujici
pocet nakazenych v Case.



Domdci alohy z minulého tydne
°

Rychlost, kterou se sifi epidemie v dané uzavrené populaci o P
lidech je pfimo imérna soucinu poctu lidi, ktefi jsou nakazeni, a
poctu lidi, ktefi jsou jesté nenakaZeni. Urcete funkci f(t) popisujici
pocet nakazenych v Case.

Jako v prechozim prikladé sestavime diferencidlni rovnici

Reseni. "

— =k-f(t)(P—f(t)).

=k F(5) (P £(2)
Opét separaci proménnych a zavedenim vhodnych konstant K a L
dostavame

K
f(t) = 14 Le—Kkt’



Pisemka, skup. A

e Pisemka, skup. A
o Priklad 1.
o Priklad 1.
o Priklad 2.
e Priklad 3.



Pisemka, skup. A

Urcete Taylor(iv rozvoj druhého ¥adu funkce f : R? — R,

f(x,y) = tan(xy + y)

v bodé (0,0).



Pisemka, skup. A

Urcete Taylor(iv rozvoj druhého ¥adu funkce f : R? — R,

f(x,y) = tan(xy + y)

v bodé (0,0).
y +xy



Pisemka, skup. A
°

Rozhodnéte, zda existuji extrémy funkce f : R3 — R,
f(x,y,z) = xyz, na elipsoidu uréeném rovnici

3x2 4+ 3y + 22 =1,

Pokud extrémy existuji, urlete je.



Pisemka, skup. A
°

Rozhodnéte, zda existuji extrémy funkce f : R3 — R,
f(x,y,z) = xyz, na elipsoidu uréeném rovnici
3x2 4+ 3y + 22 =1,
Pokud extrémy existuji, urete je. Dostaneme osm stacionarnich
bodi x = i%, y = +1 7= :t%, Ctytri z nich jsou lokalni

. . 1 v, v .
maxim maximem —= rl k minima.
a a s ma (S 93’ Cty pa a



Pisemka, skup. A
°

Urcete objem télesa v R3, které je dano priinikem koule
x? 4+ y? + z° = 4 s vilcem x* 4+ y? = 1.



Pisemka, skup. A
°

Urcete objem télesa v R3, které je dano priinikem koule
x? 4+ y? + z° = 4 s vilcem x* 4+ y? = 1.

/m/ rVa4 — r2drdp = 8 3v/3)7.



Pisemka, skup. B

@ Pisemka, skup. B
e Priklad 1.
e Priklad 2.
e Piklad 3.



Pisemka, skup. B
.

Urcete Taylor(iv rozvoj druhého ¥adu funkce f : R? — R,

f(x,y) = tan(xy)
v bodé (0, 0).



Pisemka, skup. B
.

Urcete Taylor(iv rozvoj druhého ¥adu funkce f : R? — R,

f(x,y) = tan(xy)
v bodé (0, 0).
Reseni.
Xy



Pisemka, skup. B
°

Rozhodnéte, zda existuji extrémy funkce f : R3 — R,
f(x,y,z) = xyz, na elipsoidu uréeném rovnici

324+ y2 + 22 =1,

Pokud extrémy existuji, urlete je.



Pisemka, skup. B
°

Rozhodnéte, zda existuji extrémy funkce f : R3 — R,
f(x,y,z) = xyz, na elipsoidu uréeném rovnici

324+ y2 + 22 =1,

Pokud extrémy existuji, urlete je.
Reseni. Dostaneme osm stacionérnich bodl x = :i:%, y = :l:\%,

z= :l:%. Ctytfi z nich jsou lokdlni maxima, Ctyfi pak minima. O



Pisemka, skup. B
.

Urcete objem télesa v R3, které je dano prinikem koule
x? 4+ y? + z? = 2 s paraboloidem z = x* + y.



Pisemka, skup. B
.

Urcete objem télesa v R3, které je dano priinikem koule
x? 4+ y? + z? = 2 s paraboloidem z = x* + y.
Reseni.

2 1 p/(2-r?)
/ / / rdzdrdgozﬁ_?j_
0 0 Jr2 3 6



Pisemka, skup. C

e Pisemka, skup. C
o Priklad 1.



Pisemka, skup. C
°

Uréete Taylortiv rozvoj druhého ¥adu funkce f : R? — R,

f(x,y) = cos(xy +y)

v bodé (0,0).



Pisemka, skup. C
°

Uréete Taylortiv rozvoj druhého ¥adu funkce f : R? — R,

f(x,y) = cos(xy +y)

v bodé (0,0).

Reseni.



Pisemka, skup. C
°

Rozhodnéte, zda existuji extrémy funkce f : R3 — R,
f(x,y,z) = xyz, na elipsoidu uréeném rovnici

2x%2 +2y? + 22 =1,

Pokud extrémy existuji, urlete je.



Pisemka, skup. C
°

Rozhodnéte, zda existuji extrémy funkce f : R3 — R,
f(x,y,z) = xyz, na elipsoidu uréeném rovnici

2x%2 +2y? + 22 =1,

Pokud extrémy existuji, urlete je.
e P s . 7 ’ o o i — i
ResSeni. Dostaneme osm staciondrnich bodl x = :i:\@, y :l:\/é,

z= :l:%. Ctytfi z nich jsou lokdlni maxima, Ctyfi pak minima. O



Pisemka, skup. C
°

Urcete objem télesa v R3, které je ohranideno valcem
4x% + y?2 =1, rovinami z = 2y a z = 0, leZici nad rovinou z = 0.



Pisemka, skup. C
°

Urcete objem télesa v R3, které je ohranideno valcem
4x% + y?2 =1, rovinami z = 2y a z = 0, leZici nad rovinou z = 0.

1 pVi-ax? )
2/ / 2ydydx = -.
0 0 3

Reseni.






Pise
°

Urcete Taylor(iv rozvoj druhého ¥adu funkce f : R? — R,

f(x,y) = sin(xy +y)
v bodé (0, 0).



Pise
°

Urcete Taylor(iv rozvoj druhého ¥adu funkce f : R? — R,

f(x,y) =sin(xy + y)
v bodé (0, 0).
Reseni.
Xy +y



Pise
.

Rozhodnéte, zda existuji extrémy funkce f : R3 — R,
f(x,y,z) = xyz, na elipsoidu uréeném rovnici

22+ y? + 22 =1,

Pokud extrémy existuji, urlete je.



Pise
.

Rozhodnéte, zda existuji extrémy funkce f : R3 — R,
f(x,y,z) = xyz, na elipsoidu uréeném rovnici

22+ y?+ 22 =1,

Pokud extrémy existuji, urlete je.
S v ’ . 7 7 o o i — i
ResSeni. Dostaneme osm staciondrnich bodl x = :i:\@, 3% :l:\/g,

z= :l:%. Ctytfi z nich jsou lokdlni maxima, Ctyfi pak minima. O



Urcete objem télesa v R3, které je ohrani¢eno paraboloidem
2x? 4+ y? = z a rovinou z = 2.



Urcete objem télesa v R3, které je ohrani¢eno paraboloidem
2x? 4+ y? = z a rovinou z = 2.

1 pV2-2x2 2
4/ / / dzdy dx = V2nr.
0 Jo 2x24y?2

Reseni.
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