Drsna matematika

Martin Pandk, Jan Slovak

Pokus o ucebni text pro zacinajici studenty informatiky priblizujici podstatnou ¢ast
matematiky v rozsahu Ctyf semestralnich pfednasek. Prozatim jsou zaznamenany
prvni dva semestry pfiblizné v odpfedneseném rozsahu.
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Predmluva

Tento ucebni text vznikd pribézné pii pripravé prednasek pro predméty Ma-
tematika I-IV na Fakulté informatiky MU. Text se snazi prezentovat standardni
vyklad s akcentem na smysl a obsah prezentovanych matematick§ch metod. Resené
ulohy pak procvicuji zékladni pojmy, ale zaroven se snazime davat co nejlepsi pri-
klady uziti matematickych modeld. Studenti navic maji fesit a odevzdavat kazdy
tyden zadavané priklady. Seminarni skupiny pak obdobné standardnim ,cvicenim*
vytvaii podporu pro feSeni domacich tloh. V tomto textu podavame formalni vy-
klad prolozeny fesenymi piiklady, chceme dodat ale i iiplny soubor fesenych zada-
vanych tuloh.

Ne vse se dari prubézné naplnovat tak, jak bychom si predstavovali. Samotny te-
oreticky text by mél byt podrobnéjsi a 1épe formulovany, fesenych prikladd bychom
chtéli mit podstatné vice a mély by pokryvat celou skalu slozitosti, od banélnich
az po perlicky ke skutecnému premysleni.

Posluchace bychom radi naudili:

e piesné formulovat definice zakladnich pojmu a dokazovat jednoduché ma-
tematicka tvrzeni,

e vnimat obsah i ptiblizné formulovanych zavislosti, vlastnosti a vyhleda
pouziti,

e vstfebat navody na uzivani matematickych modeli a osvojit si jejich vy-
uziti.

K témto ambiciéznim cilim nelze dojit lehce a pro vétSinu lidi to znamena
hledat cestu na vice pokust (s potfebnym piekondvanim odporu ¢i nechuté). I proto
je cely vyklad strukturovan tak, aby se pojmy a postupy vzdy nékolikrat vracely s
postupné rostouci slozitosti a $iti diskuse. Jsme si védomi, Ze tento postup se miize
jevit jako chaoticky, domnivame se ale, Ze dava mnohem lepsi Sanci na pochopeni
u téch, kteri si s hledanim cesty daji praci a pfekonaji pripadny odpor.

Vstup do matematiky je skoro pro kazdého obtizny — pokud uz ,,vime*, nechce
se nam piemyslet, pokud ,nevime“, je to jesté horsi. Jediny spolehlivy postup pro
orientaci v matematice je hledat porozumnéni v mnoha pokusech a hledat je pfti
Cetbé v riznych zdrojich. Urcité nepovazujeme tento text za dostatecny jediny zdroj
pro kazdého.

Pro ulehéeni vicekolového pristupu ke ¢teni je text strukturovan také pomoci
barev takto

e normalni text je sdzen Cerné

e fesené piiklady jsou sazeny barvou [ HNEGzHR
je sazen barvou NN

® naro&né pasaze, které mohou byt pfi studiu pfinejmensim napoprvé preska-
kovany jsou sazeny v barve I .



vi OBSAH

Prvni dva semestry vyuky uz jednou probéhly a vyslednych 7 kapitol mate v
rukou. Popisme tedy nyni stru¢né obsah a také vyhled na semestry nasledujici.

Uvodni motivaéni kapitola se snazi v rozsahu piiblizné 5 tydnt pfednasek ilu-
strovat nékolik pristup@t k matematickému popisu problémut. Zac¢indme nejjedno-
dussimi funkcemi (zékladni kombinatorické formule), naznacujeme jak pracovat
se zévislostmi zadanymi pomoci okamzitych zmén (jednoduché typy diferenénich
rovnic), uziti kombinatoriky a mnozinové algebry diskutujeme prostfednictvim ko-
necné klasické pravdépodobnosti, predvadime maticovy pocet pro jednoduché talohy
rovinné geometrie a zavérem vse trochu zformalizujeme (relace, uspofadni, ekviva-
lence). Nenechte se uvrhnout do chaotického zmatku p#ili§ rychlym stfidanim témat
— cilem zde je nashromézdit néco méalo netrivialnich naméta k premysleni a hledéani
Ke vSem témattim této ivodni kapitoly se ¢asem vratime.

Dalsich pét tydnil prednasek je vénovano zakladtim poctu, ktery umoznuje praci
s vicerozmérnymi daty i grafikou. Jde o postupy tzv. linearni algebry, které jsou
zékladem a kone¢nym vypocetnim nastrojem pro vétsSinu matematickych modelu.
Jednoduché postupy pro praci s vektory a maticemi jsou obsahem kapitoly druhé,
dalsi kapitola je pak vénovana aplikacim maticového poc¢tu v riznych linearnich
modelech (systémy linedrnich rovnic, linedrni procesy, linedrni diferenéni rovnice,
Markovovy procesy, linedrni regrese).

Posledni t¥i prednasky prvniho semestru jsou vénovany aplikacim v geometric-
kych tlohach a lze se z nich dozvédét néco malo o afinni, euklidovské a projektivni
geometrii.

Dalsi semestr je vénovan spojitym modeltim. Chceme co nejnazornéji ukazat, ze
zdkladni ideje, jak s funkcemi pracovat byvaji jednoduché. Struéné feceno, hleddme
cesty, jak slozité€jsi véci nelinedrni povahy fesit pomoci jednoduchych linedrnich
trikd a postupu linearni algebry. Slozitosti se poji skoro vyhradné se zvladnutim
rozumné velké t¥idy funkci, pro které maji nase postupy byt pouzitelné. Prvné
proto prisla na fadu kapitola pata, kde diskutujeme jaké funkce potfebujeme pro
nelinedrni modely. Zac¢indme polynomy a spliny, pak postupné diskutujeme pojmy
spojitosti a derivace a sezndmime se se vSemi zakladnimi elementarnimi funkcemi
a mocninnymi fadami.

Tim je pripravena puda pro klasicky diferencidlni a integralni pocet. Ten pre-
zentujeme v kaptiole Sesté s dlirazem na co nejjednodussi pochopeni aproximaci a
limitnich procesi. Posledni sedmé kapitola se vénuje naznaktim aplikaci a snazi se
co nejvice pripominat analogie k postuptim jednoduché linedrni algebry z minu-
lého semestru. Misto linearnich zobrazeni mezi konecné rozmérnymi vektorovymi
prostory tak pracujeme s linedrnimi operacemi mezi nekoneéné rozmérnymi vekto-
rovymi prostory funkci, definovanych bud integralnimi nebo diferencidlnimi operé-
tory.

Vyhled obsahu pro dalsi dva semestry je nasledujici. Vméstna se do nich v
déleni priblizné po dvou celcich v jednotlivych semestrech:

(1) Nelinearni modely podruhé (diferencidlni a integralni pocet vice promén-
nych, ODE, PDE)
e kalkulus vice proménnych,
nasobné integraly,
metody optimalizace,
systémy diferencidlnich rovnic
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(2) Kombinatorické metody (diskrétni matematika)
e rovinné grafy, barveni grafu, Eulerovy kruznice, problém obchodniho
cestujiciho, stromy, minimalni kostry, toky v sitich apod.
e rekurence, vytvorujici funkce
(3) Obecné matematické struktury (algebra)
e grupy, algebry, svazy, okruhy, pole, délitelnost, rozklad na prvocisla,
Eulerova véta, RSA algoritmus, jednoché kédy.
(4) Pravdépodobnost a statistika
e pravdépodobnostni prostor, hustota pravdépodobnosti, norméalni roz-
déleni, stredni hodnota, medidn, kvantil, rozptyl, priklady diskrétnich
a spojitych rozdéleni
e statistické zpracovani dat.

Srpen 2006, Martin Pandk, Jan Slovak
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KAPITOLA 1

Uvod a motivace

,hodnota, zména, poloha“
- co to je a jak to uchopit?

1. Cisla a funkce

Lidé trpi chorobnou snahou mit jasno ,kolik néco je“, pripadné ,za kolik*,
»jak dlouho“ apod. Vysledkem takovych tvah je vétsinou néjaké ”¢islo”, fikejme
ucenéji ,hodnota“. Za ¢islo se pritom povaZuje néco, co umime scitat a nasobit
a spliiuje to obvyklé zékonitosti, at uz vSechny nebo jen nékteré. Nejjednodussim
prikladem jsou tzv. ¢isla pfirozend, budeme je znacit N = {1,2,3, ...}, ¢asto zvlasté
v informatice brana véetné nuly, a éisla celd Z = {...,—-2,—-1,0,1,2,...}. Kdo si
libuje ve formalnim pfistupu v ramci nékteré z korektnich teorii mnozin a vi, co to
je prazdna mnoZina @), mize definovat

(1.1) 0:=0, 1:={0}, 2:=1{0,1},...,n+1:={0,1,...,n}.

Pak Ize snadno formalné definovat séitani a nasobeni celych ¢isel, usporadani, uka-
zat, ze kazdd podmnozina v N mé nejmensi prvek a spoustu dalSich vlastnosti o
kterych zpravidla uz davno nepremyslime a mame je za samoziejmé. Napt. o ¢islu
a Tekneme, Ze je mensi nez b tehdy a jen tehdy, kdyz a # b a a € b. Nebudeme se
tu tim podrobné zabjvat a predpokladame, Ze ¢tenaf i éisla raciondlni (Q), redlna
(R) a komplexni (C) davérné znéﬂ Prakticky budeme pfipominat teoretické i prak-
tické souvislosti pfi dalsim vykladu, viz priklad 1). Podobné bude konstrukce
racionalnich ¢isel z pfirozenych diskutovana v konstrukci realnych ¢isel bude
vhodné zminit pfi studiu limitnich procesti pozdéji a jiz dfive budeme z riznych
algebraickych pohledi zkoumat ¢isla komplexni.

Pro nés dalsi rozlet ale bude ted uzitecné vyjmenovat obvyklé vlastnosti, které
s¢itani a nasobeni ¢isel ma. Navic, jak je v matematice obvyklé, budeme misto s
¢isly manipulovat s pismeny abecedy, pfipadné jinymi znaky, at uz jejich hodnota
je nebo neni predem znama.

1.1. Vlastnosti séitani.

(KG1) (a+b)+c=a+ (b+c), pro viechny a,b, c

(KG2) a+b=>b+ a, pro vSechny a,b

(KG3) existuje prvek 0 takovy, ze pro vSechny a plati a + 0 =a

(KG4) pro vSechny a existuje prvek (—a) takovy, Ze plati a + (—a) = 0.

IPodrobné Ize formalni zdklady matematiky nalézt napt¥. ve skriptech Pavla Horaka [3].

1



2 1. UVOD A MOTIVACE

Vlastnostem (KG1) — (KG4) fikdme vlastnosti komutationi grupy. Celd &isla Z
jsou dobrym ptrikladem komutativni grupy, pfirozena ¢isla nikoliv, protoze nesplnuji
KG4 (a pfipadné neobsahuji nulu pokud ji do N nezahrnujeme).

1.2. Vlastnosti nasobeni.

(01) (a-b)-c=a-(b-c), pro viechny a,b,c

(02) a-b=>b-a, pro viechny a,b

(03) existuje prvek 1 takovy, Ze pro vSechny a plati 1-a = a
(04) a-(b+c)=a-b+a-c, pro viechny a,b,c.

Posledni vlastnosti O4 se fika distributivita.
Mnoziny s operacemi +, - a vlastnostmi (KG1)-(KG4), (01)—(04) se nazyvaji
komutativni okruhy. Potfebujeme vsSak zpravidla jesté dalsi béznou vlastnost ¢isel:

(P) pro kazdy a # 0 existuje prvek a~! takovy, Ze plati, a-a~! = 1.

Kdyz nase objekty spliiuji navic i (P), hovotime o poli (Casto také o komuta-
tivnim télese). Nékdy se ale setkdme se slabsi dodatecnou vlastnosti. Napf. okruh
celych éisel Z nesplituje (P), ale spliiuje

(0I) a-b=0 = buda=0nebob=0.

Hovotime o oboru integrity.

Prvky néjaké mnoZiny s operacemi + a - spliiujicimi (ne nutné vSechny) vyse
uvedené vlastnosti (tj. komutativni{ okruh, obor integrity, pole) budeme nazyvat
skaldry. Budeme pro né vesmeés uzivat latinska pismena ze zacatku abecedy.

Kdo chce postupovat co nejpfesnéji a formalné, mél by predchozi vlastnosti
brat jako axiomatickou definici prislusnych matematickych pojmi. Pro nase po-
treby bude stacit si prubézné uvédomovat, ze pii dalsich diskusich budeme disledné
pouzivat pouze tyto vlastnosti skalart a ze tady i nase vysledky budou platné pro
vsechny objekty s témito vlastnostmi. V tomto je prava sila matematickych teorii
— nejsou platné jen pro konkrétni reseny priklad. Naopak, pfi rozumné vystavbé
maji vzdy univerzalni pouziti. Budeme se snazit tento aspekt vzdy zdtraznovat,
prestoZe nase ambice mohou byt v ramci daného ¢asového prostoru pro prednasky
jen velice skromné.

1.3. Skalarni funkce. Casto pracujeme s hodnotou, kterd neni déna jako kon-
krétni ¢islo. Misto toho néco vime o zavislosti nasi hodnoty na hodnotach jinych.
Formélné piSeme, Ze hodnota y = f(z) nasi ,zavislé“ proménné veli¢iny y je dédna
ynezdvislou® veli¢inou x. Pfitom mtZeme znalost f brat formalné (prosté je to
néjaka, blize nespecifikovand, zavislost) nebo operacné, tj. f(z) je ddno formuli
posklddanou z (prozatim si pfedstavme koneéné mnoha) zndmych operaci. Pokud
je hodnotou skalar, hovoiime o skaldrni funkci. Také muze byt ale hodnota dana
pouze priblizné nebo s jistou pravdépodobnosti.

Smyslem matematickych tvah pak byva z neformélniho popisu zavislosti najit
explicitni formule pro funkce, které je popisuji. Podle typu ulohy a cile se pak
pracuje:

e s pfesnym a kone¢nym vyrazem
e s nekonefnym vyrazem
e s pfiblizenim nezndmé funkce zndmym odhadem (vétsinou s vyéislenou moznou

chybou)
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e s odhadem hodnot s vyc¢islenim jejich pravdépodobnosti apod.

Skalarni funkei je napf. roéni mzda pracovnika (hodnoty nezavislé veli¢iny jsou
jednotlivi pracovnici = z néjaké mnoziny, f(z) je jejich roéni mzda za dané obdobi),
nebo mésiéni mzda konkrétniho pracovnika v ¢ase (nezévislou hodnotou je ¢as v
meésicich, zévislou pfijem). Jinym piikladem je tfeba plocha obrazce v roviné, objem
télesa v prostoru, rychlost konkrétniho auta v ¢ase atd. Dovedeme si jisté predstavit,
ze ve vSech uvedenych pripadech mize byt hodnota dana néjakou volné popsanou
souvislosti nebo naméfena priblizné nebo odhadnuta atd.

1.4. Priklady. (1) Podivejme se na obyéejné s¢itani pfirozenych ¢isel jako na ope-
racné definovanou skalarni funkci. Definujeme a + b jako vysledek procedury, ve
které k a pricitame 1. Tak jsme vlastné obecné a + 1 definovali v rovnicich .
Zaroven odebereme z b nejmensi prvek, dokud neni b prazdnéa. Je evidentni, ze takto
definované séitani sice je dano formuli, tato ale neni vhodnd pro praktické pocitani.
Tak tomu bude v nasem vykladu Casto — teoreticky korektni definice pojmu nezna-
mena, ze ukony s nim spojené jsou efektivné vykonavatelné. Pravé k tomu budeme
postupné rozvijet celé teorie, abychom praktické nastroje ziskavali. Co se tyce pfi-
rozenych ¢isel, od skolky je umime s¢itat zpaméti a rychle (pokud jsou mald) a s
vét$imi si poradi pocitace (pokud nejsou prilis velka).

(2) Diilezitou opera¢né definovou skaldrni funkei na p¥irozenych éislech je fak-
toridl, ktery definujeme vztahy

f0)=1, fln+1) = (n+1)- f(n).

Piseme f(n) = n! a definice zjevné znamend n! = n-(n—1)---1. To také neni ptili§
efektivni formule pro velka n, lepsi ale tézko hledat.

2. Kombinatorické formule

1.5. Permutace, kombinace a variace. Jestlize z mnoziny n pfedmétt vytva-
fime néjaké poradi jejich prvkd, méame pro volbu prvniho prvku n moznosti, dalsi
je volen z n — 1 moznosti atd., az nam nakonec zbude jediny posledni prvek. Zjevné
tedy je na dané kone¢né mnoziné S s n prvky pravé n! raznych poradi. Hovofime o
permutacich prvkad mnoziny S. Jestlize si piedem prvky v S ocislujeme, tj. ztotoz-
nime si S s mnozinou S = {1,...,n} n pfirozenych ¢éisel, pak permutace odpovidaji
moznym poradim ¢isel od jedné do n. Mame tedy ptiklad jednoduché matematické
véty a nasi predchozi diskusi je mozné povazovat za jeji dikaz:

Tvrzeni. Pocet ruznijch poradi na koneéné mnoZiné s n prvky je dan zndmou
funkct faktoridl:

(1.2) f(n)=n!

Dalsim jednoduchym prfikladem hodnoty urcené formuli jsou tzv. binomickd
c¢isla, ktera vyjadruji, kolika zptsoby lze vybrat k riznjch rozlisitelnych predméti
z mnoZiny n pfedméti. Zjevné mame n(n — 1)---(n — k + 1) moznych vysledkt
postupného vybéru nasich k£ prvkd, pritom ale stejnou vyslednou k-tici dostaneme
v k! riznych potradich. Proto pro pocet kombinaci k-tého stupné z n prvkua plati
(samoziejmeé je k < n)

k(k—1)...1 CEDT

(1.3) c(n, k) = <Z> _ nn—1)...(n—k+1) nl
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Ani toto neni pro vypocet moc uspokojiva formule pi¥i velikych k i n, protoze
obsahuje vyrazy pro faktorialy.

Pokud nam ale zalezi i na potradi vybrané k-tice prvkit, hovofime o wvariaci
k-tého stupné. Jak jsme si jiz ovérili, pro pocet variaci plati

vin,k)=nn—-1)---(n—k+1)

pro vSechny 0 < k£ < n (a nula jinak).

Binomicka ¢isla dostala sviij ndzev od tzv. binomického rozvoje, tj. roznasobeni
n-té mocniny dvojélenu. Poéitame-li totiz (a+b)", bude koeficient u mocniny a*b"—*
pro kazdé 0 < k < n roven pravé poctu moznosti, jak vybrat k-tici z n zavorek v
souc¢inu (ty, kde bereme do vysledku a). Plati proto

(1.4) @ip =% <Z> ap

k=0

a vSimnéme si, Ze pro odvozeni jsme potiebovali pouze distributivitu, komutativnost
a asociativitu nasobeni a s¢itdni. Formule (1.4)) proto plati v kazdém komutativnim
okruhu.

Jako dalsi jednoduchou ukézku, jak vypadd matematicky dikaz si odvodme
nékolik jednoduchych tvrzeni o kombinacnich ¢islech. Pro zjednoduseni formulaci
definujme () = 0, kdykoliv je bud k < 0 nebo k > n.

1.6. Tvrzeni. Pro vSechna ptirozend c¢isla k a n plati
(1) () = (")

@) (i) = () + ()

(8) Xieo (1) =2"

(4) Cko k(i) = n2" "t

DUKAZ. Prvni tvrzeni je zjevné pfimo z formule (|1.3)). Jestlize vy¢islime pravou
stranu z tvrzeni (2), dostdvame

n n n! n!
(k) + <k+1> T A (P § T gy g
(k+1)n! + (n— k)n!
"+ Dln— ).
(n+1)!
&+ Dl — !

coz je ale leva strana tohoto tvrzeni.

Tvrzeni (3) zjevné plati pro n = 0, protoze (8) =1 =29 (Stejné tak je piimo
vidét i pro n = 1.) Pfedpokladejme, Ze plati pro néjaké n a spoctéme pfislusnou
sumu pro n + 1 s vyuzitim tvrzeni (2) i (3). Dostaneme

n+1 Tl+1 n n n+1 n . . -
()= Z () g )z

Prakticky stejné dokdzeme i (4). Zjevné plati pro n = 0, pfedpoklddejme, Ze
plati pro néjaké n, a spoc¢téme pfislusnou sumu pro n + 1 s vyuzitim tvrzeni (2).
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Dostaneme

O

Druha vlastnost z naseho tvrzeni umoznuje sestavit vsechna kombinaéni ¢isla
do tzv. Pascalova trojuhelniku, kde kazdé ¢islo obdrzime jako soucet dvou bezpro-
stfedné nad nim lezicich sousedi:

n=0: 0 1 0

n=1: 0 1 1 0

n=2: 0 1 2 1 0
n=3: 0 1 3 3 1 0
n=4: 0 1 4 6 4 1 0
n=>5: 1 ) 10 10 ) 1

Vsimnéme si, Ze v jednotlivych fadcich méame pravé koeficienty u jednotlivych moc-
nin z vyrazu (1.4]), napt. posledni uvedeny fadek fika
(a+0b)® = a® + 5a*b + 10a®b? + 10a%b® + 5ab* + b°.

Uvedme si piiklad demonstrujici kombinatorické tvahy (berte to jako zahfivaci
rozcvicku!):

1.7. Pocet ¢éisel ze dvou cifer. Urcete pocet cCtyfcifernych cisel sestavenych z
pravé dvou ruznych cifer.

ReSeni. Dvé rtizné cifry pouzité na zépis mtizeme vybrat (120) zpusoby, ze dvou
vybranych cifer miizeme sestavit 24 — 2 riiznych dvojcifernych éisel (dvojku odeci-
tame za dvé cisla slozend pouze z jedné cifry). Celkem méame (120) (24 —2) = 630
¢isel. Nyni jsme ale zapocitali i ¢isla zacinajici nulou. Téch je (91)) (23 - 1) = 63.
Celkove dostavame 630 — 63 = 567 Cisel.

Urcete pocet sudych ¢tyrcifernych ¢isel sestavenych z pravé dvou ruznych cifer.
Reseni. Obdobné jako v pfedchozim piikladu se nejprve nebudeme ohliZet na cifru
nula. Dostaneme tak (g) (24 —2)+5-5(23 —1) ¢isel (nejprve pocitame &isla pouze ze
sudych cifer, druhy s¢itanec udava pocet sudych ¢tyrcifernych ¢isel slozenych ze sudé
a liché cifry). Opét musime odedist ¢isla za¢inajici nulou, téch je (23 —1)4+(22—1)5.
Hledany pocet cifer tak je

(;>(24 —2)4+5-5(2% 1) — (2° —1)4 — (22 — 1)5 = 272.

O Kolika zptisoby lze do tii riiznych obalek rozmistit pét shodnych stokorun a

pét shodnych tisicikorun tak, aby zadna nezustala prazdna?

Reseni. Nejdiive zjistime vechna rozmisténi bez podminky neprazdnosti. Téch je

podle pravidla sou¢inu (rozmistujeme nezévisle stokoruny a tisicikoruny) C(3,5)? =

(;)2 Odec¢teme postupné rozmisténi, kdy je pravé jedna obélka prazdnd, a poté kdy
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jsou dvé obélky prazdné. Celkem C(3,5)%—3(C(2,5)?—2)—3 = (;)2—3(62—2)—3 =
336. (]

1.8. Permutace, kombinace a variace s opakovanim. Poradi n prvki, z nichz
mezi nékterymi nerozliSujeme, nazyvame permutace s opakovanim. Necht je mezi
n danymi prvky p; prvka prvniho druhu, ps prvka druhého druhu, ..., p; prvki
k-tého druhu, p; +po+- - -+ pr = n, potom pocet poradi téchto prvka s opakovanim
budeme znacit P(p1,...,px). Ziejmé plati

n!
pilpr!
Volny vybér prvki z n moznosti, véetné poradi, nazyvame variace k-tého stupné
s opakovanim, jejich pocet budeme znacit V(n, k). Predpokladame, Ze stile mame
pro vybér stejné moznosti, napt. diky tomu, ze vybrané prvky pfed dalsim vybérem
vracime nebo tfeba hazime porad stejnou kostkou. Zfejmé plati
V(n, k) =nk.

Pokud nés vybér zajima bez zohlednéni potradi, hovorime o kombinacich s opako-
vdnim a pro jejich podet piseme C(n, k).

P(pla"'apk) =

Véta. Pocet kombinaci s opakovanim k-té tridy z n prvku je pro vsechny 0 < k a
0<n
n+k—1
Cln k) = ( +k )

DUKAz. Dikaz je opfen o trik (jednoduchy, kdyz ho nékdo uz zna). Necht
Z1,...,2r je kombinace libovolnych prvki z dané mnoziny

S:{al,...,an},

na které si zafixujeme uvedené poradi prvki. Jednotlivé volby x; pfiddme do potadi
ay,... tam, kde je shodny prvek. Napf. pro S = {a,b, ¢, d} a volbu 2y = b, 25 = ¢,
x3 = b dostaneme S’ = [a,b,b,b,c,c,d]. Nyni si uvédomme, Ze pro rozpoznini
ptvodni kombinace nam stac¢i védét, kolik je prvki v jednotlivych skupindch (je
tam vzdy pravé o jeden prvek vice nez kolik patii do kombinace). Mizeme si to
znézornit
a|bbb|ce|d o~ x| x| %k | %

protoze prislusnost jednotlivych prihradek k prvkiim S je ndmi pevné zvolena.

Pocet C(n, k) je proto roven po¢tu moznych umisténi ptihradek |, tj. vybér
n — 1 pozic z n + k — 1 moznych. (I

Priklady na procviceni:

1.9. Urceni poctu tfeSeni rovnice. Pro libovolné pevné n € N urcete pocet
vSech feseni rovnice
T+ T+ +axp=n

v mnoziné prirozenych cisel.

Reseni. Reseni je samoziejmé velice silné zavislé na tom, jestli povazujeme nulu
za prirozené ¢islo. Rozhodnéme se, Ze ne, ale ur¢eme nejprve pocet feseni rovnice v
mnoziné celych nezédpornych ¢isel. Kazdé feseni (r1,...,7%), Zle r; = n muzeme
jednoznac¢né zasifrovat jako posloupnost jednic¢ek a nul, ve které napiseme nejprve
r1 jednicek, pak nulu, pak r jednicek, nulu a tak déle. Posloupnost bude celkem
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obsahovat n jednicek a k — 1 nul. Kazda takova posloupnost navic zfejmé urcuje
néjaké feseni dané rovnice. Je tedy fesSeni tolik, kolik je posloupnosti, tedy (”+ﬁ_1)

Hledame-li feseni v oboru pfirozenych ¢isel, tak si v§Simnéme, ze prirozena cisla
x1,...T) jsou FeSenim dané rovnice, pravé kdyz jsou celd nezaporna cisla y; = z; —1,
i=1,...,k, feSenim rovnice

nF+y+-tye=n—k.

Téch je podle prvni éasti feseni (Zj) -

1.10. Priklad. Uréete pocet ruznych vét, které vzniknou presmyckami v jednotli-
vych slovech véty ,,Skokan na koks“ (vzniklé véty ani slova nemuseji davat smysl).

Reseni. Uréime nejprve pocty presmyéek jednotlivych slov. Ze slova ,skokan“ do-
staneme 6!/2 riiznych pfesmycek (permutace s opakovanim P(1,1,1,1,2)), obdobné
ze slova ,na“ dvé a ze slova ,koks* 4!/2. Celkem podle pravidla soucinu 6!4!/2. O

1.11. Priklad. Kolika zpusoby muzeme do péti ruznych dilkt vybrat po jedné
kouli, vybirame-li ze ¢tyt bilych, ¢ty modrych a tfi ¢ervenych kouli?

Reseni. Nejprve fesme tlohu v pfipadé, ze bychom méli k dispozici alespoin pét
kouli od kazdé barvy. V tomto piipadé se jednd o volny vybér péti prvka ze tii
moznosti, tedy o variace s opakovanim tfeti t¥idy z péti prvkia (viz odstavec 2.4.
ucebnich texttt). Mame
V(3,5) = 3°.

Nyni odecteme ty vybéry, ve kterych se vyskytuji bud pouze koule stejné barvy
(takové vybéry jsou tii), nebo pravé ¢tyti koule ¢ervené (takovych vybéri je 10 =
2 - 5; nejprve vybereme barvu koule, ktera nebude Cervena — dvé moznosti — a poté
dutlek, ve kterém bude — pét moznosti). Celkem tedy mame

35 -3 -10 =230
moznych vybeért. (|
3. Diferenéni rovnice

V pfedchozich odstavcich jsme vidéli formule, které zadévaly hodnotu skalarni
funkce definované na ptirozenych ¢islech (faktorial) nebo dvojicich ¢&isel (binomicka
¢isla) pomoci predchdzejicich hodnot. Tomu lze rozumét také tak, ze misto hod-
noty nasi funkce zadavame jeji zménu pii odpovidajici zméné nezavislé proménné.
Porovnejte si formule v av Takto se skutecné velice ¢asto postupuje pfi
matematické formulaci modeld, které popisuji redlné systémy v ekonomice, biologii
apod. My si tu pov§imneme jen nékolika jednoduchych pfipad a budeme se k této
tématice postupné vracet.

1.12. Linearni rovnice prvniho fadu. Obecnou diferencni rovnici proniho fddu
rozumime vyraz
f(n+1) =F(n, f(n)),

kde F' je znama skalarni funkce zavisla na dvojicich pfirozenych ¢isel. Je ziejmé,
Ze takovy vztah, spolu s volbou pro f(0), zadava jednoznaéné celou nekoneénou
posloupnost hodnot f(0), f(1),..., f(n),.... Jako piiklad mtze slouzit defini¢ni
formule pro faktorial, tj. n! = n - (n — 1)!. Vidime, Ze skuteéné vztah pro f(n + 1)
zavisi na n i hodnoté f(n).
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Po konstantni zavislosti je nejjednodussi tzv. linedrni diferencni rovnice

(1.5) fin+1)=a-f(n)+b,

kde a, b € N. Takovou rovnici umime snadno fesit. Je-li b = 0, pak zjevné

f(n) = a"f(0).

To je napf. vztah pro tzv. Malthusidnsky model popula¢niho ristu, ktery vychazi
z predstavy, Ze za zvoleny Casovy interval vzroste populace s konstantni timérou a
vici predchozimu stavu. DokaZeme si obecny vysledek pro rovnice prvniho radu,
které se podobaji linedrnim, ale pfipousti proménné koeficienty a a b, tj.

(1.6) fn+1) =ay,  f(n)+b,

1.13. Véta. Obecné reseni diferencni rovnice @) prvniho Tadu s pocatecni podminkou
F(0) = yo je dano vztahem

(1.7) <Ha> yoJrZ( H > -

i=r+1

DUKAZ. Tvrzeni dokdZeme matematickou indukci. Pro zjednoduSeni zépisu uzivame
konvenci, ze koneény souéin s prazdnou mnozinou souéiniteld je roven jedné (podobné jako
soucet s prazdnou mnozinou séitanct je roven nule). To je zapotiebi v samotné formuli v
pravém scitanci pro hodnotu » = n — 1, kde neni zadné vyhovujici .

Zjevné pak tvrzeni plati pro n = 1, kdy se jednd préavé o defini¢ni vztah f(1) =
aoyo+bo. Predpokadame-li, ze tvrzeni plati pro libovolné pevné zvolené n, mizeme snadno

spocist:
n—1
fn+1) = ((Hm)mz( I« ) )+b
r=0 i=r+1
(Hm)yo—kZ( 11 « ) :
r=0 \i=r+1
jak se primo vidi roznasobenim vyrazu. O

1.14. Dusledek. Obecné teseni linedrni diferencni rovnice sa#1 a pocd-
tecni podminkou f(0) = yo je

1_
ay
—a

(1.8) f(n) =a"yo +

DUKAZ. Dosazenim konstantnich hodnot za a; a b; do obecné formule dosté-
vame zjevné prvni sc¢itanec okamzité. Pro vycisleni souctu soucintt v druhém si je
tfeba vSimnout, Ze se jedna o vyrazy (1 +a+ ---+ a"~1)b. Se¢tenim této geomet-
rické fady (pfipometime, 7ze 1 —a™ = (1 —a)(1 +a+---+a""1)) dostaneme prave
pozadovany vysledek. O

Uvedme si prakticky ptiklad na feSeni diferen¢nich rovnic prvniho Fadu:
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1.15. Splaceni pujcky. Mirek si chce koupit nové auto. Auto stoji 300 000 K¢.
Mirek by chtél auto koupit na mésic¢ni splatky. Prodavajici spole¢nost mu nabizi
pujcku na koupi auta s ro¢nim trokem 6%. Mirek bych chtél auto splatit za tfi
roky. Jak vysoka bude mésicni splatka?

ResSeni. Ozna¢me Mirkovu mési¢ni splatku S. Po prvnim mésici splati Mirek S
korun, z nichz ¢ast piijde na vlastni splatku, ¢ast na splaceni troku. Castku, kterou
bude Mirek dluzit po uplynuti £ mésicti ozna¢me dj. Po prvnim mésici bude Mirek
dluzit

0,06
(1.9) dy = 300000 — S + ’12 300000.
Obecné po uplynuti k-tého mésice
0,06
(1.10) dpy =dp_1— S+ 12 dr_1.
Podle vztahu (1.8)) je dr dano nésledovné
0,06 0,06 125
1.11 =1+ —=2—)" —(1+ =) -1 :
(111) i = (14 253300000 — (14 Z52)" = (g 50)
Splaceni po tiech letech se rovna podmince d3g = 0, odkud dostavame
0,06
(1.12) S = 300000 12 = 9127.
1—(1+%%)-36

O
Vsimnéme si, ze rekurentni vztah muzeme pouzit na nas priklad pouze
tak dlouho, dokud budou vSechna y(n) kladna, tj. dokud bude Mirek skute¢né néco
dluzit.
Otéazka. Jak dlouho by Mirek auto splacel, kdyby chtél mésiéné splacet 5000 Ké?
Reseni. Pii oznaceni ¢ = 1,005, ¢ = 300000 ndm podminka dj = 0 dava vztah
& 2008
9 = 55na
2005 — ¢
jehoz logaritmovanim obdrzime
In 2005 — In(200S — ¢)

k= Ing

)

coz pro S = 5000 dava priblizné k = 71,5, tedy splaceni pujcky by trvalo Sest let
(posledni splatka by nebyla plnych 5000 K¢). O

1.16. Rovnice druhého Fadu. Obecné nazyvame diferencni rovnici fddu k vztah
fn+k)="F(n, f(n),....f(n+ k1)) =0,

kde F' je znamé skalarni funkce v k + 1 proménnych skalarnich veli¢inach. Cela
poslounost hodnot je jednoznacéné uréena volbou k-tice ¢isel f(0),..., f(k —1).
Linearni diferenc¢ni rovnici druhého fadu rozumime

(1.13) fn+2)=a-f(n+1)+b- f(n)+c,

kde a,b,c jsou znamé skaldrni koeficienty. Dobfe zndmym piikladem s ¢ = 0 je
napi. Fibonacciho posloupnost ¢isel yq, y1, . . ., viz priklad Zkusme dosadit do
rovnice podobné feSeni jako u linedrnich, tj. f(n) = A™ pro né&jaké skaldrni
A. Dosazenim dostavame

A2 gAML AT = AP(A% —a\ — D) =0
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a odtud vidime, ze bud je A = 0 nebo

1 1
AL = i(a—i— a? +4b), A= §(a— Va2 + 4b).

Protoze soucet dvou feSeni rovnice f(n +2) —a- f(n+1) —b- f(n) = 0 je opét
feSenim téZe rovnice a totéz plati pro konstatni nasobky feseni, odvodili jsme obecné
feSeni f(n) = C1 A +C2 A} a pro jednoznacéné vyteseni konkrétni tilohy se zadanymi
pocateénimi hodnotami f(0) a f(1) ndm zbyva jen najit pfislusné konstanty C; a
C5. Ukazme alespon na jednom ptikladé.

1
Yn+2 = Yn+1 + §yn

Yo =2,y1 = 0.

(1.14)

V naSem piipadé je tedy A2 = (1 + V3) azievnd yo = C1 +Cy =2 a1y, =
1011+ V3) + 105(1 — v/3) je splnéno pro pravé jednu volbu téchto konstant.
Pfimym vypoctem C; =1 — %\/g, Co=1+ %\/?:

Tento priklad je velice pou¢ny z mnoha divodt. Na prvni pohled je vidét, ze po-
uzitd metoda funguje pro obecné linearni diferencéni rovnice bez absolutnich ¢lent.
Reseni tu lze hledat pomoci kofenii tzv. charakteristického polynomu rovnice. Déle
si vSimnéme, Ze i kdyz nalezena feSeni pro rovnice s celociselnymi koeficienty vypa-
daji slozité a jsou vyjadfena pomoci iracionalnich (pfipadné komplexnich) ¢isel, o
samotném feSeni dopredu vime, Ze je celociselné téz. Bez tohoto ,ukroku“ do vét-
$tho oboru skalart bychom ovSem obecné feSeni napsat neuméli. S podobnymi jevy
se budeme potkavat velice casto. Obecné FeSeni nam také umoznuje bez primého
vydislovani konstant diskutovat kvalitativni chovéni posloupnosti ¢isel f(n), tj. zda
se budou s rostoucim n blizit k néjaké pevné hodnoté nebo utecou do neomezenych
kladnych nebo zapornych hodnot.

Ukézeme ,,populac¢ni model“, ktery je piikladem na rekurentni rovnici druhého
radu:

1.17. Fibonacciho posloupnost. Na zacatku jara prinesl ¢ap na louku dva cer-
stvé narozené zajicky, samecka a samicku. Samicka je schopna od dvou mésicit stari
povit kazdy mésic dva malé zajicky (samecka a samicku). Nové narozeni zajici splodi
potomky po jednom mésici a pak kazdy dalsi mésic. Kazda samicka je brezi jeden
meésic a pak opét porodi samecka a samicku. Kolik part zajicii bude na louce po
deviti mésicich (pokud Zadny neumfe a zadny se tam ,nepiistéhuje®)?

Reseni. Po uplynuti prvniho mésice je na louce poiad jeden par, nicméné samicka
otéhotni. Po dvou mésich se narodi prvni potomci, takze na louce budou dva pary.
Po uplynuti kazdého dalsiho mésice se narodi (tedy pribude) tolik zajict, kolik oté-
hotnélo zajecic pred mésicem, coz je presné tolik, kolik bylo pred mésicem part
schopnych splodit potomka, coz je pfesné tolik, kolik bylo part pred dvéma mé-
sici. Celkovy pocet p,, zajici po uplynuti n-tého mésice tak je tak souctem pocti
paru v predchozich dvou mésicich. Pro pocet para zajict na louce tedy dostavame
homogenni linedrni rekuretni formuli

(115) Pn+2 = Pn+1 + Pn, n= 17---a

ktera spolu s pocatecnimi podminkami p; = 1 a ps = 1 jednoznacné urcuje pocty
paru zajict na louce v jednotlivych mésicich. Linearita formule znamena, ze vSechny
¢leny posloupnosti (p,) jsou ve vztahu v prvni mocniné, rekurence je snad jasna
a homogenita znaci, ze v predpisu chybi absolutni ¢len (viz dale pro nehomogenni
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formule). Pro hodnotu n-tého ¢lenu mizeme odvodit explicitni formuli. V hledani
formule ndm pomtze pozorovani, ze pro jistda r je funkce r™ TeSenim rekurentni
formule bez pocatecnich podminek. Tato r ziskdme prosté tak, Zze dosadime do
rekurentniho vztahu:

(1.16) "2 = e 4 po vydéleni 7 dostaneme
(1.17) r? = r+1,

coz je tzv. charakteristickd rovnice daného rekurentniho vztahu. Nase rovnice ma
kofeny 1_7‘@ a 1*'2—\/5 a tedy posloupnosti a,, = (1_7\@)" a b, = (HT‘E’)", n>1
vyhovuji danému vztahu. Zifejmé také jejich libovolna linearni kombinace ¢, =
sap +tby, s,t € R. Cisla s a t mizeme zvolit tak, aby v¥sledna kombinace spliiovala
dané pocatec¢ni podminky, v nasem ptipadé ¢; = 1, co = 1. Pro jednoduchost je
vhodné navic jesté dodefinovat nulty ¢len posloupnosti jako cg = 0 a spocitat s a ¢
7z Tovnic pro co a cy. Zjistime, ze s = —%, t= % a tedy

(1+V5)" — (1 —5)"
2(v5) '

Takto zadana posloupnost spliuje danou rekurentni formuli a navic po¢atecni pod-
minky ¢y = 0, ¢; = 1, jedna se tedy o tu jedinou posloupnost, ktera je témito
pozadavky jednoznacné zadana. O

Posloupnost zadané rekurentni formuli (1.15) se nazyva Fibonacciho posloup-
nost. Tato formule je pfikladem homogenni linearni diferen¢ni rovnice. Dalsi piiklad
ukaze na ekonomickém modelu pfipad tzv. nehomogenni diferen¢ni rovnice

(1.18) P =

1.18. ZjednodusSeny model chovani narodniho produktu.

(1.19) Yr+2 — a(l 4+ b)yps1 + abyy, = 1,

kde y;. je narodni produkt v roce k, konstanta a je takzvany mezni sklon ke spotrebé,
coz je makroekonomicky ukazatel, ktery udava jaky zlomek penéz, které maji oby-
vatelé k dispozici, utrati a konstanta b popisuje jak zavisi mira investic soukromého
sektoru na meznim sklonu ke spotrebé.

Predpokladame déle, ze velikost narodniho produktu je normovana tak, aby na
pravé strané rovnice vyslo ¢islo 1.

Spoditejte konkrétni hodnoty pro a = %, b= %, =11y =1
Reseni.

Nejprve budeme hledat feseni homogenni rovnice (prava strana nulovd) ve tvaru
r#. Cislo r musi byt feSenim charakteristické rovnice

1
22 —a(l+b)z+ab=0, tj.zz—a:qLZ:O,

ktera ma dvojnasobny koren % VsSechna feseni homogenni rovnice jsou potom tvaru
a(2)" +bn(1").

Déle si vSimnéme, ze najdeme-li néjaké feseni nehomogenni rovnice (tzv. par-
tikularni feSeni), tak pokud k nému pficteme libovolné feseni homogenni rovnice,
obdrzime jiné feseni nehomogenni rovnice. Lze ukazat, ze takto ziskdme vSechna
feSeni nehomogenni rovnice.

V nasem pfipadé (tj. pokud jsou vSechny koeficienty i nehommogenni ¢len kon-
stantami) je partikularnim fesenim konstanta y,, = ¢, dosazenim do rovnice mame
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c—c+ %c =1, tedy ¢ = 4. Vsechna TesSeni diferen¢ni rovnice

1
Ykt+2 — Y1 T —yp =1

4
jsou tedy tvaru 4 + a(3)" + bn(3)". Pozadujeme yo = y; = 1 a tyto dvé rovnice
davaji a = b = —3, tedy Feseni nasi nehomogenni rovnice je

_431”31"
Yn = 9 n2.

Opét, protoze vime, Ze posloupnost zadana touto formuli splnuje danou diferenc¢ni
rovnici a zaroven dané poc¢atecni podminky, jedna se vskutku o tu jedinou posloup-
nost, ktera je témito vlastnostmi charakterizovana. O

V predchozim prikladu jsme pouzili tzv. metodu neurcitych koeficienti. Ta spo-
¢iva v tom, Ze na zékladé nehomogenniho ¢lenu danéneho diferen¢ni rovnice ,,uhod-
neme“ tvar partikularniho feSeni. Tvary partikularnich feseni jsou znamy pro celou
fadu nehomogennich ¢lenti. Napf. rovnice

(1.20) Yntk + Q1Yntk—1 + - + apyn = Ppn(n),

s realnymi kofeny charakteristické rovnice ma partikuldrni feseni tvaru Q,,(n), kde
P(n) a Qp,(n) jsou polynomy stupné m.
Dalsi moznou metodou feSeni je tzv. variace konstant, kdy nejprve najdeme
feseni
k

y(n) = _cifi(n)
i=1
zhomogenizované rovnice a po té uvazujeme konstanty ¢; jako funkce ¢;(n) pro-
ménné n a hleddme partikulédrni feseni dané rovnice ve tvaru

y(n) = Z ci(n) fi(n).

i=1

Ukazme si na obrazku hodnoty f; pro i < 35 a rovnici

fn) = SFn—1) = S =2)+ 5, f(0)=f(1) =1

0,95
0,9

0,85

0,8 ° ° 000000090000

A jesté jeden piiklad.
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Piiklad. Naleznéte explicitni vzorec pro posloupnost vyhovujici nasledujici linedrni
diferenc¢ni rovnici s poc¢atecnimi podminkami:

Tpto = 2T, + 1,01 = 2,20 = 2.

ReSeni. Regeni zhomogenizované rovnice je tvaru a(v/2)" + b(—+v/2)™.
Partikuldrnim fesenim je posloupnost —n — 2.
Dosazenim do pocatecénich podminek dostaneme pro FeSeni tvaru a(ﬂ)" +
b(—V2)" —n —2,%e a = W, b= %‘/ﬁ. Resenim je posloupnost

Ty = W(\/ﬁ)" + @(—ﬂ)" —n—2.
0

1.19. Nelinearni priklad. Vratme se na chvili k rovnici prvniho fadu, kterou
jsme velice primitivné modelovali popula¢ni rist zavisejici prfimo tmérné na oka-
mzité velikosti populace p. Realistictéjsi model bude mit takto Gmérnou zménu
populace Ap(n) = p(n+ 1) — p(n) jen pti malych hodnotach p, tj. Ap/p ~ r > 0.
P1i urcité limitni hodnoté p = K > 0 ale naopak uz populace neroste a pri jesté
vétsich uz klesa. Predpokladejme, Ze pravé hodnoty vy, = Ap(n)/p(n) zévisi na p(n)
linedrné. Chceme tedy popsat piimku v roviné proménnych p a y, kterd prochazi
body [0,7] a [K,0]. Polozime proto

— r +
Y= KP T.

Dosazenim za y dostavame p(n+1)—p(n) = p(n)(—fp(n)+r), tj. diferencni rovnici
prvniho radu

(L1.21) p(n+1) = p(n) (1 = =p(n) +1).

Zkuste si promyslet nebo vyzkouset chovani tohoto modelu pro rtizné hodnoty r a
K. Na obrazku je pribéh hodnot pro parametry r = 0,05 (tj. pétiprocentni nérist
v idedlnim stavu), K = 100 (tj. zdroje limituji hodnotu na 100 jedincti) a poc¢atecni
stav jsou pravé dva jedinci.

0 50 100 150 200

¥
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4. Pravdépodobnost

Predchozi sekce naznacila, Ze hodnoty skaldrnich funkci umime definovat po-
moci popisu jejich zmén v zavislosti na zménach zavislé proménné. Ted se podivame
na dalsi obvykly pfipad — sledované hodnoty ¢asto nejsou znamy ani explicitné for-
muli, ani implicitné néjakym popisem. Jsou vysledkem néjaké nahodilosti a my se
snazime popsat s jakou pravdépodobnosti nastane ta ¢i ona moznost.

1.20. Co je pravdépodobnost? Nejbanalnéjsim prikladem muze slouzit obvyklé
héazeni kostkou s Sesti stranami s oznacenimi 1,2,3,4,5,6. Pokud popisujeme ma-
tematicky model takového hazeni ,poctivou® kostkou, budeme ocekavat a tudiz i
predepisovat, Ze kazda ze stran pada stejné casto. Slovy to vyjadiujeme ,kazdé pre-
dem vybran strana padne s pravdépodobnosti %“. Pokud ale si tfeba sami nozikem
vyrobime takovou kostku, je jisté, ze skutecné relativni ¢etnosti vysledktt nebudou
stejné. Pak mzeme z velikého poctu pokusti usoudit na relativni ¢etnosti jednotli-
vych vysledki hodt a tyto ustanovit jako pravdépodobnosti v naSem matematickém
popisu. Nicméné pfi sebevétsim poctu pokusti nemizeme vyloucit moznost, Ze se
nahodou povedla velice nepravdépodobné kombinace vysledki a Ze se tim nas ma-
tematicky model skutecnosti stal (pro tento konkrétni piipad) nedobrym.

V dalsim budeme pracovat s abstraktnim matematickym popisem pravdépo-
dobnosti v nejjednodusim priblizeni. To, do jaké miry je takovy popis adekvatni pro
konkrétni pokusy ¢i jiny problém, je zalezitosti mimo samotnou matematiku. To
ale neznamena, ze by se takovym premyslenim neméli zabyvat matematikové také
(nejspiSe ve spoluprici s jinymi experty). Pozdé&ji se vratime k pravdépodobnosti
(jakozto teorii popisujici chovani nahodilych procesti nebo i plné determinovanych
déji, kde ovSem nezndme presné vSechny urcujici parametry) a matematické sta-
tistice (jakoZto teorii umoziiujici posoudit, do jaké miry lze ocekéavat, ze vybrany
model je ve shodé s realitou). K tomu ovSem bude jiz potfebny dosti rozsahly
matematicky aparat, ktery budeme mezitim nékolik semestri budovat.

1.21. Nahodné jevy. Budeme pracovat s neprazdnou pevné zvolenou mnoZzinou
Q vsech moznych vysledku, kterou nazyvame zdkladni prostor. Pro jednoduchost
bude pro nas ) koneCnd mnoZina s prvky wi,...,w,, pfedstavujicimi jednotlivé
mozné vysledky. Kazda podmnozina A C () predstavuje mozny jev. Systém pod-
mnozin A zékladniho prostoru se nazyva jevové pole, jestlize

o () € A, tj. zdkladni prostor, je jevem,

e je-li A, B € A, pak A\ B € A, tj. pro kazdé dva jevy je jevem i jejich mnoZinovy
rozdil,

e jsou-li A,B € A, pak AU B € A, tj. pro kazdé dva jevy je jevem i jejich
sjednoceni.

Slovy se tak dé4 jevové pole charakterizovat jako systém podmnozin (konecného)
zékladniho prostoru uzavieny na priniky, sjednoceni a rozdily. Jednotlivé mnoziny
A € A nazyvéame ndhodné jevy (vzhledem k A).

Zjevné je i komplement A = Q\ A jevu A je jevem, ktery nazjvame opacny
jev k jevu A. Prunik dvou jevi opét jevem, protoze pro kazdé dvé podmnoziny A,
B C Q plati

A\ (Q\ B) = AnB.
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Pro nase hézeni kostkou je Q = {1,2,3,4,5,6} a jevové pole je tvofeno vSemi
podmnozinami. Napf. ndhodny jev {1,3,5} pak interpretujeme jako ,padne liché
¢islo®.

Néco malo terminologie, kterd by méla dale pfipominat souvislosti s popisem
skutecnych modela:

e cely zdkladni prostor Q se nazyva jisty jev, prazdnd podmnoZina ) € A se
nazyva nemozny jev,
e jednoprvkové podmnoziny {w} € § se nazyvaji elementdrni jevy,
spolecné nastoupent jevu A;, i € I, odpovida jevu N;crA;, nastoupeni alespori
jednoho z jevii A;, i € I, odpovida jevu U;cr A;,
e A, B € A jsou nesluditelné jevy, je-li AN B = (),
e jev A mé za dusledek jev B, kdyz A C B,
e je-li A € A, pak se jev B = Q\ A nazyva opacny jev k jevu A, piSeme B = A°.

Prestavte si ptriklady vSech uvedenych pojmt pro jevovy prostor popisujici hazeni
kostkou nebo obdobné pro hazeni minci!

1.22. Definice. Pravdépodobnostni prostor je jevové pole A podmnozin (konec-
ného) zakladniho prostoru €2, na kterém je definovéna skalarni funkce P: A — R s
nasledujicimi vlastnosti:

e je nezapornd, tj. P(A) > 0 pro vSechny jevy A,

e je aditivni, tj. P(AU B) = P(A) + P(B), kdykolivje ANB=0a A, B € A,

e pravdépodobnost jistého jevu je 1.

Funkci P nazjvame pravdépodobnosti na jevovém poli (£2,.4).

Zjevné je okamzitym dusledkem naSich definic fada prostych ale uziteénych
tvrzeni. Napf. je pro vSechny jevy

P(A°) =1 - P(A).

Déle mizeme matematickou indukci snadno rozsirit aditivnost na jakykoliv konec¢ny
pocet nesluditelnych jevia A; C Q, 1 € I, tj.
P(Uic1Ai) = > P(A;), kdykoliv je AN A; =0, i # j,i,j € 1.
icl

1.23. Definice. Necht Q je koneény zakladni prostor a necht jevové pole A je pravée
systém vSech podmnozin v Q. Klasickd pravdépodobnost je takovy pravdépodob-
nostni prostor (Q, A, P) s pravdépodobnostni funkei P : A — R,
_ Al

€2

Zjevné takto zadana funkce skutecné definuje pravdépodobnost, ovérte si sa-

mostatné vsechny pozadované axiomy.

vvvvv

P(4)

1.24. Vytah. Do vytahu osmipatrové budovy nastoupilo 5 osob. Kazda z nich
vystoupi se stejnou pravdépodobnosti v libovolném poschodi. Jaka je pravdépo-
dobnost, ze vsichni lidé vystoupi

(1) v Sestém poschodi,

(2) ve stejném poschodi,

(3) kazdy v jiném poschodi?
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ResSeni. Zakladni prostor vech moznjch jevii je prostor viech moznych zptisobit
vystoupeni 5 osob z vytahu. Téch je 8°.

V prvnim pfipadé je jedind pfizniva moznost vystoupeni, hledana pravdépodob-
nost je tedy 8%, ve druhém piipadé méame osm moznosti, hledana pravdépodobnost
je tedy 8% a konecné ve tretim je pocet priznivych pripadd dan pétiprvkovou variaci
z osmi prvkl (z osmi pater vybirdme pét, ve kterych se vystoupi a dale kteri lidé
vystoupi ve vybranych poschodich), celkem je hledana pravdépodobnost ve t¥etim

pfipadé rovna (viz a

v(5,8) 8-7---4
= = 0, 2050781250.
V(5,8) 8° ’

O

1.25. Kino. Do rady v kiné o 2n mistech je nahodné rozmisténo n muzi a n zen.
Jaka je pravdépodobnost, ze zadné dvé osoby stejného pohlavi nebudou sedét vedle
sebe?

Reseni. Viech moznjch rozmisténi lidi v fadé je (2n)!, rozmisténi splitujicich pod-
minky je 2(n!)? (mame dvé moznosti vybéru pozice muzi, tedy i Zen, na nich jsou
pak muzi i Zeny rozmistény libovolné). Vyslednéd pravdépodobnost je tedy

2(n!)?
(2n)!”’

p(n) = p(2) = 0,33, p(5) =0,0079, p(8) =0,00016

O

1.26. Smrt na silnici. Ro¢né zahyne na silnicich v CR piiblizné 1200 céeskych
obc¢anii. Urcete pravdépodobnost, Ze nékdo z vybrané skupiny péti set Cechii zemie
v nasledujicich deseti letech pii dopravni nehodé. Piedpokladejte pro zjednoduseni,
ze kazdy obc¢an ma v jednom roce stejnou ,Sanci“ zemfrit pii dopravni nehodé a to
1200/107.

Reseni. Spocitejme nejprve pravdépodobnost, Ze jeden vybrany ¢lovék v nasledu-
jicich deseti letech nezahyne na pii dopravni nehodé. Pravdépodobnost, ze neza-

hyne v jednom roce, je (1 — %) Pravdépodobnost, Ze nezahyne v nésledujicich
deseti letech, je pak (1 — %)10. Pravdépodobnost, ze v nasledujicich deseti letech

nezahyne nikdo z danych péti set lidi, je opét podle pravidla souéinu (jedné se o

nezavislé jevy) (1 — %)5000. Pravdépodobnost jevu opac¢ného, tedy toho, Ze nékdo
z vybranych péti set lidi zahyne, je tedy
12
1—(1— =)0 =0,45.
( 105 ) )

O

1.27. Ruleta. Alesovi zbylo 2500 K¢ z poiadani tabora. Ales neni zadny riouma:
50 K¢ pridal z kasicky a rozhodl se jit hrat ruletu na automaty. Ales sdzi pouze
na barvu. Pravdépodobnost vyhry pii sazce na barvu je 18/37. Zacing sézet na 10
K¢ a pokud prohraje, v dalsi sazce vsadi dvojnasobek toho, co v predchozi (pokud
na to jesté md, pokud ne, tak kondci). Pokud né&jakou sdzku vyhraje, v nasledujici
sazce hraje opét o 10 K¢. Jaka je pravdépodobnost, ze pii tomto postupu vyhraje
dalsich 2550 K¢? (jakmile bude 2500 K¢ v plusu, tak konci)
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Reseni. Nejprve spocitejme, kolikrat po sobé miize Ale§ prohrat. Zac¢ina-li s 10
K¢, tak na n vsazeni pottebuje

n—1
. 2 — 1
10+20+-+10-2""1 =10 2') =10 =10-(2" —-1).
+20 4+ + (; ) =10(5—)=10-(2"-1)

Jak snadno nahlédneme, ¢islo 2550 je tvaru 10(2™ — 1) a to pro n = 8. Ales tedy
muze sazet osmkrat po sobé bez ohledu na vysledek sazky, na devét sazek by potre-
boval jiz 10(2° — 1) = 5110 K¢ a to v pritbéhu hry nikdy mit nebude (jakmile bude
mit 5100 K¢, tak konéi). Aby tedy jeho hra skoncila netispéchem, musel by prohrat
osmkrat v fadé. Pravdépodobnost prohry pfi jedné sézce je 19/37, pravdépodbnost
prohry v osmi po sobé nasledujicich (nezavislych) sazkach je tedy (19/37)%. Prav-
dépodobnost, Ze vyhraje 10 K¢ (pti daném postupu) je tedy 1 — (19/37)8. Na to,
aby vyhral 2500 K¢, potrebuje 255 krat vyhrat po desetikoruné. Tedy opét podle
pravidla soucinu je pravdépodobnost vyhry

1o\ 8 2
R =0,29.

Tedy pravdépodobnost vyhry je nizsi, nez kdyby vsadil rovnou vSe na jednu barvu.
|

1.28. Priklad. Ze skupiny osmi muzi a ¢tyf zen ndhodné vybereme skupinu péti
lidi. Jaka je pravdépodobnost, ze v ni budou alespon tii zeny?

Pravdépodobnost spocitame jako podil poc¢tu pfiznivych pripadi ku poctu
vsech pripadu. Prfiznivé pripady rozdélime podle toho, kolik je v ndhodné vybrané
skupiné muzti: mohou v ni byt bud dva, nebo jeden muz. Skupinek o péti lidech s
jednim muZem je osm (zdleZ pouze na vybéru muze, Zeny v ni musi byt vSechny),
skupinek se dvéma muzi je potom ¢(8,2)c(4, 3) = (g) (é) (vybereme dva muze z osmi
a nezavisle na tom tii zeny ze ctyt, tyto dva vybéry mtizeme nezévisle kombinovat a
podle pravidla sou¢inu dostavame uvedeny pocet skupin). VSech moznych skupin o
péti lidech pak mtzeme sestavit ¢(12,5) = (152). Hledana pravdépodobnost je tedy

500

(5)

Reseni.

O

1.29. Priklad. Z klobouku, ve kterém je pét bilych, pét cervenych a Sest ¢ernych
kouli, ndhodné vytahujeme koule (bez vraceni). Jaké je pravdépodobnost, Ze pata
vytazena koule bude cerna?

N

ResSeni. Spocitame dokonce obecnéjsi tlohu. Totiz pravdépodobnost toho, ze i-ta
vytazend koule bude cerna, je stejna pro vsechna i, 1 < ¢ < 16. Muzeme si totiz
predstavit, ze vytahneme postupné vSechny koule. Kazda takova posloupnost vyta-
zenych kouli (od prvni vytazené koule po posledni), slozen4 z péti bilych, péti cerve-
nych a Sesti ¢ernych kouli, ma stejnou pravdépodobnost vytazeni. Pravdépodobnost
toho, ze i-ta vytazena koule bude cerna je tedy rovna podilu poc¢tu posloupnosti
péti cervenych, péti bilych a Sesti cernych kouli, kdy je na i-tém misté ¢erna koule
(téch je tolik, kolik je libovolych posloupnosti péti bilych, péti ¢ervenych a péti
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¢ernych kouli, tedy P(5,5,5) %) a poctu vsech posloupnosti sloZenych z péti

v

bilych, péti ¢ervenych a Sesti ¢ernych kouli, tedy P(6,5,5) = ﬁﬁ!g!. Tedy celkem
!
Si5151 _3
6!156!!5! 8

O

1.30. Priklad. Vratme se k hdzeni kostkou a zkusme popsat jevy ze zdkladniho
prostoru € vznikajici pfi hazeni tak dlouho, dokud nepadne Sestka, ne vsak vice
nez stokrat.

Pro jeden hod samostatné je zdkladnim prostorem Sest ¢isel od jedné do Sesti a
jde o klasickou pravdépodobnost. Pro celé série nasich hodd bude zékladni prostor
daleko vétsi — bude to mnozina konecnych posloupnosti ¢isel od jedné do Sestky,
které bud konéi Sestkou, maji nejvyse 100 ¢lentt a vSechna predchozi éisla jsou mensi
nez Sest, nebo jde o 100 ¢isel od jedné do péti. Jevem A miiZe byt napt. podmnozina
»hazeni koncéi druhym pokusem®. VsSechny pfiznivé elementarni jevy pak jsou

[176]7 [2’6]7 [3’6]’ [476]7 [576}'

Ze znamé klasické pravdépodobnosti pro jednotlivé hody umime odvodit pravdé-
podobnosti nasich jevi v 2. Neni to ale jisté klasickd pravdépodobnost. Tak pro
diskutovany jev chceme popsat, s jakou pravdépodobnosti nepadne Sestka pfi prvém
hodu a zaroven padne pfi druhém. Vnucuje se feSeni

5 1 5

T 6 6 36

protoZze v prvém hodu padne s pravdépodobnosti 1 — % jiné ¢islo nez Sest a druhy
hod, ve kterém naopak pozadujeme Sestku, je zcela nezévisly na prvnim. Samo-
zFejmé toto neni pomér poctu pfiznivych vysledki k velikosti celého stavového
prostoru!

Obecnéji muzeme ¥ici, ze po pravé 1 < k < 100 hodech pokus skon¢i s pravdé-
podobnosti (%)k—1 . %. Ze vSech moznosti je tedy nejpravdépodobnéjsi, ze skonci jiz
napoprvé.

Jiny ptiklad, jak z héazeni kostkou dostat rtizné pravdépodobné jevy je pozo-
rovat soucty pfi hodu vice kostkami. Uvazujme takto: pfi hodu jednou kostkou je
kazdy vysledek stejné pravdépodobny s pravdépodobnosti %. P1i hodu dvémi kost-
kami je kazdy pfedem zvoleny vysledek (a,b), tj. dvojice pfirozengch ¢isel od jedné
do Sesti (véetné poradi), stejné pravdépodobny s pravdépodobnosti %. Pokud se
budeme ptat po dvou pétkach, je tedy pravdépodobnost polovi¢ni nez u dvou ruz-
nych hodnot bez uvedeni poradi. Pro jednotlivé mozné soucty uvedené v hornim
tfadku ndm vychézi pocet moznosti v fadku dolnim:

[2]3]4]5]6]|7[8]9]10]11]12]
[t12]3]4f5]6[5[4]3]2]1]

P(A)

Podobné vyjde pravdépodobnost ﬁ jednotlivych vysledkit hodu tfemi kostkami,
vCetné urceného poradi. Pokud se budeme ptat na pravdépodobnost vysledného
souctu pri hodu vice kostkami, musime pouze urcit, kolik je moznosti, jak daného
souctu dosdhnout a prislusné pravdépodobnosti secist.

Obecné je s¢itani pravdépodobnosti slozité. Nasledujici véta je pfimym promit-
nutim tzv. kombinatorického principu inkluze a exkluze do nasi kone¢né pravdépo-
dobnosti:
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1.31. Véta. Budte Ay,..., Ay € A libovolné jevy na zdkladnim prostoru £ s jevo-
vygm polem A. Pak plati

k k=1 k
P(UleAi) = ZP(Ai) - Z P(A;iNA;j)
=1 1=1 j=1+1
k—2 k-1 k
= > P(AinA;NAy)

+ (=D IP(A N Ay n--- N Ay).

Jde patrné o dobry piiklad matematického tvrzeni, kde nejtézsi je najit dobrou
formulaci a pak se d4 fici, ze (intuitivné) je tvrzeni ziejmé.

Skutecné, diky aditivni vlastnosti pravdépodobnosti si mizeme predstavit, ze
kazdy jev rozloZime na elementérni (tj. jednobodové), jakkoliv ve skutecnosti ne-
musi jednoprvkové podmnoziny do jevového pole obecné patfit. Pak je pravdépo-
dobnost kazdého jevu dana souctem pravdépodobnosti jednotlivych elementarnich
jevu do néj patticich a tvrzeni véty muzeme ¢ist nasledovné: seCteme vsechny prav-
dépodobnosti vysledk ze vSech A; zvlast, pak ovSem musime odecist ty, které
tam jsou zapoéteny dvakrat (tj. prvky v prunicich dvou). Ted si ovSem dovolujeme
odecist prilis mnoho tam, kde ve skutecnosti byly prvky ttikrat, tj. korigujeme
pri¢tenim pravdépodobnosti ze tfetiho ¢lenu, atd.

Aby se takovy postup stal dukazem, je zapotfebi si ujasnit, ze skuteéné vSechny
korekce, tak jak jsou napsany, jsou skutecné s koeficienty jedna. Misto toho mtzeme
snaze dat dohromady formalnéjsi dikaz matematickou indukci pfes pocet k jev,
jejichz pravdépodobnosti s¢itame. Zkuste si pribézné porovnavat oba postupy, mélo
by to vést k vyjasnéni, co to znamené ,dokézat“ a co , porozumét®.

DUKAZ. Pro k = 1 tvrzeni zjevné plati a pfedpokladejme, ze plati pro vSechny
pocty mnozin mensi nez pevné zvolené k > 1. Nyni si uvédomme, Ze pro libovolné

dva jevy plati P(B) = P(BN A) + P(B\ A). Podobné
P(AUB)=P(A)+ P(B\ A) = P(A)+ P(B) — P(BN A).

Toto je ale tvrzeni nasi véty pro k = 2. Nyni mtzeme pracovat v induk¢énim kroku
na formuli s k£ + 1 jevy, kdyZ sjednoceni k jevii bereme jako A ve formuli vyse,
zatimco zbyvajici hraje roli B:

P(UETTA) = P((UEZ 1 A;) U Aggr)
k
Z(—w‘“ S P, m---mAi,.)) 4 P(A)

j=1 1<i << <k

—P((Al U---UAk> ﬂAk+1).

To uz pripomina formuli pro k + 1 s¢itanych jevii, nicméné nam ve velké sumé chy-
béji vSechny vyrazy obsahujici Agy1 a ¢len s pravdépodobnosti soucasného nastou-
peni vSech jevil. Zato nam vsak prebyva posledni ¢len. Tento ¢len vyrazu mutzeme
nahradit vyrazem

—P((A1 N Apg1) U+ U (A N Agsr))
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a pro tento vyraz opét pouzit indukéni predpoklad, tj. formuli ve vété. Zjevné tim
pravé pridame vsechny dosud chybéjici ¢leny. (I

1.32. Poznamka. Specialnim piipadem predchozi véty je situace, kdy vSechny ko-
necné podmnozniny zakladniho prostoru jsou jevy a vSechny elementarni jevy maji
stejnou pravdépodobnost. Ve formuli z predchozi véty pak vSechny pravdépodob-
nosti davaji pravé pocet prvka prislusnych podmnozin, az na spoleény faktor %,
kde n je pocet prvkia zakladniho prostoru. Pak miuzeme vy¢ist nasledujici tvrzeni
pro obecnou kone¢nou mnozinu M a jeji podmnoziny A, ..., Ax. Budeme psat | M|
pro pocet prvkid mnoziny M, tj. pro mohutnost mnoziny M.

k
a2 MG =M (C) F auneenan)).

1§i1<"'<ij§k
Skuteéns, | UE_| A;| + |M \ (UF_, A;))| = |M]|, tzn.
M\ (Ui A7)| = [M] = [ UL, A

a dosazenim z nasi véty dostavame prave pozadované tvrzeni. Rika se mu princip
inkluze a exkluze.

Uvedme si piiklad, jak vypada vyuziti principu inkluze a exkluze:

1.33. Neporadna sekretarka. Sekretarka ma rozeslat pét dopist péti riuznym
lidem. Dopisy pro riizné adresaty vklada do obalek s adresami nahodné. Jaka je
pravdépodobnost, ze alesporn jeden c¢lovék dostane dopis urcéeny pro néj?

Reseni. Spocitejme pravdépodobnost jevu opac¢ného, tedy toho, Ze ani jeden ¢lo-
vék neobdrzi spravny dopis. Stavovy prostor vSsech moznych jevii odpovida vsem
moznym pofadim péti prvki (obalek). Oznaéime-li jak obalky tak dopisy ¢isly od
jedné do péti, tak vSechny p¥iznivé jevy (tedy zadny dopis nepfijde do obélky se
stejnym ¢islem) odpovidaji takovym pofadim péti prvkd, kdy i-ty prvek neni na
i-tém misté (1 = 1,...,5), tzv. pofadim bez pevného bodu. Jejich pocet spocitame
pomoci principu inkluze a exkluze. Oznac¢ime-li M; mnozinu permutaci s pevnym
bodem i (permutace v M; ale mohou mit i jiné pevné body), tak vysledny pocet d
permutaci bez pevného bodu je roven

d:5!—|M1U~-~UM5|

Pocet prvku praniku |[M;, N---NM;, |, k=1,...,5je (5—k)! (poradi prvki iy, ..., i
je pevné dano, ostatnich 5 — k prvkt radime libovolné). Podle principu inkluze a
exkluze je

My U---UM;| = (~1)F*! (2)(5 —k)!

k=1
a tedy pro hledany pocet d dostavame vztah

i = s —25:(—1)’f+1 (2) (n— k).

k=1

5 5 1 1\k
- 2(1)’6(2) (5— k) = 5!2( kl!)

k=0 k=0
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Pravdépodobnost toho, ze zadny ¢lovek neobdrzi ,,svij“ dopis je tedy

a hledana pravdépodobnost pak

(-DF 19
1-2 k' 30

O
Extreme games Z Té3ina vyjizdi vlaky co pil hodinu (smérem na Bohumin)
a z tohoto sméru prijizdéji také kazdé pul hodiny. Predpokladejme, ze vlaky se
mezi témito dvéma stanicemi pohybuji rovnomérnou rychosti 90km/h a jsou dlouhé
100metrii, cesta trva 30min. Hazardér Jarda si vybere jeden z téchto vlaki a béhem
cesty z Tésina do Bohumina nahodné vystrci hlavu z okna na pét vtefin nad kolejisté
pro protéjsi smér. Jaka je pravdépodobnost, ze mu bude urazena? (predpoklddame,
Ze jiné nez zminéné vlaky na trati nejezdi)
Reseni. Vzijemna rychlost protijedoucich vlakii je 50m/s, protijedouci vlak mine
Jardovo okno za dvé sekundy. Kazdy vlak potkad na cesté mezi Tésinem a Bo-
huminem pravé jeden protijedouci vlak. V pribéhu cesty je tedy sedmisekundovy
interval, ve kterém nesmi Jarda vyklonit hlavu z okna (pokud o ni nechce piijit).
Pravdépodobnost urazeni hlavy je tedy 7/1800. 0

1.34. VézZe na Sachovnici. Kolika zpiisoby Ize rozestavit n shodnych vézi na
Sachovnici n x n tak, aby bylo kazdé neobsazené pole ohrozovano nékterou z vézi?

ReSeni. Dané rozestaveni jsou sjednocenim dvou mnoZin: mnoziny rozestaveni,
kdy je alespoii v jednom fadku jedna véz (tedy v kazdém radku pravé jedna; tato
mnozina ma n" prvkld — v kazdém fadku vybereme nezavisle jedno pole pro véz)
a mnoziny rozestaveni, kdy je v kazdém sloupci alesponn (tedy pravé) jedna véz
(stejnou tivahou jako u prvni mnoziny mé tato mnozina rovnéz n™ prvki). Prinik
téchto mnozin pak mé n! prvkd (mista pro véze vybirdme postupné od prvniho
radku — tam mame n moznosti, ve druhém pak jiz pouze n — 1 moznosti — jeden
sloupec je jiz obsazen, ...). Podle principu inkluze a exkluze je pocet hledanych
rozestaveni:
2n™ — nl.

]
1.35. Nezavislé jevy. Uvazme libovolny pravdépodobnostni prostor (€,.A4, P)
a v ném né&jaké jevy Aj,...,As. Rekneme, Ze tyto jevy jsou stochasticky nezd-

vislé (vzhledem k pravdépodobnosti P), jestlize pro libovolné z nich vybrané jevy
Ai1;~~~aAi“ 1 S €§ k plati

P(A;,n---NA;,)=P(A;)-...- P(4;,).
Zjevné je kazdy podsystém stochasticky nezavislych jevli opét stochasticky neza-
visly. Déle si pro dva stochasticky nezavislé jevy A, B spoctéme
P(AnB°)=P(A\B)=P(A)— P(ANB)=P(A)(1 — P(B)) = P(A)P(B°).
Odtud uz snadno dovodime, ze zdménou jednoho nebo vice stochasticky nezavislych
jevi za jejich opacné jevy obdrzime opét stochasticky nezavislé jevy.
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Casto se hleda pravdépodobnost, Ze nastane alespoii jeden ze stochasticky ne-
zavislych jevi, tzn. hleddme P(A; U --- U Ag). Mizeme pak pouzit elementarni
vlastnosti mnozinovych operaci, tzv. de Morganova pravidla,

AU UA = (AfN-- N A%
a dostavame:

P(AjU---UAp)=1—-P(ASN---NAS) =1—(1—P(A))...(1 — P(Ap)).

1.36. Podminéna pravdépodobnost. Obvyklé je také klist dotazy s dodatec-
nou podminkou. Napt. ,jaka je pravdépodobnost, ze pfi hodu dvémi kostkami
padly dvé pétky, je-li soucet hodnot deset?“. Formalizovat takové potfeby umime
nasledovné.

Necht H je jev s nenulovou pravdépodobnosti v jevovém poli A v pravdépo-
dobnostnim prostoru (€2, A, P). Podminénd pravdépodobnost P(A|H) jevu A € A
vzhledem k hypotéze H je definovana vztahem

P(ANH)
P(H)

Jak je vidét pfimo z definice, hypotéza H a jev A jsou nezavislé tehdy a jen
tehdy, je-li P(A) = P(A|H). Pfimo z definice také vyplyva tzv. ,véta o nasobeni
pravdépodobnosti“ pro jevy Ay,..., Ay spliujici P(A; N ---NAg) > 0:

P(AiN---NAg) = P(A1)P(Az]Ay) - P(Ak|Ar NN Agq).

Skutecné, dle predpokladu jsou i pravdépodobnosti vSech priniki, které jsou brany
ve vyrazu za hypotézy, nenulové. Pokracenim citatelti a jmenovateld ziskame i na-
pravo pravé pravdépodobnost jevu odpovidajiciho priniku vSech uvazovanych jevi.

P(A|H) =

1.37. Opét hazeni kostkou. Jakd je pravdépodobnost toho, ze pti hodu dvéma
kostkami padne soucet 7, vime-li, Ze ani na jedné z kostek nepadlo cislo 2.

ReSeni. Ozna¢me jev, Ze ani na jedné kostce nepadne dvojka jako B, jev ,padne
soucet 7“ jako A. Mnozinu vSech moznych vysledka budeme znacit opét jako €.
Pak

b PANB) M ans
W= "p@) ~ e = B

Cislo 7 miize padnout étyimi riiznymi zptisoby, pokud nepadne dvojka, tedy |A N
B| =4, |B|=5-5=25, tedy

4
P(AIB) = —.
25
Vsimnéme si, ze P(A) = %, tedy jevy A a B nejsou stochasticky nezavislé. (I

1.38. Geometricka pravdépodobnost. V praktickych problémech se ¢asto se-
Nemame momentalné k dispozici ani zakladni nastroje pro dostate¢né zobecnéni
pojmu pravdépodobnosti, nicméné miizeme uvést alespon jednoduchou ilustraci.
Uvazme rovinu R? dvojic realnych é&isel a v ni podmnozinu € se zndmym ob-
sahem vol ) (symbol ,vol“ od anglického ,volume“, tj. obsah/objem). Piikladem
muze slouzit tfeba jednotkovy ctverec. Nahodné jevy budou reprezentovany pod-
mnozinami A C 2 za jevové pole A bereme systém podmnozin, u kterych umime
urcit jejich obsah. Tteba vsechna konecéna sjednoceni trojithelnikd. Nastoupeni nebo
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nenastoupeni jevu je dano vybérem bodu v €2, kterym se trefime nebo netrefime do
mnoziny reprezentujici jev A.

Podobné jako u klasické pravdépodobnosti pak definujeme pravdépodobnostni
funkci P : A — R vztahem

vol A
vol ()’

Uvazme jako ptiklad problém, kdy nahodné vyberem dvé hodnoty a < b v
intervalu (0,1) C R. VSechny hodnoty a i b jsou stejné pravdépodobné a otézka
zni ,jakd je pravdépodobnost, Ze interval (a,b) bude mit velikost alesponi jedna
polovina?“.

Odpovéd je docela jednoduché: volba éisel a, b je volbou libovolného bodu (a, b)
ve vnitiku trojuhelniku € s hrani¢nimi vrcholy [0, 0], [0, 1], [1,1] (nacrtnéte si obra-
zek!). Potfebujeme znét plochu podmnoziny, kterd odpovidd bodtim s b > a+ %, tj.
vnitiku trojithelniku A ohrani¢eného vrcholy [0, 3], [0,1], [3,1]. Evidentné dosté-
vame P(A) = i. Zkuste si samostatné odpovédét na otazku ,,pro jakou pozadova-
nou minimélni délku intervalu (a, b) dostaneme pravdépodobnost jedna polovina?“.

Jednou z u¢innych vypocetnich metod pfibliznych hodnot je naopak simulace
znamé takovéto pravdépodobnosti pomoci relativni ¢etnosti nastoupeni vhodné zvo-
leného jevu. Napf. zndmé formule pro obsah kruhu o daném poloméru fika, ze obsah
jednotkového kruhu je roven pravé konstanté m = 3,1415. .., kterd vyjadiuje pomeér
obsahu a ¢tverce poloméru. Pokud zvolime za 2 jednotkovy ¢tverec a za A prunik
Q a jednotkového kruhu se stfedem v pocatku, pak vol A = %TF. Mame-li tedy
spolehlivy generator nadhodnych ¢isel mezi nulou a jednic¢kou a pocitame relativni
Cetnosti, jak ¢asto bude vzdalenost vygenerované dvojice (a,b) mensi nez jedna, tj.
Va? 4+ b? < 1, pak vysledek bude pii velkém poctu pokusi s velikou jistotou dobie
aproximovat ¢islo %ﬁ. Numerickym postupim zaloZenym na tomto principu se rika
metody Monte Carlo.

Obdobné dlohy na geometrickou pravdépodobnost lze bezezbytku formulovat
v R? a obecnéji. Uvedme ale jesté radéji jednoduchy piiklad v roviné:

P(A) =

1.39. Sekani tycée. Dvoumetrova ty¢ je nahodné rozdélena na tri dily. Urcete
pravdépodobnost, ze alespon jeden dil bude nejvyse 20 cm dlouhy.

ReSeni. Nahodné rozdéleni tyce na tii dily interpretujeme jako ndhodny vybér
dvou bodt fezu. Pravdépodobnostni prostor je tedy ¢tverec o strané 2 m. Umistime-
li ¢tverec C' tak, aby dvé jeho strany lezely na kartézskych osach v roving, tak
podminka, Ze alespon jeden dil ma byt nejvyse 20 cm dlouhy nam vymezuje ve
¢tverci nésledujici oblast O:

O = {(z,y) € C|(x < 20) V (z > 180) V (y < 20) V (y > 180) V (|z — y|) < 20}.

Jak snadno nahlédneme, zaujima takto vymezena oblast O % obsahu ¢tverce. [

5. Geometrie v roviné

Na konci minulé kapitoly jsme intuitivné pouzivali elementarni pojmy z geome-
trie redlné roviny. Budeme ted podrobnéji zkoumat jak se vyporadavat s potiebou
popisovat ,,polohu v roviné“, resp. davat do souvislosti polohy rtiznych bodi roviny.



24 1. UVOD A MOTIVACE

1.40. Afinni rovina a vektorovy prostor R2. Zkusme si mnozinu A4 = R?
predstavit z pohledu pozorovatele, ktery sedi v nékterém pevné zvoleném misté
(miizeme mu ¥ikat tfeba bod O = (z9, o) € R?). Pfedpokladejme, 7e ji vnima jako
nekonecnou desku bez jakychkoliv zvolenych méfitek a popist a vi, co to znamena
posunout se v libovolném nasobku néjakého sméru. Casem takové roviné budeme
fikat ,afinni rovina“. Aby mohl vidét kolem sebe ,dvojice redlnych ¢isel“, musi si
vybrat néjaky bod Ej, kterému fekne ,bod [1,0]“ a jiny bod Fs, kterému zaéne
fikat ,bod [0,1]“. Do vSech ostatnich se pak dostane tak, ze poskoéi ,a—krat ve
sméru [1,0]“, pak ,b-krat ve sméru [0, 1]“ a takovému bodu bude fikat ,bod [a, b]“.
Pokud to bude délat obvyklym zpasobem, nebude vysledek zaviset na poradi, tzn.
mize také napred jit b—krét ve sméru [0, 1] a pak teprve v tom druhém.

To, co jsme popsali, se nazyva volba (afinniho) soutadného systému v roviné,
bod O je jeho poédtkem, posunuti Ey — O ztotoziiujeme s dvojici [1,0], podobné u
E5 a obecné kazdy bod P roviny je ztotoznén s dvojici ¢isel [a,b] = P — O.

Vsimnéme si, ze zaroven volbou pevného poc¢atku O jsou ztotoznény jednotlivé
body P roviny se sméry posuvu v = P — O a ze vSechny takové posuvy umime
sklddat (budeme Fikat ,séitat“) a také jednotlivé sméry nasobit v poméru kazdého
redlného ¢isla (budeme fikat ,ndsobit skaldrem*). Takovéto operace s¢itani a né-
sobeni spliiuji hodné vlastnosti skalarti, viz a zkuste si promyslet které.
Uvidime brzy, Ze se jedné o standarni pfiklad (dvourozmérného reilného) vektoro-
vého prostoru. Budeme proto uz ted misto o smérech posuvu mluvit o vektorech a
od bodu je budeme rozliSovat tim, ze budou dany dvojicemi soufadnic v kulatych
zavorkach misto hranatych.

1.41. Primky v roviné. KdyZ se nas pozorovatel umi posouvat o libovolny na-
sobek pevného vektoru, pak také vi, co je to primka. Je to podmnozina p C A v
roviné takova, ze existuji bod O a vektor v takové, Ze

p={Pe€eA; P-O=t-v, teR}
Popisme si P = P(t) € p ve zvolenych soufadnicich s volbou v = (a, ):

w(t) =zo+a-t, y(t)=yo+pS-t.
Jednoduchym vypoétem dostaneme (vylouc¢ime ¢ z parametrického vyjadieni pro x
a y, kdyz pro urcitost predpokladame, ze tfeba « # 0)

—pBz + ay + (Bro — ayo) = 0.

To je obecna rovnice piimky
(1.23) ar + by = c,
se znamym vztahem dvojice éisel (a,b) a vektoru v = («, )
(1.24) ac + b3 = 0.

Vyraz nalevo v rovnici primky muZzeme vidét jako skalarni funkci F'
zéavislou na bodech v roviné a s hodnotami v R, samu rovnici pak jako pozadavek
na jeji hodnotu. Casem uvidime, Ze vektor (a,b) je v tomto pripadé pravé smérem,
ve kterém F' nejrychleji roste. Proto bude smér kolmy na (a,b) pravé tim smérem,
ve kterém zUstava naSe funkce F' konstantni. Konstanta ¢ pak urcuje, pro které
body bude tato konstanta nula.
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Me¢jme dvé pfimky p a ¢ a ptejme se po jejich priniku p N g. Ten bude popsan
jako bod, splriujici obé rovnice pfimek naraz. Pisme je takto
ar+by=r
(1.25)
cx +dy = s.
Opét mizeme levou stranu vnimat jako pfifazeni, které kazdé dvojici soutradnic
[(P),y(P)] bodit v roviné pfifadi vektor hodnot dvou skaldrnich funkci F; a F
danych levymi stranami jednotlivych rovnic . Miuzeme tedy naSe rovnice na-
psat jako jediny vztah F(v) = w, kde F je pfifazeni, které vektor v popisujici
polohu obecného bodu v roviné (v nasich soufadnicich) zobrazi na vektor zadany
levou stranou rovnic, a pozadujeme, aby se toto zobrazeni strefilo do predem zada-
ného vektoru w = (r, s).

1.42. Linearni zobrazeni a matice. Pfifazeni F, se kterym jsme pracovali pfi
popisu priiniku pfimek, zjevné respektuje operace sc¢itani a nasobeni s vektory a
skalary:
Fla-v+b-w)=a-F)+b-F(w)

pro viechny a,b € R, v,w € R2. Rikdme, 7e F je linedrni zobrazeni z R? do R?, a
piseme F : R? — R2. Obdobné, v rovnici pro primku $lo o linearni zobrazeni
F :R? — R a jeho pfedepsanou hodnotu c.

Strucéné budeme zapisovat takova zobrazeni pomoci matic a jejich nasobeni,

které definujeme takto:
a b x
A= 0)o-()

_f[a b z\ _ f(ax+by
ae=(0a) ()= (E00)

Podobné, miizeme misto vektoru v zprava nasobit jinou matici B stejného rozméru
jako je A. Prosté aplikujeme piedchozi formule po jednotlivych sloupcich matice B
a obrdrzime jako vysledek opét matice. Snadno ovéfime tzv. asociativitu nasobeni
(zkuste propocitat!):

(A-B)-v=A-(B-v).

Stejné snadno je vidét i distributivita A - (B + C) = A- B+ A - C, neplati v8ak
komutativita a existuji ,délitelé nuly“. Napf.

EOEY-ED CICICY

Body v roviné jsou tedy obecné vzory hodnot linearnich zobrazeni F' roviny do
roviny, pfimky jsou obecné vzory hodnot linedrnich zobrazeni z roviny do redlné
pfimky R. Samoziejmé, ve zvlastnich situacich tomu tak byt nemusi. Tak tieba
prinikem dvou stejnych piimek je opét sama piimka (a vzorem vhodné hodnoty
pro takové linedrni zobrazeni bude celd pfimka), nulové zobrazeni mé za vzor nuly
celou rovinu. V prvém piipad€ to pozndme pomoci vztahu

(1.26) ad —bc=0

tj. vyjaddfeni, kdy jsou nalevo v rovnicich (|1.25) stejné vyrazy az na skaldrni né-
sobek. V takovém piipadé bud nebude v priniku Zadny bod (rovnobézné rtizné
pfimky) nebo tam budou vSechny body piimky (stejné piimky). Ovéite!
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Vyrazu nalevo v (1.26]) fikdme determinant matice A a piSeme pro néj det A =
ad — be, pripadné
a b
det A = ¢ d

Jestlize k vysledku lineadrniho zobrazeni jesté dovolime pficist pevny vektor
T = ((T),y(T)), tj. nase zobrazeni bude

[z . ~ f(ax+by+x(T)
U(?J)HA U+T<cx+dy+y(T) ’

= ad — be.

mame popsana pravé vSechna tzv. afinni zobrazeni roviny do sebe. Znamymi pii-
klady jsou vsechny afinni podobnosti. Linearni zobrazeni pak odpovidaji tém afin-
nim zobrazenim, které zachovavaji pevny bod O.

Co se stane, kdyz nas pozorovatel z odstavce [I.40] bude tutéz rovinu shlizet
z jiného bodu nebo si asponn vybere jiné body FEy, Es? Zkuste si promyslet, Ze
na urovni soufadnic to bude pravé zména realizovand pomoci afinniho zobrazeni.
Casem budeme vidét obecné diivody, pro¢ tomu tak je ve vsech dimenzich.

1.43. Euklidovska rovina. Pfidejme nyni schopnost nasSeho pozorovatele vidét
vzdélenosti. Okamzité pak muzeme definovat pojmy jako jsou tihel a otoceni v
roviné.

Jednoduse si to mizeme piedstavit takto: rozhodne se o néjakych bodech F; a
Fs, ze jsou od néj ve vzdalenosti jedna, a zaroven si fekne, Ze jsou na sebe kolmé.
Vzdélenosti ve smérech souradnych os pak jsou dany pfisluSnym pomérem, obecné
pouziva Euklidovu vétu. Odtud vyjde znamy vzorec pro velikost vektoru v = (a, b)

Joll = /a2 + 52,

Jing mozny postup by byl, kdyby pozorovatel vysel z pojmu vzdalenost (a védél
co znamend ,kolmy“ tfeba diky Euklidové véts), zvolil prvni z vektort velikosti
jedna, zvolil si orientaci (tfeba proti sméru hodinovych rucic¢ek) a vybral jednotkovy
kolmy smér (jednozna¢né uréi z pozadavku platnosti Euklidovy véty tfeba pomoci
pravotuhlého trojihelniku se stranami o velikostech 3, 4 a 5).

Uhel ¢ dvou vektorti v, w v roviné pak zpravidla popisujeme s vyuzitim tzv.
goniometrické funkce cos ¢. Pouzivany vzorec pro funkci cos je din hodnotou realné
prvni soufadnice jednotkového vektoru, jehoz thel s vektorem (1,0) je ¢. Zjevné
je pak druhé souradnice takového vektoru dana realnou hodnotou 0 < singp <1
splitujici (cos ¢)? + (sinp)? = 1.

Obecné pak pro dva vektory v a w mizeme jejich tthel popsat pomoci souradnic
v = (@(v), y(v)), w = (2(w), y(w)) takto:

z(v) - z(w) + y(v) - y(w)
[[ol] - [lwll

cosp =

Dobrym prikladem linedrniho zobrazeni, které zachovava velikosti, je rotace o
pfedem dany thel 9. Je dano formuli s matici Ry:

e _ [cos® —siny x
U_(y>HR¢'U_(sinz/J cosd)>'(y>'

Specielné, aplikaci na jednotkovy vektor (1,0) dostavame skuteéné pravé ocekdvany
vysledek (cos ), sin)).
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Pokud bychom chtéli zapsat rotaci kolem jiného bodu P = O + w, snadno
napiseme formuli pomoci translaci:

(y> =v—v—w— Ry (v—w)
<coszb(fv — w(w)) — sin gy — y(w)) + x(w))
sintp(z — z(w)) + cos(y — y(w)) +y(w) )

Dalsim prikladem je tzv. zrcadlent vzhledem k primce. Opét nam bude stacit
popsat zrcadleni vzhledem k pfimkam prochazejicim poc¢atkem O a ostatni se z nich
odvodi pomoci translaci. Hledejme tedy matici Z, zrcadleni vzhledem k piimce s
jednotkovym smérovym vektorem v svirajicim thel ¢ s vektorem (1,0). Napf.

1 0
= 5)

a obecné muZzeme psit (oto¢ime do ,nulové* polohy, odzrcadlime a vratime zpét)

Zy =Ry Zo-R_y.

=Ry (v—w)+w=

Mizeme proto (diky asociativité nasobeni matic) spocist:
R, — (€8 Y —sing) (1 0 [ cosyp sing
v~ \sing  cost 0 -1 —sinYy  cos
_ (cosyp —sintp) [ cosyp  siny
~ \siny  cost —sinty cos
~ (cos®p — sin? 1) 2 sin ) cos ~ (cos2y  sin2y
T\ 2sintcosyy  —(cos?tp —sin®ep) )  \sin2y —cos2i) "
Povsimnéme si také, ze
7 g (cos 2¢p  sin2¢ \ (1 0 _ (cos2¢Y —sin2y
v \sin2y)  — cos 2y 0 —1) \sin2¢p cos2¢y J°
To lze zformulovat jako

Tvrzeni. Otoceni o thel 1) obdrzime ndslednym provedenim dvou zrcadleni vzhle-
dem ke smérum, které spolu sviragi uhel %1/),

Pokud umime oduvodnit pfedchozi tvrzeni ryze geometrickou tivahou (zkuste),
dokézali jsme pravé standardni formule pro goniometrické funkce dvojnasobného
uhlu.

Hlubsi je nasledujici rekapitulace predchozich tivah:

1.44. Veéta. Linedrni zobrazeni euklidovské roviny je sloZeno ze zrcadleni prdve,

kdyz je dano matici R splnugjici

R(Z Z) ab+ed=0, >+ =0V+d=1.

To nastane prave, kdyz toto zobrazeni zachovdvd velikosti. Otocenim je pritom prdvé
tehdy, kdyz je determinant matice R roven jedné, coZ odpovidd sudému poctu zrca-
dleni. Pri lichém poctu zdrcadlent je determinant roven —1.

Promyslete si podrobnéji uplny dikaz. Na tabuli vypadal jeho naznak takto:
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1.45. Obsah trojuhelnika. Zavérem naseho malého vyletu do geometrie se za-
méfme na pojem obsah. Trojuhelnik je vymezen dvojici vektori v a w, které pfi-
lozeny do pocatku O zadaji zbylé dva vrcholy. Chtéli bychom tedy najit formuli
(skalarni funkci vol), kterd dvéma vektorim pfifadi éislo rovné obsahu vol A(v, w)
takto definovaného trojihelniku A(v,w).

Ze zadani je vidét, Ze by mélo platit (nakreslete si a uvazujte plochu jako sou¢in
zékladny krat vysky podélené dvéma — vyska souctu bude jisté souctem vysek...)

vol A(v + v, w) = vol A(v, w) + vol A(v', w)
vol A(av, w) = avol A(v, w)

a pfidejme pozadavek
vol A(v,w) = — vol A(w, v),

ktery odpovida predstave, ze opatiime plochu znaménkem podle toho, v jakém
poradi bereme vektory.
Pokud vektory v a w napiSeme do sloupct matice A, pak

A= (v,w)—det A

spliiuje vSechny t¥i nase pozadavky. Kolik takovych zobrazeni ale muze byt? Kazdy
vektor umime vyjidfit pomoci dvou soufadnych vektordt v = (1,0) a w = (0,1) a
evidentné tedy kazdd moZnost pro vol A je jednozna¢né uréena uz vycislenim na
této jediné dvojici argumentt (v,w). Jsou si tedy vSechny moznosti rovny az na
skalarni nasobek. Ten umime urcit pozadavkem

vol A((1,0),(1,0)) = %

vy

tj. volime orientaci a méritko.
Vidime tedy, ze determinant zadava plochu rovnobéznosténu uréeného sloupci
matice A (a plocha trojuhelniku je tedy poloviéni).

1.46. Viditelnost v roviné. Predchozi popis hodnot pro orientovany objem nam
dava do rukou elegantni nastroj pro urcovani viditelnosti orientovanych tsecek.
Orientovanou tiseckou rozumime dva body v roviné R? s uréenim pofadim. Miizeme
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si ji predstavovat jako sipku od prvého k druhému bodu. Takova orientovana tisecka
nam rozdéluje rovinu na dvé poloroviny, fikejme jim ,levou“ a ,pravou“.

Jestlize uvazujeme obvyklou orientaci ,proti sméru hodinovych ruci¢ek“ pro
hranici mnohothelniku, pak pozorovatel nalevo od orientované tsecky (tj. uvnitf
takového mnohothelnika) tuto vidi a naopak pozorovatel napravo ji nevidi. M4 tedy
smysl ptat se, jestli je orientovand tisecka [A, B] v roviné viditelnd z bodu C.

Spoctéme orientovanou plochu ptislugného trojihelniku zadaného vektory A—C
a B—C. Pokud jsme s bodem C' nalevo od tsecky, pak pfi nasi orientaci bude vektor
A—C dfive nez ten druhy a proto vyslednd plocha (tj. hodnota determinantu) bude
kladna. To odpovida situaci, kdy usecku vidime. Naopak, pfi opa¢né poloze bude
vysledkem zaporna hodnota determinantu a podle zjistime, zZe Gsecku nevidime.

Uvedeny jednoduchy postup je ¢asto vyuzivan pro testovani polohy pfi stan-
dardnich ulohach v 2D grafice.

Zévérem této casti si uvedme nékolik standardnich piikladis:

1.47. Priklad. Je déna piimka
p:[2,0] +1(3,2).
Urcete jeji obecnou rovnici a naleznéte prinik s primkou

r: [=1,2] + s(1, 3).
Reseni. [-19/7,-22/7]. O

1.48. Kolize tseéek. Z bodu [—2,0] vyrazila v pravé poledne konstantni rychlosti
Ims™! ve sméru (3,2) tsecka délky 1. Rovnéz v poledne vyrazila z bodu [5,—2]
druhg tsecka délky 1 ve sméru (—1,1), ovSem dvojndsobnou rychlosti. Srazi se?
Reseni. Piimky, po kterych se pohybuji dané usecky, mizeme popsat parametric-
kym vyjadienim:

p o [=2,00+7(3,2)

q = [5,—2]+s(—1,1),

Obecna rovnice primky p je
2z — 3y +4=0.

Dosazenim parametrického vyjadfeni piimky ¢ ziskdme prisecik P = [1,2].

Nyni se snazme zvolit jediny parametr ¢ pro obé usecky tak, aby nam odpo-
vidajici bod na ptrimkach p, resp. ¢, popisoval polohu pocatku prvni, resp. druhé,
usecky v Case t. V &ase 0 je prvni v bodé [—2,0], druhd v bodé [5,—2]. Za ¢as t
sekund urazi prvni ¢ jednotek délky ve sméru (3,2) druhé pak 2t jednotek délky ve
sméru (—1,1). Odpovidajici parametrizace jsou tedy

t
(1.27) P 2004 =(3.2)
(128) q : [57_2] +\/§t(_1/1>7
(1.29)

Pocatek prvni tise¢ky dorazi do bodu [1,2] v ¢ase t; = /135, pocatek druhé tsecky
v Case t = 2v/2s, tedy vice nez o pil vtefiny diive a tedy v dobé, kdy dorazi
do priseciku P pocatek prvni tsecky, bude jiz druha tsecka pry¢ a tsecky se tak
nesrazi. O
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1.49. Viditelnost stran trojthelnika. Je dédn trojihelnik s vrcholy [5, 6], [7, 8],
[5, 8]. Urcete, které jeho strany je vidét z bodu [0, 1].

Reseni. Uspofadame vrcholy v kladném smyslu, tedy proti sméru hodinovych ru-
¢icek: [5,6], [7,8], [5,8]. Pomoci pfislusnych determinantt uréime, je-li bod [0, 1]
,halevo“ ¢i ,napravo® od jednotlivych stran trojuhelnika uvazovanych jako orien-
tované usecky,

75 5 5 5 7
T 75 5 7

Z nulovosti posledniho determinantu vidime, ze body [0, 1], [5,6] a [7,8] lezi na
pfimce, stranu [5,6][7,8] tedy nevidime. Stranu danou vrcholy [5,8] a [7,8] pak
narozdil od strany [5, 6][5, 8] nevidime. O

>0

<o |2 ]]=o0

1.50. Priklad. Urcete, které strany ctyfuhelnika s vrcholy [95,99], [130,106],
[40, 60], [130, 120]. jsou viditelné z bodu [2,0].

Reseni. Nejprve je tfeba uréit strany étyitihelnika (,spravné“ poradi vrcholi):
[95, 99][40, 60][130, 106][130, 120]. Po spod¢iténi ptislusnych determinantt (viz pred-
naska) zjistime, ze jsou vidét pouze strana [40, 60][130, 106]. O

1.51. Priklad. Urcete obsah ¢tyfthelnika s vrcholy [1,0], [11,13], [2,5] a [—2, —5].

Reseni. Rozdélime na dva trojihelniky a spoc¢itdme pomoci vzorce z prednasky.
g— i1 5] |1 5| 47

T 2010 13| |[-3 -5 2°

O

1.52. Priklad. NapiSte soufadnice vrcholt trojuhelnika, ktery vznikne otoc¢enim
rovnostranného trojuhelnika jehoz dva vrcholy jsou [1,1] a [2, 3] (tfeti pak v polo-

roving dané primkou [1,1][2, 3] a bodem [0, 0]) o 60° v kladném smyslu kolem bodu
[0,0].

Reseni. Tfeti vrchol trojihelnika dostaneme napf. otocenim o 60° jednoho z vr-
cholii kolem druhého (ve spravném smyslu). [—3v/3,v/3 — 3], [3 — 33, 3V3+ 1)),

1.53. Priklad. Najdéte matice A takové, ze

A2:< . )

Namét na premysleni: jaké geometrické zobrazeni v roviné zadava matice A2?
Reseni. A2 je matice rotace o 60°, takze

V3
A=+ ,

tedy matice rotace o 30°, resp. 210°. O

[\v] DO | =
o
[

o

N[
o
W=

K dalsimu procviceni nejen geometrickych ttvah mohou poslouzit nasledujici tfi
priklady:
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1.54. KruZnice délici rovinu. Na kolik maximélné ¢asti déli rovinu k kruznic?

ResSeni. Pro maximélni pocet p; oblasti, na které déli rovinu kruznice odvodime
rekurentni vzorec

Pret+1 = pr + 2k

(k 4+ 1). kruznice totiz protind k pfedchozich maximalné v 2k pruseéicich (a tato
situace skuteéné mutize nastat). Navic zfejmé p; = 1. Pro pocet py tedy dostavame

Pk:pk—1+2(]<}—1):pk2—|—2(k—2)+2(/€—1):-~-=p1+22i=2+(k—1)k.

O

1.55. Rovnobéznikova rovnost. Dokazme jako ilustraci nasich nastroju tzv.
,rovnobéznikovou rovnost“: Jsou-li u,v € R?, pak:
2 2 2 2
2([[ull® 4+ 110lI") = llu +ol" + [lu = o|I*.
Neboli soucet druhych mocnin délek tihlopiicek rovnobéznika je roven dvojnasobku
souctu druhych mocnin délek jeho stran.
Reseni. Obdrzime napiiklad rozepsanim obou stran do soufadnic: u = (uy,uz),

v = (v, v2). Pak

2([lull® + [lo]?) 2(ui +uj +vf +v3)

= u% + 2uivy + vf + u% + 2ugvy + v% + uf — 2uqv1 +
v? + ud — 2upvy + v2

= (u1+v1)* + (u2 +v2)* + (u1r — v1)* + (uz — v2)?

= Jut ol + u— ol

O

1.56. Konstrukce lichothelnika. Sestrojte (2n+1)-thelnik, jsou-li dény vSechny
stredy jeho stran.

Reseni. K feSeni vyuzijeme toho, Ze slozenim lichého poétu stfedov§ch soumér-
nosti je opét stfedova soumérnost (viz domaci tloha) Oznac¢ime-li vrcholy hleda-
ného (2n + 1)-thelnika po fadé Ay, As, ..., As,t1 a stiedy stran (od stiedu A As)
postupné Sy, Ss,...S2,11, tak provedeme-li stfedové soumérnosti po fadé podle
téchto stredi, tak bod A; je zjevné pevnym bodem vysledné stfedové symetrie,
tedy jejim stfedem. K jeho nalezeni tedy staci provést uvedenou stredovou sou-
mérnost s libovolnym bodem X roviny. Bod A; lezi pak ve stfedu tsecky X X',
kde X’ je obrazem bodu X ve zminéné stfedové symetrii. Dalsi vrcholy ziskdme
zobrazovanim bodu A; ve stfedovych soumérnostech podle Sy, ..., S2,11. O

6. Relace a zobrazeni

V této zavérecné ¢asti uvodni motivacni kapitoly se vratime k formalnimu po-
pisu matematickych struktur, budeme se je ale pribézné snazit ilustrovat na jiz
znamych piikladech. Zaroven mizeme tuto ¢ast brat jako cviceni ve formalnim
pfistupu k objekttim a konceptiim matematiky.
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1.57. Relace mezi mnozinami. Bindrni relaci mezi mnozinami A a B rozumime
podmnozinu R kartézského soudinu A x B. Casto piSeme a ~p b pro vyjadieni
skutecnosti, ze (a,b) € R, tj. ze body a € A a b € B jsou v relaci R. Definiénim
oborem relace je podmnozina

DcA, D={acA;3be B,(a,b) € R}.
Podobné oborem hodnot relace je podmnozina
IcB, I={beB;JacA/lab) € R}

Specidlnim pfipadem relace mezi mnozinami je zobrazent z mnoziny A do mno-
ziny B. Je to pripad, kdy pro kazdy prvek defini¢niho oboru relace existuje praveé
jeden prvek z oboru hodnot, ktery je s nim v relaci. NAm zndmym ptipadem zobra-
zeni jsou vSechny skalarni funkce, kde oborem hodnot zobrazeni je mnozina skalart,
tfeba celych nebo realnych ¢isel. Pro zobrazeni zpravidla pouzivame znaceni, které
jsme také u skalarnich funci zavedli. PiSeme

f:DCA—ITICB,f(a)=0b
pro vyjadfeni skutecnosti, Ze (a,b) patii do relace, a fikdme, Ze b je hodnotou
zobrazeni f v bodé a. Déale rikame, ze f je
e zobrazeni mnoziny A do mnoziny B, jestlize je D = A,
e zobrazeni mnoziny A na mnozinu B, jestlize je D = A a I = B, ¢asto také
surjektivni zobrazent
o injektivni zobrazent, jestlize je D = A a pro kazdé b € [ existuje pravé jeden
vzor a € A, f(a) =b.
Vyjadreni zobrazeni f : A — B jakozto relace
fCcAxB, [f=A{(a f(a));ac A}
zname také pod nazvem graf zobrazeni f.
1.58. Skladani relaci a funkci. U zobrazeni je jasna koncepce, jak se skladaji.
Maéame-li zobrazeni f: A — B a g: B — C, pak jejich sloZeni g o f je definovano
(g0 f)(a) =g(f(a)).
Ve znaceni pouzivaném pro relace totéz mtizeme zapsat jako
fcAxB, [f={(a f(a));ac A}
gCcBxC, g={(bg(b));be B}
gofCAXC, gof={(a,g(f(a)));ac A}.

Zcela obdobné definujeme skldddni relaci, v pfedchozich vztazich jen doplnime
existencni kvantifikatory, tj. musime uvazovat vSechny ,vzory“ a vSechny ,o0b-
razy“.Uvazme relace R C A x B, S C B x C. Potom

SoRCAxC, SoR={(a,c);3be B,(a,b) € R,(b,c) €S}
Zvlastnim pripadem relace je identické zobrazeni
ida ={(a,a) € Ax A;a € A}

na mnoziné A. Je neutralni vzhledem ke sklddéni s kazdou relaci s definié¢nim obo-
rem nebo oborem hodnot A.
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Pro kazdou relaci R C A x B definujeme inverzni relaci
R ={(b,a); (a,b) € R} C B x A.

Pozor, u zobrazeni, je stejny pojem uzivan ve specifi¢téjsi situaci. Samoziejmé, ze
existuje pro kazdé zobrazeni jeho invezni relace, ta vSak nemusi byt zobrazenim.
Zcela logicky proto hovorime o existenci inverzniho zobrazeni, pokud kazdy prvek
b € B je obrazem pro pravé jeden vzor v A. V takovém piipadé je samoziejmé
inverzni zobrazeni pravé inverzni relaci.

Vsimnéme si, Ze slozenim zobrazeni a jeho inverzniho zobrazeni (pokud obé
existuji) vZdy vznikne identické obrazeni, u obecnych relaci tomu tak byt nemusi.

1.59. Relace na mnoziné. V piipadé A = B hovoifime o relaci na mnoziné A.
Rikame, Ze R je:
o reflexivni, pokud id4 C R (tj. (a,a) € R pro vSechny a € A),
o symetrickd, pokud R~! = R (tj. pokud (a,b) € R, pak i (b,a) € R),
e antisymetrickd, pokud R~'NR C id4 (tj. pokud (a,b) € R a zaroven (b,a) € R,
pak a =b),
o tranzitivni, pokud Ro R C R, tj. pokud z (a,b) € R a (b,¢) € R vyplyva i

(a,c) € R.

Relace se nazyva ekvivalence, pokud je soucasné reflexivni, symetricka i tranzitivni.
Relace se nazyva usporddadni jestlize je reflexivni, tranzitivni a antisymetricka.

Dobrym piikladem uspofadani je inkluze. Uvazme mnozinu 24 vSech podmno-
7in koneéné mnoziny A (znaceni je specidlnim piipadem obvyklé notace B4 pro
mnozinu vSech zobrazeni A — B) a na ni relaci X C Z danou vlastnosti ,byt
podmnozinou“. Evidentné jsou splnény vSechny tfi vlastnosti pro usporadani: sku-
tecneé, je-li X C Y a zaroven Y C X musi byt nutné mnoziny X a Y stejné. Je-li
X CY C Zjetaké X C Z a také reflexivita je zfejma.

Rikéme, Ze uspofadani je upiné, kdyz pro kazdé dva prvky plati ze jsou srov-
natelné, tj. bud a < b nebo b < a. VSimnéme si, ze ne vSechny dvojice (X,Y)
podmnozin v A jsou srovnatelné v tomto smyslu. Pfesnéji, pokud je v A vice nez
jeden prvek, existuji podmnoziny X a Y, kdy neni ani X C Y ani Y C X.

Pfipomerime rekurentni definici pfirozenych éisel N = {0,1,2,3,...}, kde

0=0, n+1={0,1,2,...,n}.
Definujeme relaci m < n pravé, kdyz m € n. Evidentné jde o tplné tsporadani.

Napft. 2 < 4, protoze

2= {(Z)a {(Z)}} C {@7 {Q]}a {(Z)a {(Z)}}v {Q)v {Q}’ {(2)7 {0}}}} =4.

Jinak fefeno, samotnd rekurentni definice zadava vztah n < n-+1 a tranzitivné pak
n < k pro vSechna k, ktera jsou timto postupem definovana pozdéji.

1.60. Rozklad podle ekvivalence. Kazda ekvivalence R na mnoziné A zadava
zéroven rozklad mnoziny A na podmnoziny vzajemné ekvivalentnich prvki, tzv.
tridy ekvivalance. Klademe pro libovolné a € A

R, ={b e A;(a,b) € A}
Casto budeme pséat pro R, prosté [a], je-li z kontextu ziejmé, o kterou ekvivalenci
jde.
Zjevné R, = R, pravé, kdyz (a,b) € R a kazda takovd podmnozina je tedy
reprezentovana kterymkoliv svym prvkem, tzv. reprezentantem. Zaroven R, N Ry, #
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() prave, kdyz R, = Ry, tj. tiidy ekvivalence jsou po dvou disjunktni. Konec¢né,
A = UgeaRg, tj. celd mnozina A se sukteéné rozlozi na jednotlivé tiidy.

Mizeme také tiidam rozkladu rozumét tak, ze t¥idu [a] vaimame jako prvek a
»az na ekvivalenci®.

1.61. Priklad — konstrukce celych a racionalnich éisel. Na pfirozenych ¢is-
lech umime sice s¢itat a vime, Ze pfictenim nuly se ¢islo nezméni. Umime i definovat
odecitani, pfi ném ale jen nékdy existuje vysledek.

Zakladni ideou konstrukce celych ¢isel z prirozenych je tedy pridat k nim chy-
béjici rozdily. To miizeme udélat tak, ze misto vysledku odecitani budeme pracovat
s usporfadanymi dvojicemi ¢isel, které nam samoziejmé vzdy vysledek dobfe repre-
zentuji. Zbyva jen dobife definovat, kdy jsou (z hlediska vysledku odeciténi) takové
dvojice ekvivalentni. Potiebny vztah tedy je:

(a,b) ~ (a',V) <= a—-b=d -V < a+b =d+0b.

Vsimnéme si, ze zatimco vyrazy v prostfedni rovnosti v pfirozenych cislech neu-
mime, vyrazy v pravo uz ano. Snadno ovéfime, ze skutecné jde o ekvivalenci a
jeji t¥idy oznacime jako cela ¢isla Z. Na nich definujeme operaci séitani (a s ni i
odeditéani) pomoci reprezentantti. Napt.

[(a;0)] + [(¢,d)] = [(a + ¢, b+ d)],

coz zjevné nezavisi na vybéru reprezentantu. Lze si pritom vzdy volit reprezentanty
(a,0) pro kladna ¢isla a reprezentanty (0,a) pro ¢isla zdpornd, se kterymi se ndm
bude patrné pocitat nejlépe.

Tento jednoduchy prklad ukazuje, jak diilezité je umét nahlizet na tiidy ekvi-
valence jako na celistvy objekt a soustredit se na vlastnosti téchto objekti, nikoliv
formalni popisy jejich konstrukei. Ty jsou vsak dilezité k ovéreni, ze takové objekty
vibec existuji.

U celych ¢isel ndm uz plati vSechny vlastnosti skalara (KG1)-(KG4) a (O1)-
(04), viz a Pro néasobeni je neutralnim prvkem jednicka, ale pro vsechna
¢isla a rtizna od nuly a jedni¢ky neumime najit ¢islo a=! s vlastnosti a-a=! = 1, tzn.
chybi nam inverzni prvky. Zaroven si povSimnéte, ze plati vlastnost oboru integrity
(OI), viz tzn. je-li soucin dvou ¢isel nulovy, musi byt alespon jedno z nich nula.

Diky posledni jmenované vlastnosti muzeme zkonstruovat raciondlni ¢isla QQ
pridanim vSech chybéjicich inverzi zcela obdobnym zptisobem, jak jsme konstruovali
Z 7z N. Na mnoziné usporddanych dvojic (p,q), ¢ # 0, celych ¢éisel definujeme relaci
~ tak, jak ocekdvdme, ze se maji chovat podily p/q:

(p.a)~®.d) <= »ple=v/d = pd-p-a
Opét neumime ocekavané chovani v prostfedni rovnosti v mnoziné 7Z formulovat,
nicméné rovnost na pravé strané ano. Zjevné jde o dobfe definovanou relaci ekviva-
lence (ovéite podrobnostil) a raciondlni ¢isla jsou pak jeji t¥idy ekvivalence. Kdyz
budeme formélné psat p/q misto dvojic (p,q), budeme definovat operace nésobeni
a s¢itani pravé pomoci formuli, které nam jsou jisté dobfe znamy.

1.62. Priklad — zbytkové t¥idy. Jinym dobrym a jednoduchym pfikladem jsou
tzv. zbytkové tiidy celych cisel. Pro pevné zvolené pfirozené cislo k definujeme
equivalenci ~, tak, ze dvé Cisla a, b € Z jsou ekvivalentni, jestlize jejich zbytek po
déleni ¢islem k je stejny. Vyslednou mnozinu tiid ekvivalence oznacujeme Zj.
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Nejjednodussi je tato procedura pro k = 2. To dostavame Zo = {0,1}, kde
nula reprezentuje suda ¢isla, zatimco jednicka c¢isla lichad. Opét lze snadno zjistit,
Ze pomoci reprezentantt muZzeme definovat nasobeni a séitani. Zkuste si ovérit, ze
vyslednd mnozina ,skalart“ je komutativnim télesem (tj. spliiuje i vlastnost (P) z
1.2)) praveé kdyz je k prvocislo.
Zavérem si jeSté procvicme spolu s relacemi jesté i kombinatoriku:

1.63. Ekvivalence ano ¢i ne. Rozhodnéte, zda nasledujici relace na mnoziné M
Jjsou relace ekvivalence:

(1) M =A{f:R—=R}, (f ~g) < f(0)=g(0).

(2) M={f:R—=R}, (f~g) <= f(0)=g(1).
(3) M je mnozina pfimek v roviné, dvé piimky jsou v relaci, jestlize se neprotinaji.
(4)

4) M je mnozina primek v roviné, dvé primky jsou v relaci, jestlize jsou rovno-
bézné.

(5) M =N, (m~n) <= S(m)+ S(n) =20, kde S(n) znadi ciferny soucet ¢isla
n.

Reseni.

(1) Ano. Ovéfime tii vlastnosti ekvivalence:

i) Reflexivita: pro libovolnou realnou funkci f je f(0) = f(0).

ii) Symetrie: jestlize plati f(0) = ¢(0), pak i g(0) = f(0).

iii) Tranzitivita: jestlize plati f(0) = g(0) a g(0) = h(0), pak platii f(0) = h(0).
(2) Ne. Definovana relace neni reflexivni, napf pro funkci sin mame sin(0) # sin(1)
(3) Ne. Relace opét neni reflexivni (kazda pfimka protind sama sebe)
(4) Ano. T¥idy ekvivalence pak tvofi mnoZinu neorientovanych smértt v roving.
(5) Ne. Relace neni reflexivni. S(1) + 5(1) = 2.

O

1.64. Pocet injektivnich zobrazeni mezi mnoZinami. Urdete pocet injektiv-
nich zobrazeni mnoziny {1,2,3} do mnoziny {1,2,3,4}

Reseni. Libovolné injektivni zobrazeni mezi uvazovanymi mnozinami je dano vy-
bérem (uspofddané) trojice z mnoziny {1,2,3,4} (prvky ve vybrané trojici budou
po Tadé obrazy ¢isel 1, 2, 3) a obracené kazdé injektivni zobrazeni ndm zadéava ta-
kovou trojici. Je tedy hledanych injektivnich zobrazeni stejné jako moznosti vybéru
usporddanych trojic ze ¢tyf prvki, tedy v(3,4) =4-3-2 = 24. O

1.65. Pocet surjektivnich zobrazeni mezi danymi mnoZinami. Urcete po-
¢et surjektivnich zobrazeni mnoziny {1,2,3,4} na mnozinu {1,2,3}

Reseni. Pocet zjistime obecnjm principem ,inkluze a exkluze“. Od poc¢tu viech
zobrazeni ode¢teme ta, kterd nejsou surjektivni, t.j. ta, jejichz obor hodnot je bud
jednoprvkovou nebo dvouprvkovou mnozinou. Vsech zobrazeni je V(3,4) = 3%,
zobrazeni, jejichz oborem hodnot je jednoprvkova mnozina, jsou t¥i. Pocet zobrazeni
jejichz oborem hodnot je dvouprvkovd mnozina je (g) (2% -2) ((g) zpusoby miizeme
vybrat defini¢ni obor a mame-li jiz dva prvky fixoviny, mame 2% — 2 moznosti, jak
na né zobrazit ¢tyfi prvky). Celkem je tedy pocet hledangch surjektivnich zobrazeni

(1.30) 34— (2) (2% —2) — 3 = 36.
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1.66. Pocet relaci ekvivalence na mnoziné. Urcete pocet relaci ekvivalence
na mnoziné {1,2,3,4}.

Reseni. Ekvivalence mtizeme poéitat podle toho, kolik prvkii maji jejich tifdy
rozkladu. Pro poc¢ty prvki t¥id rozkladu ekvivalenci na ¢tyfprvkové mnoziné jsou

tyto moznosti:
Pocty prvka ve tridach rozkladu pocet ekvivalenci daného typu

L,1,1,1 1
2,1,1 ()
4
2,2 2(2)
4
3,1 (1)
4 1
Celkem tedy mame 15 raznych ekvivalenci. O

Zavérem jesté jeden priklad ukazujici, ze ,divné“ skalary se chovaji divné:

1.67. Nenulovy mnohoélen s nulovymi hodnotami. Najdéte nenulovy mno-
hoclen s koeficienty v Zz, tj. vyraz typu a,x™ + -+ a1x + ag, a; € Z7, ay # 0,
takovy, Zze na mnoziné 7Z; nabyva pouze nulovych hodnot (tj. dosadime-li za x
libovolny z prvku Z; a vyraz v Zr vycislime, dostaneme vzdy nulu).

ResSeni. Pii konstrukei tohoto mnohoé¢lenu se opfeme o Malou Fermatovu vétu,
ktera 1ika, ze pro livovolné prvocislo p a ¢islo a s nim nesoudélné plati:

(1.31) a?~! = 1(mod p).

Hledany polynom je tedy napiiklad polynom z” — x (polynom x% — 1 by nemél

nulovou hodnotu v ¢isle 0). O



KAPITOLA 2

Elementarni linearni algebra

neumite jesté pocitat se skaldry?
- zkusme to rovnou s maticemi. ..

1. Vektory a matice

2.1. Vektory nad skalary. Symbolem K budeme nadéle zna¢it néjakou mnozinu
skalart. Prozatim budeme vektorem rozumét usporadanou n-tici skalart, kde pevné
zvolené n € N budeme nazyvat dimenzi. S¢itani vektort definujeme po slozkich
(skaléry samoziejmé s¢itat umime) a nasobeni vektoru v = (ay, ..., a,) skaldrem b
definujeme tak, Ze kazdy prvek n-tice u vynasobime skaldrem b (skalary v K nésobit
umime), tj.

utv=_(a1,...,an)+ (b1,...,bp) = (a1 +b1,...,an + by)
b-u=b-(a,...,an)=(b-ay,...,b-ap).

Zpravidla pozadujeme, aby skalary byly z néjakého poleEI, viz
Pro séitani vektort v K™ zjevné plati (KG1)—(KG4) s nulovym prvkem

0=(0,...,0) € K"

Schvalné zde pouzivame pro nulovy prvek stejny symbol jako pro nulovy prvek
skalarii. Podobné budeme pro séitani a ndsobeni pouzivat stale stejny symbol (plus
a bud tec¢ku nebo prosté zietézeni znakt). Navic nebudeme pouzivat pro vektory
zadné specialni znaceni, a ponechdvame na C¢tenafi aby udrzoval svoji pozornost
premyslenim o kontextu. Pro skalary ale spise budeme pouzivat pismena ze zacatku
abecedy a pro vektory od konce (prostfedek ndm ztstane na indexy proménych,
komponent a v souctech).
Pro vsechny vektory v, w € K" a skalary a, b € K plati

(V1) a-(vtw)=a-v+a-w
(V2) (a+b)-v=a-v+b-v
(V3) a-(b-v)=(a-b)-v
(V4) l-v=v

Pro kterékoliv pole skalari K se snadno ovéfi pravé sformulované vlastnosti
(V1)—(V4) pro K", protoze pii ovéfovani vzidy pouzivdme pouze vlastnosti skalart
uvedené v a Budeme takto pracovat napt. s R™, Q", C", (Zg)", n =
1,2,3,....

1Ctenéj, ktery se jesté nesmifil s abstrakci okruhd a poli, necht pfemysli v rdmci ¢iselnych
obort. Potom okruhy skalart zahrnuji i celd ¢isla Z a vSechny zbytkové tfidy, zatimco mezi poli
jsou pouze R, Q, C a zbytkové tfidy Zj s prvociselnym k.

37



38 2. ELEMENTARNI LINEARNI ALGEBRA

Vsimnéme si také, ze k ovéfeni vlastnosti (V1)—(V4) potfebujeme pro pouzité
skalary pouze vlastnosti okruhu. Vlastnost (P) vsak bude pfesto podstatna pozdéji.

2.2. Matice nad skalary. Matici typu m/n nad skaldry K rozumime obdélnikové
schéma

a1 ai2 N A1n
a21 a2 N aon
A=
am1 QAm2 oo Qmn
kde a;; € K pro véechny 1 <i <m, 1< j <n. Matici A s prvky a;; znacime také
A= (aij).
Vektory (a;1,aia, ..., ain) € K® nazyvame (i—té) fadky matice A,i=1,...,m,
vektory (a1;,a2j,...,am;) € K™ nazgvame (j-té) sloupce matice A, j=1,...,n.
Matici mtizeme také chapat jako zobrazeni A : {1,...,m} x {1,...,n} —» K.

Matice typu 1/n nebo n/1 jsou vlastné préavé vektory v K™. I obecné matice lze
vSak chapat jako vektory v K™, prosté zapomeneme na fadkovani. Zejména tedy
je definovano s¢itani matic a nasobeni matic skaléary:

A+ B = (aij + bij)7
kde A = (a;;), B = (b)),

a-A=(a.aij),
kde A = (aij), a € K. Déle pak matice
—A = (—ay)
se nazyva matice opacnd k matici A a matice
0 ... 0
0=1": :
0o ... 0

se nazyva nulovda matice. Zapomenutim fadkovani tak ziskdme nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni. Predpisy pro A+ B, a-A, —A, 0 zaddvaji na mnoziné véech matic typu
m/n operace s¢itani a ndsobend skaldry spliugici aziomy (V1)-(V4).

2.3. Priklad. Matice 1ze vhodné vyuZit pro zépis linedrnich rovnic. Uvazme na-
sledujici systém m rovnic v n proménnych:

1171 + a12T2 + -+ + A1 Ty = Y1

a21%1 + A22%2 + ++ + + A2 Ty = Y2

Am1%1 + Gm2T2 + -+ - + GmnTn = Ym-

Posloupnost z1,...,x, lze chipat jako vektor proménnych, tj. sloupec v matici
typu n/1, a podobné s hodnotami y1, ..., y,. Systém rovnic lze pak formalné psat
vetvaru A-x =y :

aiz ... Qin x1 Y1

am1 --- Qmn Ln Yn
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Pivodni rovnice nyni obdrzime tak, ze vidy bereme fadky z A a séitdme souéiny
odpovidajicich komponent, tj. a;1x1+- « -+ainxy. Tim ziskame i-ty prvek vysledného
vektoru.

V roviné, tj. pro vektory dimenze 2, jsme uz zavedli takovyto pocet a vidéli
jsme, Ze s nim lze pracovat velice efektivné (viz . Nyni budeme postupovat
obecnéji a zavedeme i na maticich operace nasobeni.

2.4. Souéin matic. Pro libovolnou matici A = (a;;) typu m/n nad okruhem
skalarii K a libovolnou matici B = (b;x) typu n/q nad K definujeme jejich souéin
C = A- B = (¢;) jako matici typu m/q s prvky

n
Cik = Zaijb]‘k, pro libovolné 1 <i<m, 1 <k <gq.
j=1

2 1 2 1 1\ _ (3 2 3

1 -1 -1 0 1) \3 10
2.5. Ctvercové matice. Je-li v matici stejny pocet fadkd a sloupct, hovoiime o
Ctvercové matici. Pocet Tadkt a sloupcu pak nazyvame také dimenzi matice. Matici

Napriklad mame

1 ... 0
E=(6)=1: .
0o ... 1
se fika jednotkovd matice. Na mnoziné ¢tvercovych matic nad K dimenze n je soucin

matic definovan pro kazdé dvé matice, je tam tedy definovana operace nasobeni:

Tvrzeni. Pro libovolny okruh skaldri je ma mnoziné vSech étvercovych matic di-
menze n definovdna operace ndsobend. Spliiuje vlastnosti[1.9(01) a (03) vzhledem
k jednotkové matici E = (d;;). Ddle spolu se scitdnim matic vyhovuje u(04)
Obecné vsak neplati[1.9(02) ani (OI), zejména tedy neplati[1.9(P).

DUkAZ. Asociativita ndsobeni — (O1): ProtoZe skalary jsou asociativni, distribu-
tivni i komutativni, mizeme spocist

A = (a;5) typam/n, B = (bjk) typu n/p, C = (cx1) typu p/q

B= Zaij.bjk Z bjk-Cri)
(A-B) Z Za” k) -Chi) = z};aij.bjk.ckl
Za” Zb keChl)) = jik:aij.bjk.ckl
Js
Jednotkovy prvek — (03):

a0 Qim 01 --- 0

am1 - Omm O 0 o1
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(04) - distributivita: opét diky distributivité skalarii snadno spoc¢teme pro ma-
tice A = (a;5) typu m/n, B = (b;x) typu n/p, C = (¢;x) typu n/p, D = (di) typu
p/q

A-(B+C)= Za” bjk + ¢jr) = Za” k) (Zaijcjk)):A~B+A-C
J
(B+C)-D= (Z(bjk-‘rcjk dkl ijkdk:l (chkdkl)) =B-D+C-D
k k

Neni komutativni: - jak jsme jiz vidéli v [T.42] dvé matice dimenze 2 nemusi

komutovat:

(69)6 0)=(6 o
o) 0)= (6 o)

Tim jsme ziskali zaroven protipfiklad na platnost (O2) i (OI). Pro matice typu
1/1 ovSem oba axiomy samoziejmé plati, protoze je maji samy skaldry a pro vétsi
matice ziskdme protipfiklady snadno tak, Ze pravé uvedené matice umistime do
levého horniho rohu piislusnych étvercovych schémat a doplnime nulami. (Ovéite
si samil) O

V dikazu jsme vlastné pracovali s maticemi obecnéjsiho typu, dokéazali jsme
tedy prislusné vlastnosti obecnéji:

Tvrzeni. Ndsobeni matic je asociativni a distributivni, tj. A-(B-C) = (A-B)-C,
A-(B+C)=A-B+ A-C, kdykoliv jsou tato ndsobeni definovdna. Jednotkovd
matice je neutrdlnim prvkem pro ndsobent zleva i zprava.

2.6. Inverzni matice. Se skaldry umime pocitat tak, Ze z rovnosti a-x = b umime
vyjadiit = a~! - b, kdykoliv inverze k a existuje. Podobné bychom to méli umét s
maticemi, mame ale problém, jak poznat, zda takova existuje, a jak ji spocitat.

Rikdme, 7e B je matice inverzni k matici A, kdyZ? A- B = B- A = E. PiSeme
pak B = A~! a je samozfejmé, Ze obé matice musi mit tutéz dimenzi n. Matici, k
niz existuje matice inverzni, itkdme invertibilni matice.

Pokud A~! a B~! existuji, pak existujei (A- B)~! = B~1. A~1. Je totiz (diky
pravé dokézané asociativité ndsobeni) (B~} ~A*1) (AB)=B"'-(A"'.A).-B=F
a(A-B)- (B_1 A‘l) =A- (B B_l) A7l =
chovani, mizeme formalné snadno fesit systémy linedrnich rovnic: Jestlize vyjad-
fime soustavu n rovnic pro n neznamych souc¢inem matic

ail A1m T Y1
A X = . . . =

am1 Amm Tm Ym
a existuje matice inverzni k matici A, pak lze nésobit zleva A~! a dostaneme A~!-
y=A"1-A.-2=F- 2=z, tj. hledané feseni.

Naopak rozepsinim podminky A - A~! = E pro neznamé skalary v hledané
matici A~! dostaneme n systémi linearnich rovnic se stejnou matici na levé strané

a rtiznymi vektory napravo.
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2.7. Ekvivalentni Gpravy matic. Z hlediska feSeni systému rovnic
A-z=b

je jisté pfirozené povazovat za ekvivalentni matice A a vektory b, které zadavaji
systémy rovnic se stejnym fesenim. Uvedeme si jednoduché manipulace s fadky
rovnic a stejnym zptisobem pak mizeme upravovat i vektor napravo. Kdyz se ndm
podaii vlevo dostat systém s jednotkovou matici, bude napravo feseni puvodniho
systému. Takovym operacim fikame rddkové elementdrni transformace. Jsou to:

e zaména dvou radkl
e vynasobeni vybraného fadku nenulovym skalarem
e pri¢teni fadku k jinému radku.
Je zjevné, ze odpovidajici operace na trovni rovnic v systému nemohou zménit
mnozinu v8ech jeho feSeni. Pozdéji bude vidét, Ze sloupcové transformace odpovidaji
feSeni téhoz systému ale v transformovanych soufadnicich
Analogicky, sloupcové elementdrni transformace matic jsou

e zdména dvou sloupct

e vynasobeni vybraného sloupce nenulovym skalarem

e pri¢teni sloupce k jinému sloupci,
ty vSak nezachovavaji feSeni piislusnych rovnic, protoze mezi sebou michaji samotné
proménné.

Systematicky muzeme pouzit elementarni fadkové upravy k postupné elimi-

naci proménnych. Postup je algoritmiclky a vétsinou se mu rikd Gausova eliminace
proménnych.

Tvrzeni. Nenulovou matici nad libovolngm okruhem skaldri K lze konecné mnoha
elementdrnimi fadkovymi transformacems prevést na tzv. (fadkové) schodovity tvar:

o Je-li a;; = 0 a vsechny predchozi prvky na i-tém vddku jsou také nulove, potom
ar; = 0 pro vsechna k > 1
e je-li a(i_1); proni nenulovy prvek na (i — 1)-nim vddku, pak a;; = 0.

DUKAzZ. Matice v fadkové schodovitém tvaru vypada takto

0 ... 0 aij; ... . Q1m
0 ... 0 0 ... Qo ... Qom
0o ... ... 0 Alp

a matice muze, ale nemusi, konc¢it nékolika nulovymi fadky. K prevodu libovolné
matice muzeme pouzit jednoduchy algoritmus:

(1) Zaménou Fadkt docilime, Ze v prvnim fadku bude v prvnim nenulovém sloupci
nenulovy prvek, necht je to j-ty sloupec.

(2) Pro ¢ = 2,..., vynasobenim prvniho fadku prvkem a;;, i-tého Fadku prvkem
ay; a odectenim vynulujeme prvek a;; na i-tém radku.

(3) Opakovanou aplikaci bodi (1) a (2), vzdy pro zbytek fadki a sloupcti v ziskané
matici dospéjeme po koneéném poctu krokid k pozadovanému tvaru.

O
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Uvedeny postup je skutecné pravé obvykla eliminace proménnych v systémech
linearnich rovnic. Pro feSeni systémi rovnic ma ale uvedeny postup rozumny smysl
jen, kdyz mezi skalary neexistuji délitelé nuly. Pokud tvoii skalary pole, pak mizeme
navic ze schodovitého tvaru snadno spoéist feseni (pfipadné ovétit jeho neexistenci),
promyslete si peclivé rozdil mezi K = Z, K = R a pfipadné Zs nebo Zs.

2.8. Poznamka. Vsimnéme si, Ze elementédrni fadkové (resp. sloupcové) transfor-
mace odpovidaji vynasobenim zleva (resp. zprava) nasledujicimi maticemi:
(1) Pfehozeni i-tého a j-tého Fadku (resp. sloupce)

1 0

0

1

(2) Vynésobeni i-tého Ffadku (resp. sloupce) skalarem a:

1
1
a —
1
1
(3) Seéteni i-tého fadku (resp. sloupce) s j-tym:
1 0
0
1 — 1
1
1
J

Toto prostinké pozorovani je ve skutecnosti velice podstatné, protoze soucin
invertibilnich matic je invertibilni a vSechny elementarni transformace jsou nad
polem skalart invertibilni. Pro libovolnou matici A tedy dostaneme nasobenim
vhodnou invertibilni matici P = Py --- P, zleva (postupné ndsobeni k maticemi
zleva) jeji ekvivalentni fadkovy schodovity tvar A’ = P - A.

Jestlize obecné aplikujeme tentyZ eliminacni postup na sloupce, dostaneme z
kazdé matice B jeji sloucovy schodovity tvar B’ vyndsobenim vhodnou invertibilni
matici Q = Q1 --- Q. Pokud ale za¢neme s matici B = A’ v fadkové schodovitém
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tvaru, eliminuje takovy postup pouze vsechny dosud nenulové prvky mimo diago-
nalu matice a zavérem lze jesté i tyto elementarnimi operacemi zménit na jednicky.
Celkem jsme tedy ovérili dulezity vysledek, ke kterému se budeme mnohokrat vra-
cet:

2.9. Véta. Pro kaZdou matici A typu m/n nad polem skaldri K existuji étvercové
invertibilni matice P dimenze m a Q dimenze n takové, Ze matice P- A je v vadkové
schodovitém tvaru a

1 0 0
0 1 0 0
P-A-Q= 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0

2.10. Algoritmus pro vypocet inverzni matice. V predchozich tivahach jsme
se dostali prakticky k aplnému algoritmu pro vypocet inverzni matice. Béhem jed-
noduchého nize uvedeného postupu bud zjistime, Ze inverze neexistuje, nebo bude
inverze spoctena. I nadale pracujeme nad polem skalart.

Ekvivalentni fadkové transformace se ¢tvercovou matici A dimenze n vedou
k matici P’ takové, ze P’ - A bude v fadkové schodovitém tvaru. Pritom muze
(ale nemusi) byt jeden nebo vice poslednich fadkt nulovych. Jestlize ma existovat
inverzni matice k A, pak existuje i inverzni matice k P’ - A. JestliZe vsak je posledni
rfadek v P - A nulovy, bude nulovy i posledni fadek v P - A - B pro jakoukoliv matici
B dimenze n. Existence takového nulového fadku ve vysledku (fadkové) Gaussovy
eliminace tedy vylucuje existenci A~1.

Predpokladejme nyni, ze A~! existuje. Podle pfedchoziho, nalezneme Fadkové
schodovity tvar bez nulového radku, tzn. Ze vSechny diagonalni prvky v P’ - A
jsou nenulové. Pak ovsem pokracovanim eliminace od pravého dolniho rohu zpét
a vynormovanim diagondlnich prvka na jednicky ziskdme jednotkovou matici E.
Jinymi slovy, najdeme dalsi invertibilni matici P” takovou, ze pro P = P” - P’ plati
P - A = E. Vyménou radkovych a sloupcovych transformaci lze za predpokladu
existence A1 stejnym postupem najit Q takovou, ze A -Q = E. Odtud

P=P-E=P-(A-Q) =(P-4)-Q=Q.

To ale znamen4, Ze jsme nalezli hledanou inverzni matici A=! = P = Q k A.

Prakticky tedy miizeme postupovat tak, ze vedle sebe napiseme ptuvodni matici
A a jednotkovou matici F/, matici A upravujeme fadkovymi elementarnimi tpravami
nejprve na schodovity tvar, potom tzv. zpétnou eliminaci na diagonalni matici a v té
nasobime fadky inverznimi prvky z K. Tytéz ipravy postupné provadéné s E vedou
pravé k matici P = P"” - P’ z pfedchozich tvah, tedy z ni ziskdme pravé hledanou
inverzi. Pokud tento algoritmus narazi na vynulovani celého fadku v ptivodni matici,
znamena to, ze matice inverzni neexistuje.

2.11. Zavislost fadku a sloupcu a hodnost matice. V predchozich tvahach
a poctech s maticemi jsme stale pracovali se sc¢itdnim Fadkt nebo sloupcti coby
vektori, spolu s jejich nasobenim skalary. Takové operaci fikame linedrni kombi-
nace. V abstraktnim pojeti se k operacim s vektory vratime za chvili v [2:23] bude
ale uzite¢né pochopit podstatu uz nyni. Linedrni kombinaci fadkt (nebo sloupct)
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matice A = (a;;) typu m/n rozumime vyraz aju;, +- - -+ aru;, , kde a; jsou skalary,
uj = (aj1,...,a;j,) jsou fadky (nebo u; = (aij,. .., am;) jsou sloupce) matice A.

Jestlize existuje linearni kombinace danych fadkt s alespon jednim nenulovym
skalarnim koeficientem, jejimz vysledkem je nulovy radek, fikdme, ze jsou linedrné
zavislé. V opacném pripadé, tj. kdyz jedinou moznost jak ziskat nulovy radek je vy-
nasobeni vyhradné nulovymi skalary, jsou linedrne nezdvislé. Obdobné definujeme
linearné zavislé a nezavislé sloupce matice.

Predchozi vysledky o Gausové eliminaci muzeme vnimat takovym zptsobem,
ze pocet vyslednych nenulovych ,schodi“ v fadkové nebo sloupcové schodovitém
tvaru je vzdy roven témuz prirozenému ¢islu a to poc¢tu linearné nezavislych radki
matice a témuz poctu linedrné nezavislych sloupci matice. Tomuto ¢islu fikdme
hodnost matice, zna¢ime h(A). Zapamatujme si vysledné tvrzeni:

Vé&ta. Necht A je matice typu m/n nad polem skaldri K. Matice A md stejny pocet
h(A) lindrné nezdvislych fadki a linedrné nezdvislych sloupci. Zejména je hodnost
vZdy nejvyse rovna mensimu z rozmériu matice A.

Algoristmus pro vypocet inverznich matic také rikd, ze c¢tvercovd matice A
dimenze m ma inverzi pravé, kdyz je jejl hodnost rovna poctu radka m.

Ukazme si jesté uziti matic pro bézné geometrické transformace, podobné jako
v nasich tvahach o geometrii roviny (viz :

2.12. Matice rotaci podle souradnicovych os. Napiste matici zobrazeni rotaci
o tihel ¢ postupné kolem os x, y, z v R>.

Reseni. Pii rotaci libovolného bodu kolem dané osy (feknéme z), se piislusna
soutadnice daného bodu neméni, v roviné dané dvéma zbylymi osami pak jiz je
rotace dana znamou matici 2 X 2. Postupné tedy dostdvame néasledujici matice:
Rotace kolem osy z:
cosp —singp 0
sinp cosg O
0 0 1
Rotace kolem osy y:
cosp 0 sing
0 1 0
—singp 0 cose

Rotace kolem osy z:

1 0 0

0 cosp —singp

0 sinp cosp
U matice rotace kolem osy y musime davat pozor na znaménko. Je totiz rotace
kolem osy y v kladném smyslu, tedy takova rotace, ze pokud se divame proti sméru
osy ¥, tak se svét toci proti sméru hodinovych rucicek, je rotaci v zaporném smyslu
v roviné zz (tedy osa z se ota¢i smérem k z). Rozmyslete si kladny a zaporny smysl
rotace podél vsech tii os. O

2.13. Matice rotace kolem dané osy. NapiSte matici zobrazeni rotace v klad-
ném smyslu o tihel 60° kolem piimky dané pocdtkem a vektorem (1,1,0) v R3.

Reseni. Dana otéceni je slozenim nésledujicich ti zobrazeni:
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e rotace 0 45° v zaporném smyslu podle osy z (osa rotace (1,1,0) pfejde do osy

)

e rotace o 60° v kladném smyslu podle osy x.
e rotace o 45° v kladném smyslu podle osy z (osa x prejde zpét na osu danou

vektorem (1,1,0)).

Matice vysledné rotace tedy bude souc¢inem matic odpovidajicich témto tfem
zobrazenim, pricemz poradi matic je dano poradim provadéni jednotlivych zobra-
zeni, prvnimu zobrazeni odpovida v soucinu matice nejvice napravo. Celkem tedy
dostavame pro hledanou matici A vztah:

V2 V2 o 1 0 0 vz V2 3 1 V6
2 2 2 2 4 4 4
A=|v2 2 of-lo L 2|2 v (of= 1 38
2 2 2 2
V3 1
0 0 1/)\0 % 3 0 0 1 —vE S8 ]
O

2. Determinanty

V paté casti prvni kapitoly jsme vidéli, ze pro ¢tvercové matice dimenze n
nad realnymi Cisly existuje skalarni funkce det, kterd matici pfifadi nenulové ¢islo
pravé, kdyz existuje jeji inverze. Nefikali jsme to sice stejnymi slovy, ale snadno si
to ovérite, viz odstavce pocinaje a formule ([1.26)). Determinant byl uziteény i
jinak, viz a[L.45] kde jsme si volnou tivahou odvodili, Ze obsah rovnobéznika by
mél byt linedrné zavisly na kazdém ze dvou vektort definujicich rovnobéznik a ze
je uziteéné zaroven pozadovat zménu znaménka pii zméné poradi téchto vektort.
Protoze tyto vlastnosti mél, az na pevny skalarni nasobek, jediné determinant,
odvodili jsme, Ze je obsah dan pravé takto. Nyni uvidime, Ze podobné lze postupovat
v kazdé kone¢né dimenzi.

V této c¢asti budeme pracovat s libovolnymi skalary K a maticemi nad témito
skalary.

2.14. Definice determinantu. Pfipomenme, zZe bijektivni zobrazeni mnoziny X
na sebe se nazyva permutace mnoziny X, viz Je-li X ={1,2,...,n}, lze per-
mutace zapsat pomoci vysledného potradi ve formé tabulky:

1 2 e n
<0(1) o(2) ... a(n)) '
Prvek z € X se nazyva samodruznym bodem permutace o, je-li o(x) = z. Permu-
tace o takova, Ze existuji pravé dva rtzné prvky z,y € X s o(x) =y a o(z) = 2
pro vSechna ostatni z € X se nazyva transpozice, znacime ji (x,y).

V dimenzi dva byl vzorec pro determinant jednoduchy — vezmeme vSechny
mozné souciny dvou prvki, po jednom z kazdého sloupce a rfadku matice, opat-
fime je znaménkem tak, aby pfi prehozeni dvou sloupct doslo ke zméné celkového
znaménka, a vyrazy vSechny secteme:

A= (‘C’ Z) det A = ad — be.

Obecng, necht A = (a;;) je étvercova matice dimenze n nad K. Determinant matice
A je skalar det A = |A| definovany vztahem

4] = D s8n(0)a1s()  0202) o)
O'EEn
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kde X, je mnoZina vSech moznych permutaci na {1,...,n} a znaménko sgn pro kaz-
dou permutaci jesté musime popsat. Kazdy z vyrazl sgn(o)ai,(1) - G20(2) * * * Gno(n)
nazyvame élen determinantu |A|.

Jednoduché piiklady uz umime: je-li n = 1, pak |a11| = a;1 € K, apron =2 je

ail a2

= tai1a22 — ai2a21.
Gz1 Q22

Podobné pro n = 3 se dd uhodnout (chceme linearitu v kazdém sloupci a antisy-
metrii)

a1 ai2 a3
Q21 Q22 23| =+ (11022033 — G13022031 1+ 413021032
as1 azz2 ass

— a11023032 + A12023031 — A12021033.

Tomuto vzorci se ¥ikd Saarusovo pravidlo.

Jak tedy najit spravna znaménka? Rikdme, Ze dvojice prvki a,b € X =
{1,...,n} tvofi inverzi v permutaci o, je-li a < b a o(a) > o(b). Permutace o
se nazyva sudd (resp. lichd), obsahuje-li sudy (resp. lichy) pocet inverzi.

Parita permutace o je (—1)Po¢et nverzi 4 ynagime ji pravé sgn(o). Tolik definice,
chceme ale védét, jak s paritou pocitat. Z nasledujiciho tvrzeni uz je jasné vidét,
ze Saarusovo pravidlo skuteéné pocitd determinant v dimenzi 3.

Tvrzeni. Na mnoziné X = {1,2,...,n} je pravé n! rizngch permutaci. Tyto lze
seradit do posloupnosti tak, Ze kaZdé dvé po sobé jdouci se lisi prdvé jednou trans-
pozici. Lze pri tom zacit libovolnou permutact a kaZdd transpozice méni paritu.

DUKAZ. Pro jednoprvkové a dvouprvkové X tvrzeni samoziejmé plati. Budeme
postupovat indukci pfes dimenzi.

Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro vSechny mnoziny s n — 1 prvky a uvazme
permutaci o(1) = ay,...,0(n) = a,. Podle indukéniho pfedpokladu vSechny per-
mutace, které maji na poslednim misté a,,, dostaneme z tohoto poradi postupnym
provadénim transpozic. Pfitom jich bude (n — 1)!. V poslednim z nich prohodime
o(n) = a, za néktery z prvkil, ktery dosud nebyl na poslednim misté, a znovu
usporadame vSechny permutace s timto vybranym prvkem na poslednim misté do
posloupnosti s pozadovanymi vlastnostmi. Po n-nasobné aplikaci tohoto postupu
ziskdme n! zarucené ruznych permutaci, tzn. vSechny, pravé predepsanym zpuso-
bem. Vsimnéte si, ze dulezitou ¢asti postupu je moznost zacit s libovolnou z per-
mutaci.

Zbyva posledni dovétek o paritach. Uvazme pofadi (aq,...,a;, ai41,...,n), ve
kterém je r inverzi. Pak zjevné je v pofadi (ay,...,a;41,a;...,n) bud r — 1 nebo
r + 1 inverzi. Kazdou transpozici (a;,a;) lze pfitom ziskat postupnym provedenim
(j—i)+(j—i—1) = 2(j —4) — 1 transpozic sousednich prvkii. Proto se provedenim
libovolné transpozice parita permutace zméni. Navic jiz vime, Ze vSechny permutace
lze ziskat provadénim transpozic. (Il

Zjistili jsme, zZe provedeni libovolné transpozice zméni paritu permutace a ze
kazdé potadi ¢isel {1,2,...,n} lze ziskat postupnymi transpozicemi sousednich
prvki. Dusledkem tohoto popisu je, Ze na kazdé mnoziné X = {1,...,n},n > 1, je
pravé %n! sudych a %n! lichych permutaci.
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Jestlize slozime dvé permutace za sebou, znamena to provést napred vSechny
transpozice tvofici prvni a pak druhou. Proto pro libovolné permutace o, : X — X
plati

sen(o o) = sgn(o) -sgn(n), sgn(o) = sgn(o).

2.15. Rozklad permutace na transpozice. Napiste permutaci
1 2 3 45
P= <3 12 5 4)
Jjako slozeni transpozici. Je tato permutace suda nebo licha?

Reseni. Transpozici prvki i a j, budeme znacit jako (i, j). Danou permutaci mii-
zeme rozlozit nejprve na nezavislé cykly, ty potom na transpozice. V nasem ptipadé
je dand transpozice slozenim dvou cykli: (1,2,3) a (4,5) (rozklad dostaneme tak,
ze si vybereme jeden prvek a ten opakované zobrazujeme pomoci dané permutace,
dokud nedostaneme na pocatku zvoleny prvek; ,cesta” prvku tvori cyklus; z prvki,
které jsme jesté neprosli vybereme opét dalsi a opét ho opakované zobrazujeme po-
moci dané permutace; opakujeme tak dlouho, dokud neprobereme vSechny prvky
mnoziny, na které permutace pisob{). V nasem piipadé se prvek 1 zobrazuje na 3,
prvek 3 na prvek 2, prvek 2 zpét na 1, dostavame tedy cyklus (1, 3,2). Prvni prvek,
ktery jsme jesté neprosli je cislo 4: 4 se zobrazuje na 5, 5 zpét na 4; dostavame
transpozici, neboli cyklus délky dva. Mame tedy

P=(1,3,2)0(4,5).
Cyklus (1, 3,2) jesté rozloZime na transpozice: (1,3,2) = (1,3)0(3,2). Celkem tedy
P=(1,3)0(3,2)0(4,5).

Parita poctu transpozici v rozkladu je dana jednoznacné a udava sudost ¢i lichost
permutace. Nase permutace je tedy licha. 0

2.16. Jednoduché vlastnosti determinantu. Pro kazdou matici A = (a;5)
typu m/n na skaldry z K definujeme matici transponovanou k A. Jde o matici
AT = (ai;) s prvky aj; = aj; typu n/m.

Ctvercovad matice A s vlastnosti A = AT se nazjva symetrickd. Jestlize plati
A = — AT pak se A nazyva antisymetricka.

Véta. Pro kaZdou ctvercovou matici A plati

(1) |AT] = |A],

(2) Je-li jeden tddek v A tvoten nulovymi prvky z K, pak |A| =0,

(3) Jestlize matice B vznikla z A vgménou dvou Fddki, pak |A| = —|B),

(4) Jestlize matice B vznikla z A vynasobenim Fadku skaldrem a € K, pak |B| =

al4l,

(6) Jsou-li proky k-tého fddku v A tvaru ax; = ci; + brj a vSechny ostatni fddky v
maticich A, B = (b;j), C = (cij) jsou stejné, pak |A| = |B| +|C|,

(6) Determinant |A| se nezméni, pricteme-li k libovolnému fadku A linedrni kom-
binaci ostatnich radki.

DtKAz. (1) Cleny determinantt |A| a |AT| jsou v bijektivni korespondenci.
Clenu SgN(0)a14(1) - G20(2) - * * Gno(n) PFitom odpovidd clen

SgN(0) Ay (1)1 * Ao (2)2 " Ao(n)n = SGR(T)A15-1(1) * A20-1(2) """ Ang—1(n)>
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pficemz musime ovérit, ze je tento Clen opatfen spravnym znaménkem. Parita o a
o~ ! je ale stejna, jde tedy opravdu o ¢len |AT| a prvni tvrzeni je dokézéano.

(2) Plyne pfimo z definice determinantu, protoZe vSechny jeho ¢leny budou
nulové.

(3) Ve vsech ¢lenech |A| dojde u permutaci k pfidani jedné transpozice, zna-
ménko vSech ¢lent determinantu tedy bude opac¢né.

(4) Vyplyva pfimo z definice, protoZe ¢leny determinantu |B| jsou ¢leny |A]
vynasobené skaldrem a.

(5) V kazdém ¢lenu |A| je pravé jeden soucinitel z k-tého fddku matice A.
Protoze plati distributivni zdkon pro nasobeni a s¢itani v K, vyplyva tvrzeni pfimo
z defini¢niho vztahu pro determinanty.

(6) Jsou-li v A dva stejné fadky, jsou mezi ¢leny determinantu vzdy dva s¢itance
stejné az na znaménko. Proto je v takovém piipadé |A| = 0. Je tedy podle tvrzeni
(5) mozné pticist k vybranému fadku libovolny jiny fadek, aniz by se zmnénila
hodnota determinantu. Vzhledem k tvrzeni (4) lze ale pficist i skaldrni nasobek
libovolného jiného fadku. |

2.17. Poznamka. Vsimnéme si hezkého dusledku prvniho tvrzeni pfedchozi véty
o rovnosti determinantd matice a matice transponované. Zarucuje totiz, ze kdyko-
liv se nam podafi dokéazat néjaké tvrzeni o determinantech formulované s vyuzi-
tim Fadka pfislusné matice, pak analogické tvrzeni plati i pro sloupce. Napf. tedy
muzeme okamzité vSechna tvrzeni (2)—(6) této véty preformulovat i pro pri¢itani
linearnich kombinaci ostatnich sloupcti k vybranému.

Vlastnosti (3)—(5) fikaji, ze determinant jako zobrazeni, které n vektortim di-
menze n (fddkim nebo sloupcim matice) pfifadi skalar je antisymetrické zobrazeni
linearni v kazdém svém argumentu, pfesné jak jsme podle analogie z dimenze 2 po-
zadovali.

Pro matici v fadkovém nebo sloupcovém schodovitém tvaru je jedinym nenu-
lovym ¢lenem determinantu ten, ktery odpovida identické permutaci. Vidime tedy,
7e determinant takové matice je |A| = a11 - a2 - - apyn. Predchozi véta tedy po-
skytuje velice efektivni metodu vypoc¢tu determinantt pomoci Gaussovy eliminac¢ni

metody, viz. 2.7}

2.18. Dalsi vlastnosti determinantu. Casem uvidime, ze skuteéné stejné jako
v dimenzi dva je determinant matice roven orientovanému objemu rovnobéznosténu
urceného jejimi sloupci. Uvidime casem také, ze kdyz uvazime zobrazeni z — A - x
zadané ¢tvercovou matici A na R", pak muZeme determinant této matice vidét
jako vyjadreni poméru mezi objemem rovnobéznosténu danych vektory x1,...x, a
jejich obrazy A -xq,..., A x,. Protoze skladani zobrazeni x — A -z +— B-(A-x)
odpovida nasobeni matic, je snad docela pochopitelna tzv. Cauchyova véta:

Véta. Necht A = (a;5), B = (bij) jsou ¢étvercové matice dimenze n nad okruhem
skaldri K. Pak |A- B| = |A| - |B|.

My tuto vétu odvodime ryze algebraicky uz proto, ze predchozi odvoléavka na
geometricky argument tézko muze fungovat pro jakékoliv skalary. Zakladnim néa-
strojem je tzv. rozvoj determinantu podle jednoho nebo vice fadkt ¢i sloupct.
Budeme potiebovat néco malo technické piipravy. Ctenéf, ktery by snad tolik abs-
trakce neztravil muze tyto pasaze preskocit a vstfebat pouze znéni Laplaceovy véty
a jejich dusledk.
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Necht A = (a;;) je matice typum/nal<i; <...<ip<m,1<j; <...<
71 < n jsou pevné zvolena prirozend c¢isla. Pak matici

Aiygy Qiygy -+ Qiggy
M =
Qiggr Qiggo  --- Qiggy
typu k/¢ nazgvame submatici matice A uréenou fadky iy, ..., asloupci ji, ..., js.

Zbyvajicimi (m—k) fadky a (n—1) sloupci je uréena matice M* typu (m—k)/(n—¥),
kterd se nazyva doplikovd submatice k M v A. P¥i k = ( je definovan |M]|, ktery
nazyvame subdeterminant nebo minor radu k matice A. Je-li m = n, pak pii k = ¢
jei M* étvercova a |M™*| se nazyva doplnék minoru |M|, nebo doplitkovy minor k
submatici M v matici A. Skalar

(_1)il+---+ik+j1+-~+jz i |M*‘

se nazyva algebraicky doplnék k minoru |M|. Submatice tvofené prvnimi k fadky a
sloupci se nazyvaji hlavni submatice, jejich determinanty hlavni minory matice A.
Pii specialni volbé k = ¢ = 1, m = n hovofime o algebraickém dopliiku A;; prvku
a;; matice A.

Pokud je |M | hlavni minor matice A, pak p¥imo z definice determinantu je vidét, Ze soudin
|M| s jeho algebraickym doplitkem je €lenem determinantu.

Necht je obecnd submatice M urcena fadky i1 < ia < --- < ix a sloupci j1 < -+ < ji.
Pak pomoci (i1 — 1)+ - -+ (ix — k) vymén sousednich Fadkl a (j1 — 1)+ -+ (jx — k) vymén
sousednich sloupct v A pfevedeme submatici M na hlavni submatici a dopliikova matice pfitom
prejde pravé na doplikovou matici. Celd matice A prejde pfitom v matici B, pro kterou plati
podlea definice determinantu |B| = (—1)“|A|, kde a = ZZ:1(ih —Jn)—2(1+---+k).
Tim jsme ovérili:

Tvrzeni. Necht A je ¢tvercovd matice dimenze n a |M]| je jeji minor fddu k < n. Pak
soucin libovolného élenu |M| s libovolngm élenem jeho algebraického dopliku je célenem

1A].

Toto tvrzeni uz podbizi predstavu, ze by se pomoci takovych soucini menSich determi-
nanti skute¢né mohl determinant matic vyjadfovat. Vime, Ze |A| obsahuje pravé n! riznych
¢lent, pravé jeden pro kazdou permutaci. Tyto cleny jsou navzajem rlizné jakoZto polynomy v
prvcich (nezndmé obecné) matice A, pfitom Ize pro kazdy z €leni zvolit matici A takovou, Ze
pouze tento ¢len bude nenulovy.

Ukazeme si, ze uvazované souciny |M |- |M ™| obsahuji pravé n! riznych ¢lent z |A], bude
tvrzeni véty dokazano. Ze zvolenych k radki lze vybrat (Z) minorl M a podle predchoziho
lematu je kazdy z k!(n — k)! &leni v soucinech |M]| s jejich algebraickymi doplitky &lenem
|A|. Pfitom pro rizné vybéry M nemlZeme nikdy obdrZet stejné ¢leny a jednotlivé €leny
v (—1)ftFietint e )L | M| jsou také po dvou riizné. Celkem tedy mame pravé
pozadovany polet k!(n — k)!(}) = n! &lend.

Tim jme bezezbytku dokazali tzv. Laplaceovu vétu:

Véta. Necht A = (a;;) je ¢tvercovd matice dimenze n nad libovolngm okruhem
skaldri a necht je pevné zvoleno k jejich vadki. Pak |A] je soucet vsech (Z) soucini
(—1)atFaetitti M| - | M*| minori fddu k vybranych ze zvolenych vddki, s
jegich algebraickymi doplriky.

2.19. Dusledky Laplaceovy véty. Predchozi véta prevadi vypocet |A| na vy-
pocet determinanti nizsiho stupné. Této metodé vypoctu se fika Laplacetv rozvoj
podle zvolenych 1adkt ¢i sloupcti. Napt. rozvoj podle i-tého fadku nebo i-tého
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sloupce:
n n
Al = aijAij = a;iA;;
i=1 j=1

kde A;; oznacuje algebraicky doplnék k prvku (minoru stupné 1) a;;. Pfi praktic-
kém pocitani determinantd byva vyhodné kombinovat Laplacetiv rozvoj s pfimou
metodou pricitani linearnich kombinaci radku ¢i sloupcu.

2.20. Jednoduchy ptriklad rozvoje. Spocitejte determinant matice

O = ==
== N W
N = DN Ot
=N NN

ResSeni. Zacneme rozvijet podle prvniho sloupce, kde mame nejvice (jednu) nul.
Postupné dostavame

} 3 g g 2 2 2 35 6 35 6
N N 1
01 2 1
Podle Saarusova pravidla o ) L6=2.
0

Vypocet determinanti bude standardnim krokem v mnoha dalsich dlohach,
proto ponechame i procvicovani na tyto praktictéjsi prilezitosti.

2.21. Dukaz Cauchyovy véty. Jde o trikovou ale elementdrni aplikaci Laplaceovy véty.
Pouzijeme prosté dvakrat Laplacelv rozvoj na vhodné matice:

UvaZme nejprve matici H dimenze 2n (pouzivdme tzv. blokovou symboliku, tj. piseme
matici jakoby sloZenou z matic)

aill A1n 0 0

- A 0\ _ |an ... ann 0 ... 0
~\-E B) | -1 0 bir ... bin
0 -1 bnl “ee bnn

Laplaceovym rozvojem podle prvnich n ¥adka obdrzime pravé |H| = |A] - |B].
Nyni budeme k poslednim n sloupctim postupné pricitat linearni kombinace prvnich n
sloupci tak, abychom obdrzeli matici s nulami v pravém dolnim rohu. Dostaneme

ail Aln C11 Cin

K= an1 ... Ann Cnl ... Cnn
—1 0 0O ... 0
0 -1 0o ... 0

Prvky submatice nahore vpravo pfitom musi spliiovat

Cij = aitbij + aizb2; + -+ + Ainbn;
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neboli jde pravé o prvky soutinu A - B a |K| = |H|. Pfitom rozvojem podle poslednich n
sloupcli dostavame

(K] = (~1)" AL B = (<) A Bl = |4 B

2.22. Determinant a inverzni matice. Predpokladejme nejprve, Ze existuje
matice inverzni k matici A, tj. A- A~! = E. Protoze pro jednotkovou matici plati
vzdy |E| = 1, je pro kazdou invertibilni matici vzdy |A| invertibilni skaldr a plati
A7 = A7,

My v8ak kombinaci Laplaceovy véty a Cauchyho véty umime vic. Pro libovolnou
¢tvercovou matici A = (a;;) dimenze n definujeme matici A* = (aj;), kde af; = Aj;
jsou algebraické dopliky k prvkim aj; v A. Nazyvame ji algebraicky adjungovana
matice k matici A.

Véta. Pro kazdou ctvercovou matici A nad okruhem skaldri K plati
AA* =A*A=|A|-E.
Zejmeéna tedy
(1) A=Y existuje jako matice nad okruhem skaldri K prdvé, kdyZ |A|~t emistuje v
K.
(2) Pokud existuje A=Y, pak plati A= = |A|7L - A*.

DUKAz. Jak jsme jiz zminili, Cauchyova véta ukazuje, ze z existence A~! vyplyva
invertibilita |A] € K. Predpokladejme naopak, Ze |A| je invertibilni skalar. Spoc¢teme
piimym vypocétem A - A* = (ci;):

n n
*
Cij = E AikQrj = E ik Aj.-
k=1 k=1

Pokud 7 = j je to pravé Laplacetv rozvoj |A| podle i-tého fadku. Pokud i # j jde o rozvoj
determinantu matice v niz je i-ty a j-ty fadek stejny a proto je ¢;; = 0. Odtud plyne
A-A" = |A|l- E, ale jiz vjsme odvodili, Ze z rovnosti A- B = FE plynei B- A = E.
(Pokud tomu nékdo d4 prednost, miize zopakovat predesly vypocet pro A* - A.) O

3. Vektorové prostory a linearni zobrazeni

Vratme se ted na chvilku k systémiim m linearnich rovnic pro n proménnych z
[2:3] a predpokladejme navic, Ze jde o rovnice tvaru A -z = 0, tj.

ail e A1n X1 0

Am1l -+ Omn Ty 0

Diky vlastnosti distributivity pro ndsobeni matic je okamzité zfejmé, Ze soucet dvou
Feseni x = (x1,...,2n) ay = (y1,-..,Yn) spliiuje

A-(z+y)=A-z+A-y=0

a je tedy také feSenim. Stejné tak zlustava feSenim i skalarni nasobek a-x. Mnozina
vSech TeSeni pevné zvoleného systému rovnic je proto uzaviend na s¢itani vektorid a
nasobeni vektoru skalary. To byly zakladni vlastnosti vektort dimenze n v K", viz
[23] Ted ale mame vektory v prostoru feSeni s n soufadnicemi a ,dimenze* tohoto
prostoru ur¢ité nemd byt n (pokud matice systému neni nulovd). P¥ipady dvou
rovnic pro dvé neznamé jsme potkali pfi feSeni geometrickych problémut v roviné v
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[I.41]a pro dvé zavislé rovnice byl mnozinou vSech Feseni ,, jednorozmérny* prostor —
pfimka. U dvou nezévislych rovnic to byl prisec¢ik dvou pfimek, tj. ,nularozmérny*
prostor.

Uz v jsme ale potkali jesté zajimavéjsi priklad prostoru vsech feseni ho-
mogenni linedrni diferen¢ni rovnice (druhého fadu). Opét jsme dvé FeSeni mohli
libovolné kombinovat pomoci s¢itani a nasobeni skalary a dostali jsme tak vSechna
mozna feSeni. Tyto ,vektory* ovSem jsou nekonecné posloupnosti ¢isel, prestoze
intuitivné ocekavame, ze dimenze celého prostoru feseni by méla byt dveé.

Potiebujeme proto obecnéjsi definici vektorového prostoru a jeho dimenze:

2.23. Abstraktni vektorové prostory. Vektorovgm prostorem V nad polem
skalart K rozumime mnozinu spolu s operaci s¢itani, pro kterou plati axiomy
[1.I(KG1)-(KG4), a s nasobenim skaldry, pro které plati axiomy 2.1 V1)-(V4).

Pfipoménme naéi jednoduchou konvenci ohledné znaceni: skalary budou zpravi-
dla oznacovany znaky z pocatku abecedy, tj. a, b, c, . . ., zatimco pro vektory budeme
uzivat znaky z konce, u, v, w, x, y, z. Pfitom jesté navic vétsinou z, y, z budou
opravdu n-tice skalart. Pro uplnost vyctu, pismena z prostfedka, napt. i,j, k, ¥
budou nejcastéji oznacovat indexy vyrazu.

Abychom se trochu pocviéili ve formélnim postupu, ovéfime jednoduché vlast-
nosti vektort (které pro n-tice skalari byly samoziejmé, nicméné ted je musime
odvodit z axiom)

Tvrzeni. NechtV je vektorovy prostor nad polem skaldri K, ddle uvaZme a,b,a; €
K, vektory u,v,u; € V. Potom

(1

) a- uzOprdUékdyéuzOnebouzo
2) (1) u=-u

(3) a- (ufv)fa u—a-v

(4) (a—b)-u=a-u—>b-u

(5)( ?1%)'(2]':1 j):Z?:lz;nzlai'uj'

DUKAZ. MiZeme rozepsat

(a+0)-u(‘/=2)a-u+0-u:a-u

coz podle axiomu (KG4) zaruc¢uje 0 - u = 0. Nyni

u+(=1)-u (2

a odtud —u = (—1) - u. Déle

(1+(-1)-u=0-u=0

a-(u+(-1)-v) (Vivg)wu—i—(—a)w:wu—a-v
coz dokazuje (3). Plati
(a—b)-u(V2£V3)a ut(=b)-u=a-u—>b-u

a tim je ovéfeno (4). Vztah (5) plyne indukei z (V2) a (V1).

Zbyva (1):a-0=a-(u—u) =a-u—a-u =0, coz spolu s prvnim tvrzenim
tohoto dukazu ukazuje jednu implikaci. K opa¢né implikaci poprvé potiebujeme
axiom pole pro skaldry a axiom (V4) pro vektorové prostory: je-lip-u=0ap #0,
paku=1-u=(p'-p)-u=p 1 -0=0. O
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V odstavci [2.17] jsme pracovali s tzv. linedrnimi kombinacemi Fadkid matice.
S obecnymi vektory budeme zachézet zcela analogicky: Vyrazy tvaru a; -vy +--- +
ay - v, nazyvame linedrni kombinace vektort vy,...,vx C V. Mnozina vektort
M C V ve vektorovém prostoru V nad K se nazyva linedrné nezdvisld jestlize pro
kazdou k-tici vektortu vy, ...,vx € M a kazdé skalary aq,...,ar € K plati:

al'vl+"'+ak'vk}:0 =3 a1:a2:---=ak:0.

Posloupnost vektort vy, ..., v, nazveme linedrné nezdvislou jestlize vy, ..., v jsou
po dvou rtzné a {vi,..., v} je linedrné nezavisla. Mnozina M vektort je linedrné
zavisld, jestlize neni linedrné nezavisla. Pfimo z definice pak vyplyva, Ze neprazdna
podmnozina M vektori ve vektorovém prostoru nad polem skalarti K je zavisla
pravé, kdyz je jeden z jejich vektort vyjadritelny jako linearni kombinace ostatnich.

Ptimo z definic plyne, Ze kazda podmnozina linedrné nezavislé mnoziny M je
linedrné nezavisla. Stejné snadno vidime, ze M C V je linedrné nezavisla praveé
tehdy, kdyz kazda koneénd podmnozina v M je linedrné nezavisla.

2.24. Vektorovy prostor ano ¢i ne? Rozhodnéte o nasledujicich mnozinach,
jestli jsou vektorovymi prostory nad télesem realnych cisel:

(1) Mnozina FeSeni homogenni diferen¢ni rovnice.
(2) Mnozina FeSeni nehomogenni diferen¢ni rovnice.
3) {f:R—=R|f(x) =c,ceR}

Reseni. (1) Ano. Mnozina feseni, tedy mnozina posloupnosti vyhovujicich dané
diferen¢ni homogenni rovnici, je evidentné uzaviend vzhledem ke s¢itani i nasobeni
redlnym ¢islem: méjme posloupnosti (2,)5% o a (¥, )22, vyhovujici stejné homogenni
diferenc¢ni rovnici, tedy

a(n)x, +aln —Dzp_q +---+a(l)zy =

a(n)yn + a(n - l)ynfl + -+ a(]-)yl =

Sectenim téchto rovnic dostaneme

a(n)(@n +yn) +a(n = )(@n1 +yn-1) +---+al)(@z1+y) = 0,

tedy i posloupnost (z, + yn)5S2,, vyhovuje stejné diferencéni rovnici. Rovnéz tak
pokud posloupnost (z,)22, vyhovuje dané rovnici, tak i posloupnost (kz,)52,
kde k € R.
(2) Ne. Souéet dvou feSeni nehomogenni rovnice
a(n)x, +a(n —Day_q+---+al)zy = ¢
a(m)y, +an—Dy,—1+-+al)yr = ¢, ceR—{0}

vyhovuje rovnici

a(n)@n + n) + a(n = D)(@no1 +yo1) + - +a) (e +y1) = 240,

zejména pak nevyhovuje ptuvodni nehomogenni rovnici.
(3) Vnimame-li zadani jako ,pro pevné z € R a pevné ¢ pozadujeme po re-
alnych funkcich, aby f(z) = ¢“, pak je to vektrorovy prostor pravé, kdyz ¢ = 0.
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Pokud nam jde naopak o konstantni funkce, ty pochopitelné vektorovy prostor jsou
(opét jednorozmérny redlny prostor R). O

2.25. Generatory a podprostory. Podmnozina M C V se nazyvé vektorovym
podprostorem jestlize spolu se zuZenymi operacemi séitani a nasobeni skalary je
sama vektorovym prostorem. Tzn. pozadujeme

Va,be K, Yo, we M, a-v+b-we M.

Rozeberme si hned nékolik prikladt: Prostor n—tic skalar R™ se s¢itdnim a
nasobenim po slozkach je vektorovy prostor nad R, ale také vektorovy prostor nad
Q. Napt. pro m = 2, jsou vektory (1,0),(0,1) € R? linedrné nezavislé, protoze z
a-(1,0) +b-(0,1) = (0,0) plyne a = b = 0. Dale, vektory (1,0),(+/2,0) € R?
jsou linearné zavislé nad R, protoze v/2 - (1,0) = (v/2,0), oviem nad Q jsou line-
arné nezavislé! Nad R tedy tyto dva vektory ,generuji“ jednorozmérny podprostor,
zatimco nad Q je dvourozmérny.

Polynomy stupné nejvyse m tvoii vektorovy prostor R,,[x]. Polynomy miizeme
chapat jako zobrazeni f : R — R a sCitdni a nésobeni skalary definujeme takto:
(f+9)(x) = f(z)+g(x), (a- f)(xz) =a- f(z). Polynomy vSech stupiiti také tvoii
vektorovy prostor Ry [z] a R,,[x] C R, [x] je vektorovy podprostor pro vSechna
m < n < oco. Podprostory jsou napf. vSechny sudé polynomy nebo liché polynomy
(f(—2) = £f(z)).

plné analogicky jako u polynomi miiZzeme definovat strukturu vektorového
prostoru na mnozin€ vsech zobrazeni R — R nebo vsech zobrazeni M — V libovolné
pevné zvolené mnoziny M do vektorového prostoru V.

Protoze podminka v definici podprostoru obsahuje pouze univerzalni kvantifi-
katory, je jisté prinik podprostort opét podprostor. Snadno to ovéfime i pfimo:
Necht W;, i € I, jsou vektorové podprostory ve V, a,b € K, u,v € N;efW;. Pak
pro vSechny t € I, a-u+b-v € W;, to ale znamené, ze a-u+b-v € N W.

Zejména je tedy podprostorem prinik vSech podprostort W C V, které ob-
sahuji pfedem danou mnozinu vektort M C V. Rikdme, Ze takto M generuje
podprostor (M), nebo ze prvky M jsou generdtory podprostoru (M).

Zformulujme opét nékolik jednoduchych tvrzeni o generovani podprostort:

Tvrzeni. Pro kaZdou podmnozinu M C V plati

(1) < >f{a1~u1+~~+ak-uk; keNaq; GK,Uj GM,j:].,...,k}
(2) M = (M) prdvé kdyz M je vektorovy podprostor

(3) jestlize N C M pak (N) C (M) je vektorovy podprostor

(4) (0) = {0} C V, trividini podprostor.

Dokaz. (1) Plati {aqus + - - + apug} C (M) a zéroven je to vektorovy pod-
prostor (ovétte!), ktery obsahuje M. (2) plyne z (1) a definice vektorového pod-
prostoru. (3): Nejmensi vektorovy podprostor je {0}, protoZze prazdnou mnoZzinu
obsahuji vSechny podprostory a kazdy z nich obsahuje 0. O

2.26. Baze a souclty podprostoru. Necht V;, i € I, jsou podprostory ve V. Pak
podprostor generovany jejich sjednocenim, tj. (U;c;V;), nazyvame soucétem podpro-

storu V;. Znacime Ziel Vi. Zejména pro Vi,..., Ve C 'V,

i+ +Ve=(WVUVKhU---UV).
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Vidéli jsme, ze kazdy prvek v uvazovaném souctu podprostori mizeme vy-
jadrit jako linearni kombinaci vektori z podprostori V;. Protoze vsak je scéitani
vektorti komutativni, 1ze k sobé poskladat ¢leny patiici do stejného podprostoru a
pro konec¢ny soucet k podprostorii tak dostavame

Vit Vot ot Vi={oi+ - +og vieVii=1,... k.

Soucet W = Vi +---+ V), C V se nazyva primy soucet podprostorii, jsou-li primiky
vSech dvojic trividlni, tj. V; N'V; = {0} pro vSechny i # j. V takovém piipadé lze
kazdy vektor w € W napsat pravé jednim zpusobem jako soucet

w =101+ -+ U,
kde v; € V;. Pro pfimé soucty piseme
WZ‘G@---éBVk:@f:lW.

Podmnozina M C V se nazyva baze vektorového prostoru V, jestlize (M) =V
a M je linedrné nezavisla. Vektorovy prostor, ktery ma konecnou bazi nazyvame
konecnérozmérny, mohutnost baze nazyvame dimenzi Vﬂ Nemaé-li V' konec¢nou bazi,
rikdme, ze V je nekonecnérozmérny. Piseme dimV = k, k € N, pripadné k = oo.
Bézi k-rozmérného prostoru budeme obvykle zapisovat jako k-tici v = (vy ..., vk)
bazovych vektori. Jde tu predevsim o zavedeni konvence: U konecnérozmérnych
podprostorid budeme totiz vidy uvazovat bazi véetné zadaného poradi prvki i kdyz
jsme to takto, striktné vzato, nedefinovali.

Zjevng, je-li (vy,...,v,) bazi V| je cely prostor V pfimym soué¢tem jednoroz-
mérnych podprostora

V=(v1)® - @ (vy).

2.27. Véta. Z libovolné konecné mnoziny generdtori vektorového prostoru V' lze
vybrat bdzi. Kazda bdze V' md pritom stejny pocet proki.

DUKAZ. Prvni tvrzeni je snadno vidét indukei pres pocet generdtort k: Jeding nulovy
podprostor nepotiebuje zadny generator a tedy umime vybrat prazdnou béazi. Naopak,
nulovy vektor vybrat nesmime (generdtory by byly linedrné zavislé) a nic jiného uz v
podprostoru neni. Pii &k = 1 je V. = ({v}) a v # 0 protoze {v} je linedrné nezivisla
mnozina vektord. Pak je ovSem {v} zdroven baze V.

Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro k = n, a uvazme V = (v1,...,0n41). Jsou-li
V1,...,Un+1 linedrné nezavislé, pak tvoti bazi. V opacném pripadé existuje index i takovy,
ze

Vi =a1v1 + o+ ai—1Vio1 + Qir1Vir1 o+ Qnp1Unpt.

Pak ovem V = (v1,...,0i—1,Vit1,...,Un+1) & jiz umime vybrat béazi (podle indukéniho
predpokladu).
Zbyva ovéfit, ze baze maji vzdy stejny pocet prvka. Uvazujme bazi (vi,...,v,) pro-

storu V' a libovolny nenulovy vektor
u=ai-vi+t-tan vy, €V
s a; # 0 pro jisté i. Pak

1
vy = ;(U_(al V1t Gis1 - Vie1 F Qi1 s Vigl o G s V)
1
a proto také (u,vi,...,vi—1,Viq1,...,0n) = V. Jisté je to opét béaze, protoze vektory
VlyevoyViel, Vitl, - - -, Un byly nezavislé, takze kdyby pfidanim w vznikly linedrné zavislé

2Vsimnéme si, ze trividlni podprostor je generovan prazdnou mnozinou, kterd je ”prazdnou”
bazi. M4 tedy trivialni podprostor dimenzi nulovou.
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vektory, pak by u bylo jejich linedrni kombinaci, ale to by znamenalo V' = (v1,...,v;—1,vi41,. ..

coz neni mozné. Takze uz vime, ze pro libovolny nenulovy vektor v € V existuje i,
1 <i<mn, takové, ze (u,v1,...,0i—1,Vit1,-..,0,) je Op&t baze V.

Dale budeme misto jednoho vektoru u uvazovat linearné nezavislou mnozinu u1, ..., ux
a budeme postupné pridavat ui,us,..., vzdy vyménou za vhodné v; podle predchoziho
postupu. Je tieba pouze ovérit, ze takové v; vzdy bude existovat (tj. Ze se nebudou vek-
tory u vyménovat vzajemné). Predpokladejme tedy, ze jiz méme umisténé uq, ..., ue. Pak
Ug41 se jisté vyjadrii jako linearni kombinace téchto vektort a zbylych v;. Pokud by pouze
koeficienty u u1, ..., ue byly nenulové, znamenalo by to, Ze jiz samy vektory wui, ..., uet1
byly linearné zavislé, coz je ve sporu s nasimi predpoklady.

Pro kazdé k < n tak po k krocich ziskame bézi ve které z ptivodni doslo k vyméné k
vektoru za nové. Pokud by k£ > n, pak jiz v n-tém kroku obdrzime bazi vybranou z téchto
vektorl, coz znamend, ze nemohou byt linedrné nezavislé. Zejména tedy neni mozné, aby
dvé baze mély rizny pocet prvkii. O

Ve skuteénosti jsme dokazali silnéjsi tvrzeni, tzv. Steinitzovu vétu o vyméné, kterd Fika,
Ze pro kazdou konecnou bazi a kazdy systém linedrné nezavislych vektori ve V' umime najit
podmnozinu bazovych vektor, které zaménou za zadané nové vektory daji opét bazi. Mizeme
si také sformulovat zjevné disledky:

Tvrzeni. (1) KaZdé dvé bdze konecnérozmérného vektorového prostoru maji stejny
pocet vektori, tzn. Ze nase definice dimenze nezavisi na volbé baze.

(2) Md-li V konecnou bdzi, lze kaZdou linedrné nezdvislou mnoZinu doplnit do bdze.

(3) Bdze konecénérozmérngch vektorovych prostori jsou pravé mazimdlni linedrné
nezdvislé mnoziny

(4) Baze prostoru s konecnou dimenzi jsou prdvé minimdlni mnoziny generdtori

Dausledek. Necht W, W1, Wy C V jsou podprostory v prostoru konecné dimenze.

Pak platy

(1) dimW < dimV

(2) V=W pravé kdyz dim'V = dim W

(3) dim W7 + dim Wy = d1m(W1 + Wz) + d1m(W1 N Wz)

DUKAZ. Zbyva dokédzat pouze posledni tvrzeni. To je zfejmé, pokud je dimenze
jednoho z prostori nulova. Predpokladejme tedy dim Wy = r # 0, dim Wy = s #£ 0

anecht (w; ..., w;) je baze Wi N Wy (nebo prazdnd mnozina, pokud je prinik trivi-
alni). Podle pfedchozi véty lze tuto bazi doplnit na bazi (wq, ..., ws, U1 - . ., Uy ) Pro
W1 abazi (wy ..., we, g1, ..., 0s) pro Wa. Vektory wi, ..., Wi, U1y« oy Upy Vppl - -« Vs

jisté generuji Wy + Wy, UkdZeme, Ze jsou pritom linedrné nezavislé. Necht

aprwr -t apwe b+ b U+ Cipr Vi o+ G0, =0
Pak —(ciq1-vip1+ s ovg) =ar-wi+ -+ ap - wp+ bppr s wp b g
musi pattit do Wo N W;. To ale ma za nasledek, ze b1 1 = --- = b, = 0. Pak ovSem
iay-wy+---+ap-wg+cy1 - v + -+ ¢s - vs = 0 a protoze prislusné vektory
tvoil bazi W, jsou vSechny koeficienty nulové. Tvrzeni (3) se nyni ovéfi pfimym
pocitanim generatoru. O

2.28. Priklady. (1) K™ mé (jako vektorovy prostor nad K) dimenzi n. Bazi je
napi. n-tice vektort
((1,0,...,0),(0,1,...,0)...,(0,...,0,1)).

Tuto bazi nazyvame standardni baze v K™. V pripadé kone¢ného pole skalard, napt.
Zy,, ma cely vektorovy prostor K" jen koneény pocet prvki. Kolik?

7””)7
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(2) C jako vektorovy prostor nad R ma dimenzi 2, bazi tvoii napt. ¢isla 1 a i.
(3) K, [z], tj. prostor polynomt stupné nejvyse m, méa dimenzi m + 1, bazi

je napt. posloupnost 1,z,2%,...,2™. Vektorovy prostor viech polynomt K[z] m4
dimenzi oo, umime v8ak jesté stale najit bazi (i kdyZ s nekoneéné mnoha prvky):
1,z,22,. ...

(4) Vektorovy prostor R nad Q@ ma dimenzi co a nemé spocetnou bazi.
(5) Vektorovy prostor vSech zobrazeni f : R — R ma také dimenzi co a nemé
spocetnou bazi.

2.29. Soufadnice vektoru. Kdyz je mnozina {vy,...,v,} C V je béze, mizeme
kazdy vektor v € V vyjadrit jako linearni kombinaci v = a1v1 + - - - + anv,. Pred-
pokladejme, ze to udélame dvéma zpusoby:

v=a1v1 + -+ apv, =bjvy + - + byv,.

Potom ale

0= (a1 —b1)'U1+"'+(an—bn)'vn
a proto a; = b; pro vSechna i = 1,...,n. Lze tedy kazdy vektor zadat pravé jedinym
zpusobem jako linedrni kombinaci bazovych vektoru. Koeficienty této jediné linearni
kombinace vyjadiujici dany vektor v € V ve zvolené bazi (v1,...,v,) se nazyvaji
souradnice vektoru v v této bazi.

Prirazeni, které vektoru v = ajvy; + - -+ + a,v, prifadi jeho soufadnice v bazi
v, budeme znacit stejnym symbolem v : V' — K”. M4 tyto vlastnostiﬂ

o v(u+w)=uv(u)+uvw); Yu,w eV
e v(a-u)=a-v(u); YVae K,YueV.

To jsou ale vlastnosti zobrazeni, kterym jsme v geometrii roviny fikali linearni
(zachovavaly nasi linedrni strukturu v roving). Jsou tedy soufadnice vlastné linearni
zobrazeni z (abstraktniho) vektororového prostoru V' do n-tic skalart K", kde n je
dimenze V. Nez se budeme vénovat podrobnéji zavislosti soutfadnic na volbé béze,
podivame se obecnéji na pojem linearity zobrazeni.

2.30. Priklad. Priklad. Urcete vSechny konstanty a € R takové, aby polynomy
ar® + x + 2, =222 + ax + 3 a 22 + 2x + a byly linedrné zavislé (ve vektorovém
prostoru polynomii jedné proménné stupné nejvyse 3 nad realnymi Cisly).
Reseni. V bézi 1, z, 22 jsou soufadnice zadanych vektorti (polynomi) nasledujici:
(a,1,2), (—2,a,3), (1,2,a). Polynomy budou zavislé, pravé kdyz bude mit matice,
jejiz tadky jsou tvoreny souradnicemi zadanych vektort mensi hodnost, nez je pocet
vektori, v tomto pripadé tedy hodnost dvé a mensi. V pripadé c¢tvercové matice
nizsi hodnost nez je pocet radki je ekvivalentni nulovosti determinantu dané matice.
Podmika na a tedy zni
a
-2
1

N Q=
QW N
I
o

3Vsimnéme si, Ze operace na levych a pravych stranach téchto rovnic nejsou totozné, naopak,
jde o operace na ruznych vektorovych prostorech! Pri této prilezitosti se také mizeme zamyslet
nad obecnym piipadem baze M (moZnéd nekoneénérozmérného) prostoru V. Baze pak nemusi byt
spocetné, porad ale jesté mizeme definovat zobrazeni M : V — KM (tj. soutadnice vektoru jsou
zobrazeni z M do K).



2.23

58 2. ELEMENTARNI LINEARNI ALGEBRA

tj. a bude kofenem polynomu a® — 6a — 5 = (a + 1)(a? — a — 5), tj. tloha ma tii
1421 0
Yas,

reseni ayp = 71, 2.3 =

2.31. Linearni zobrazeni. Necht V' a W jsou vektorové prostory nad tymz polem
skalart K. Zobrazeni f : V. — W se nazyva linedrni zobrazeni (homomorfismus)
jestlize plati:

(1) flutv)=f(u)+ f(v), Vu,v eV

(2) fla-u)=a- f(u), Va e K, YueV.

Samoziejmé, Ze jsme takova zobrazeni jiz vidéli ve formé nasobeni matic:
K'sz— A-xze K™

s matici typu m/n nad K. Obraz Imf = f(V) C W je zjevné vektorovy pod-
prostor. Stejné tak je vektorovym podprostorem mnozina vSech vektort Ker f :=
F71({0}) C V. Nazgva se jddro linedrniho zobrazeni f. Linearni zobrazeni, které je
bijekci nazyvame izomorfismus.

Podobné jako u abstraktni definice vektorovych prostori, i zde je na misté z axiom( ovérit
zdanlivé samozrejma tvrzeni:

Tvrzeni. Necht f : V. — W je linedrni zobrazeni. Pro vSechny w,ui,...,ur € V,
ai,...,ar € K plati:

(1) f(0)=0

(2) f(-u)=—f(u)

(3) flar-ur+---+ar-up) =ar- flur) + -+ ar - fur)

(4) pro kazdy vektorovy podprostor Vi C 'V je jeho obraz f(Vi) vektorovy podprostor ve

w.
(5) Pro kazdy podprostor W1 C W je mnozina f~(W1) = {v € V; f(v) € Wi} vektorovy
podprostor ve V.

DUKAZ. Pocitdme s vyuzitim axiomu a definic a jiz dokdzanych vysledkil — dohledejte
samostatné!:
FO)=flu—u)=f(1—-1)-u)=0-f(u) =0.
Fl=u) = F((=1) - w) = (1) - f(u) = —F(u).
Vlastnost (3) se ovéfi snadno indukci z definiéniho vztahu.
Z (3) nyni plyne, ze (f(V1)) = f(V1), je to tedy vektorovy podprostor.
Je-li naopak f(u) € Wi a f(v) € Wh, pak pro libovolné skalary bude i f(a-u+b-v) =
a- f(u)+0b- f(v) € Wi. O

2.32. Jednoduché dusledky.

(1) Slozeni go f : V. — Z dvou linedrnich zobrazeni f : V — W ag: W — Z je
opét linearni zobrazeni.

(2) Linedrni zobrazeni f : V — W je izomorfismus pravé kdyz Im f = W a Ker f =
{0} C V. Inverzni zobrazeni k izomorfismu je opét izomorfismus.

(3) Pro podprostory Vi, Vs a linedrni zobrazeni f : V. — W plati f(V; + Va) =
V) + F(Va), F(Vi N Va) € F(VA) N £ (V).

(4) Zobrazeni ”pfifazeni soufadnic” u : V — K" dané libovolné zvolenou bézi
u = (u1,...,u,) vektorového prostoru V je izomorfismus.

(5) Dva koneénérozmérné vektorové prostory jsou izomorfni pravé kdyz maji stej-
nou dimenzi.

(6) Slozeni dvou izomorfism je izomorfismus.
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DUkAZ. Ovéfeni prvniho tvrzeni je snadné cviceni. Pro druhé si uvédomme,
7e je-li f linearni bijekce, pak w = f~1(au + bv) prave, kdyz f(w) = f(a- f~1(u) +
b- f~1(v)). Je tedy inverze k linearni bijekci opét linearni zobrazeni. Déle, f je
surjektivni pravé, kdyz Im f = W a pokud Ker f = {0}, pak f(u) = f(v) zaruéuje
fu—v) =0, tj. u=v. Je tedy v tom pfipadé f injektivni.

Dalsi tvrzeni se dokaze snadno pfimo z definic. Najdéte si protiptiklad, ze v
dokazované inkluzi opravdu nemusi nastat rovnost! Zbyvajici body jsou jiz zfejmé.

O

2.33. Opét souradnice. Uvazujme libovolné vektorové prostory V, W nad K s
dimV = n, dim W = m a méjme linearni zobrazeni f : V' — W. Pro kazdou volbu
bazi u = (u1,...,u,) na V, v = (v1,...,v,) na W, mame k dispozici pfislusna
prifazeni soutradnic:

v w
K? o > Km

Pritom je kazdé linearni zobrazeni jednozna¢né urcéeno svymi hodnotami na libo-
volné mnoziné generatori, zejména tedy na bazi u. Oznacme
flur) = aiy - vy +ag -v2 + -+ amivm

flug) = a1z - v1 + age - V2 + - - + A2t

f(un) = a1p V1 + A2n * V2 + -+ AmnUm

tj. skalary a;; tvoii matici A, kde sloupce jsou souradnice hodnot zobrazeni f na
bazovych vektorech. Pro obecny vektor w = by - ug + - - - + by, - u,, spocteme

fu) =01~ flur) + -+ bn - fun)
=bi(an1v1 + -+ Gm1vm) + -+ bp(@1201 + -+ G Vm)
- (blall + -+ bnaln) * U1 + -+ (blaml + -+ bnamn) *Um

Pomoci nasobeni matic lze nyni velice snadno a prehledné zapsat hodnoty zobra-
zeni f, ,(w) definovaného jednozna¢né predchozim diagramem. Pripomenme si, ze
vektory v K* chapeme jako sloupce, tj. matice typu k/1

fup(u(w)) = v(f(w)) = A u(w).
Matici A nazyvame matici zobrazeni f v bazich u, v. Naopak, kazda volba matice A
typu m/n zadavé jednoznacné linedrni zobrazeni K" — K. Mame-li tedy zvoleny
béaze prostortt V a W, odpovida kazdé volbé matice typu m/n pravé jedno linedrni
zobrazeni V' — W.
Jestlize za V i W zvolime tentyz prostor, ale s riznymi bazemi, a za f iden-
tické zobrazeni, vyjadiuje nas postup vektory baze u v souradnicich vzhledem k v.
Oznac¢me vyslednou matici 7. Kdyz pak zadame vektor u

U=2T1U1 + -+ TpUn

v soufadnicich vzhledem k u a dosadime za w;, obdrzime souradné vyjadieni &
téhoz vektoru v bazi v. Staci k tomu preskladat poradi s¢itanct a vyjadrit skalary
u jednotlivych vektori baze. Podle vyse uvedeného postupu musi vyjit z = T - x.
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Tuto matici nazyvame matice prechodu od baze u k bazi v. Matice T' zadavajici
transformaci soufadnic z baze u do baze v je tedy matici identického zobrazeni
idy : V —=V:

Piimo z definice vyplyva:

Tvrzeni. Matici T prechodu (od baze u k baziv) ziskame tak, Ze soutadnice vektori
baze uw v bazi v napiseme do sloupcu matice T'.

Funkce matice prechodu je takova, ze zname-li soutfadnice x vektoru v bazi u,
pak jeho souradnice v bazi v se obdrzi vynasobenim sloupce x matici pfechodu
(zleva). ProtoZe inverzni zobrazeni k identickému je opét totéz identické zobrazeni,
je matice prechodu vzdy invertibilni a jeji inverze je praveé matice prechodu opa¢nym
smérem, tj. od baze v k bazi u.

2.34. Vice soufadnic. Nyni snadno vidime, jak se sklddaji soufadna vyjadieni
linearnich zobrazeni. Uvazme jesté dalsi vektorovy prostor Z nad K dimenze k s
bazi w, linedrni zobrazeni g : W — Z a oznac¢me piislusnou matici g, .,. Pro matice
téchto zobrazeni dostavame ¢imz jsme odvodili:

Jow O fun() =B-(A-2)=(B-A) 2= (90 fluuw(z)
pro vSechny z € K". Vsimnéte si, ze isomorfismy odpovidaji pravé invertibilnim
maticim.

Stejny postup ndm davéd odpovéd na otizku, jak se zméni matice zobrazeni,
zménime-li baze na defini¢nim oboru i oboru hodnot:

id id
1% 4 ! 117 4
l l’ Fun l g1 l
R > K = KM T = K™

kde T je matice pfechodu od v’ k u a S je matice piechodu od v' k v. Je-li tedy A
ptvodni matice zobrazeni, bude nova dana jako A’ = S~1AT.

Ve specialnim piipadé linearniho zobrazeni f : V' — V vyjadiujeme zpravidla
f pomoci jedné béze u prostoru V, to je prechod k nové bazi v’ bude znamenat
zménu na A’ = T L1AT.

2.35. Piiklad. Je déno linedrni zobrazeni R?® — R3 ve standardni bazi nasledujici
matici:

1 -1 0
0 1 1
2 0 0
Napiste matici tohoto zobrazeni v bazi
ho= (1’ 1, 0)
fo = (_17 1, 1)

fs = (2,0,1).
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ResSeni. Matice pfechodu T od baze f = (f1, fo, f3) k standardni bazi, tj. bazi

danou vektory (1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1)Tziskzime podle Tvrzeni 2.25 zapsanim sou-
fadnic vektoru f1, fo, f3 ve standardni bazi do sloupct matice prechodu 7. Mame
tedy

1 -1 2
T=11 1 0
0 1 1
Matice pfechodu od standardni baze k bazi f je potom T, coz je
1 3 _1
ST e
PR T
1 i 2
Matice zobrazeni v bazi f je potom
1 _3
. P2
T AT =2 0 :
O |
1 1

O

2.36. Linearni a multilinearni formy. Specidlnim pfipadem linearnich zobra-
zeni jsou tzv. linedrni formy. Jde o linedrni zobrazeni z vektorového prostoru V' nad
polem skalari K do skalart K. Jsou-li dany souradnice na V, je prifazeni jednotlivé
i-té souradnice vektorim pravé takovou linearni formou.

Pfi pevné zvolené bazi {1} na K jsou s kazdou volbou baze na V linedrni formy
ztotoznény s maticemi typu 1/n, tj. s faddky. Vyéisleni takové formy na vektoru je
pak dano vynasobenim prislusného radkového vektoru se sloupcem souradnic.

Mnozina vsech linearnich forem na daném prostoru V' je opét vektorovy prostor,
znacime jej V*. Pokud je V' konec¢nérozmérny, je V* izomorfni prostoru V. Realizace
takového izomorfismu je ddna napt. volbou tzv. dudlni baze k zvolené bazi na V,
jejimiz prvky «; jsou pravé formy zadavajici i-tou souradnici.

Podobné budeme pracovat i se zobrazenimi ze soucinu k kopii vektorového
prostoru V' do skalara linearnich v kazdém argumentu. Hovorime o k-linedrnich
forméach. Budeme se setkavat (a jiz jsme je vidéli v dimenzi 2) zejména s n-linedrnimi
antisymetrickymi formami (formy objemu) a symetrickymi bilinedrnimi formami.

2.37. Velikost vektoru. V geometrii roviny jsem jiz pracovali nejen s bazemi
a linedrnimi zobrazenimi, ale také s velikosti vektori a jejich thly. Pro zavedeni
téchto pojmi jsme pouzili soufadného vyjadieni pro velikost v = (z,y):

[oll = Va2 + 32,

zatimco thel ¢ dvou vektori v = (z,y) a v’ = (2/,y’) byl dén
xx' + yy'
lollllv'|l -

Povsimnéme si, ze vyraz v citateli posledniho vyrazu je linearni v kazdém ze
svych argumentt, znacime jej (v,v’) a fikdme mu skaldrni souéin vektort v a v'.
Skalarni soucin je také symetricky ve svych argumentech a plati

lol* = (v, ).

cosp =
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Zejména plati, Ze ||v|| = 0 pravé, kdyz v = 0. Z naSich Gvah je také vidét, ze v
Euklidovské roviné jsou dva vektory kolmé pravé, kdyz je jejich skalarni soucin
nulovy.

Analogicky budeme postupovat v obecném pripadé redlného vektorového pro-
storu. Skaldrni soucin na vektorovém prostoru V nad redlnymi ¢isly je bilinedrni
symetrickd forma ( , ) : V x V — R takové, ze (v,v) > 0 a je roven nule pouze pfi
v = 0. Pro skaldrni souéin se Casto pouziva také obvyklé tecky, tj. (u,v) = u - v.
Z kontextu je pak t¥eba poznat, zda jde o soucin dvou vektori (tedy vysledkem je
skaldr) nebo néco jiného.

Vektory v a w € V se nazyvaji ortogondlni, jestlize (v,w) = 0. Vektor v se
nazyva normovany, jestlize ||v|| = 1. Baze prostoru V slozend z ortogonélnich vek-
torti se nazyva ortogondlni baze. Jsou-li bazové vektory navic i normované, je to
ortonormdlnt baze.

Uhel ¢ dvou vektorti v a w je dan vztahem

(v, w)

COS(p = ———.
[[o]l{[w]]

Tvrzeni. Skaldrni soucin je v kaZdé ortonormdlni bdzi ddn vyrazem
(z,y)=aT -y
V obecné bdzi V' existuje symetrickd matice S takovd, Ze
(z,y) =a-S-y.

DUKAz. Skalarni soucin je plné uréen svymi hodnotami na dvojicich bazovych
vektori. Zvolme tedy bazi u a oznacme

Sij = <’LLZ‘,’LLj>.

Pak ze symetri¢nosti skaldrniho soucinu plyne s;; = s;; a z linedrnosti soucinu v
kazdém z argumentti dostavame:

O miws, Y yjug) = > wiys(us,ug) = Y sijwiy;.
i i i i

Pokud je baze ortonormalni, je matice S jednotkovou matici. ]

Uvidime o néco pozdéji, ze na kazdém vektroovém prostoru se skalarnim sou-
¢inem existuji ortonormalni béze, viz [2.46]

4. Vlastnosti linearnich zobrazeni

Podrobnéjsim rozborem vlastnosti riznych typi linedrnich zobrazeni se nyni
dostaneme k potradnéjsimu pochopeni nastroji, které nam vektorové prostory pro
linearni modelovani procest a systému nabizeji.

2.38. Priklady. Zac¢neme nékolika piiklady v prostorech malych dimenzi. Ve stan-
dardni bazi R? uvazujme nasledujici matice zobrazeni f : R? — R2:

10 0 1 a 0 0 -1
o) molo) o=G0) -0 )
Matice A zadéava kolmou projekci podél podprostoru

W c {(0,a); a € R} C R?
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na podprostor
V c {(a,0); a € R} C R?.

Evidentné pro toto zobrazeni f : R? — R? plati fo f = f a tedy f|im s je identické
zobrazeni. Jadrem f je pravé podprostor W.

Matice B mé vlastnost B? = 0, plati tedy totéz o piislusném zobrazeni f.
MiuZeme si jej predstavit jako matici derivovani polynomia R;[x]| stupné nejvyse
jedna v bazi (1,x).

Matice C' zadava zobrazeni f, které prvni vektor baze zvétsi a—krat, druhy
b—krat. Tady se nam tedy celd rovina rozpada na dva podprostory, které jsou zob-
razenim f zachovéany a ve kterych jde o pouhou homotetii, tj. roztazeni skalarnim
nasobkem. Napt. volba a = 1, b = —1 odpovida komplexni konjugaci z+1iy +— x —1iy
na dvourozmérném realném prostoru R? ~ C v bazi (1,4). Toto je linearni zobrazeni
realného vektorového prostoru, nikoliv v§ak jednorozmérného komplexniho prostoru
C. V geometrii roviny jde o zrcadleni podle osy x.

Matice D je matici rotace o pravy thel ve standardni bazi. Jako pro kazdé
linearni zobrazeni, které je bijekci, umime najit baze na definicnim oboru a oboru
hodnot, ve kterych bude jeho matici jednotkovd matice E (prosté vezmeme jakou-
koliv bazi na defini¢nim oboru a jeji obraz na oboru hodnot). Neumime ale v tomto
pripadé totéz s jednou bazi na zacatku i konci. Zkusme vsak uvazovat matici C'
jako matici zobrazeni g : C? — C2. Pak umime najit vektory u = (i,1), v = (1,4),
pro které bude platit

g(u) = <(1) _01> : G) =i-u, g(v) = ((1) _01> . C) =_—ji-0.

To ale znamen4, ze v bazi (u,v) na C?> méa g matici

K=o )

a povSimnéme si, Ze tato komplexni analogie k pfipadu matice C' méa na diagonéle
prvky +a, a = cos(3m) +isin(37). Jinymi slovy, argument v goniometrickém tvaru
tohoto komplexniho ¢isla udava thel otoceni. Navic, mizeme si oznacit redlnou a
imaginarni ¢ast vektoru u takto

U =Ty + 1Y, =Reu+ilmu = ((1)>—|—z <(1)>

a zuzeni komplexniho zobrazeni g na redlny vektorovy podprostor generovany vek-
tory z, a iy, (tj. ndsobeni komplexni jednotkou i) je pravé otoceni o tihel %ﬂ'.

2.39. Vlastni éisla a vlastni vektory zobrazeni. Kli¢em k popisu zobrazeni v
predchozich piikladech byly odpovédi na otazku ,,jaké jsou vektory splnujici rovnici
f(u) = a-u?“ pro néjaké skalary a. Zvolme tedy pevné linedrni zobrazni f : V — V
na vektorovém prostoru dimenze n nad skalary K. Jestlize si pfedstavime takovou
rovnost zapsanou v soutradnicich, tj. s vyuZitim matice zobrazeni A v néjakych
bazich, jde o vyraz

A-z—a-z2=(A-a-E)-2=0.

7Z predchoziho vime, ze takova soustava rovnic méa jediné feSseni x = 0, pokud je
matice A — aF invertibilni. My tedy chceme najit takové hodnoty a € K, pro které
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naopak A — aF invertibilni neni, a nutnou a dostate¢nou podminkou je (viz Véta
2.22))

(2.1) det(A—a-FE)=0.

Jestlize povazujeme A = a za proménnou v pfedchozi skaldrni rovnici, hleddme ve
skuteCnosti kofeny polynomu stupné n. Jak jsme vidéli v pfipadé matice D vyse,
kofeny mohou, ale nemusi existovat podle volby pole skalaru K.

Skaldry vyhovujici rovnici f(u) = a - u pro nenulovy vektor v € V nazyvéme
vlastni ¢isla zobrazeni f, prislusné vektory u pak vlastni vektory zobrazeni f.

7 definice vlastnich Cisel je ziejmé, Ze jejich vypocet nemuze zaviset na volbé
béze a tedy matice zobrazeni f. Skutecné, jako primy disledek trasformacnich vlast-
nosti z a Cauchyovy véty [2.18] pro vypocet determinantu soucinu dostavame
jinou volbou soufadnic matici A’ = P~'AP s invertibilni matici P a

|P7YAP — \E| = |P"'AP — P7'AEP| = |[P"Y(A— AE)P| = |P7)||(A — AE||P|,

protoze nasobeni skalari je komutativni a [P~ = |P|~L.

Obdobnou terminologii pouzivame i pro matice. Pro matici A dimenze n nad K
nazyvame polynom |A — AE| € K,,[\] charakteristicky polynom matice A. Kofeny
tohoto polynomu jsou vlastni hodnoty matice A. Je-li A matice zobrazeni f: V — V'
v jisté bézi, pak |A — \E| nazyvame také charakteristicky polynom zobrazent f.

Protoze je charakteristicky polynom zobrazeni f : V' — V nezavisly na volbé
baze V, dimV = n, jsou i jeho koeficienty u jednotlivych mocnin proménné A
skalary vyjadiujici vlastnosti zobrazeni f, tj. nemohou zaviset na nasi volbé baze.
Zejména je snadné vyjadiit koeficienty u nejvyssich a nejnizsich mocnin:

[A=X-E| = (=1)"\" + (=1)" " Mazs + - + ann) - A" -+ AN

Soucet diagonalnich ¢lenti matice se nazyva stopa matice, znac¢ime ji TrA, stopa
zobrazent je definovana jako stopa jeho matice v libovolné bazi.

2.40. Véta. Viastni vektory linedrniho zobrazeni f : V. — V prislusné rizngm
vlastnim hodnotdm jsou linedrné nezdavisle.

DUKAZ. Necht ay,...,a; jsou rizné vlastni hodnoty zobrazeni [ a uy,...,ug
vlastni vektory s témito vlastnimi hodnotami. Dikaz provedeme indukci pres pocet
linearné nezavislych vektort mezi zvolenymi. Predpokladejme, Ze wuq,...,us jsou
linedrné nezavislé a w;11 = Y, c;u; je jejich linearni kombinaci. Alespon £ = 1 lze
zvolit, protoze vlastni vektory jsou nenulové. Pak ovSem a;41 - w41 = 22:1 ap41 -
Ci * Uj, tj.

l l l
flugr) = Zal—H CCic U = Zci flu) = ZCi C At Uy
i=1 i=1 i=1

Odeétenim dostavame 0 = Zi:l (aj41—a;) - ¢; - u;, vSechny rozdily vlastnich hodnot
jsou nenulové a alespon jeden koeficient ¢; je nenulovy. To je spor s predpokladanou
nezavislosti uq, ..., uy. O

Dusledek. Jestlize ezistuje n navzdjem riznych koteni a; charakteristického po-
lynomu zobrazeni f : V — V, dimV = n, pak existuje rozklad V' na primy soucet
vlastnich podprostori dimenze 1. To znamend, Ze existuje bdze V sloZend vyhradné z
vlastnich vektord a v této bdzi md f diagondini matici. Pislusnou bdzi (vyjadienou
v soutadnicich vzhledem k libovolné zvolené€ bdzi V') obdrzime tesenim n systémi
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homogennich linedrnich rovnic o n nezndmych s maticemi (A — a; - E), kde A je
matice f ve zvolené bdzi.

2.41. Priklady. (1) Uvazme zobrazeni s matici ve standardni bazi
0 0 1

fRESRE A=(0 1 0
1 00
Pak dostavame
- 0 1
JA=AE|=|0 1-X 0|=-X+X+A-1,
1 0 —-A
s kofeny A1 2 =1, A3 = —1. Vlastni vektory s vlastni hodnotou A = 1 se spoctou:
-1 0 1 1 0 -1
0 0 0 )~[0 O O0];
1 0 -1 00 0

s bazi prostoru reseni, tj. vsech vlastnich vektoru s touto vlastni hodnotou
Uy = (0, 1, 0)7 U9 = (1, 0, 1).

Podobné pro A = —1 dostavame tieti nezavisly vlastni vektor
1 01 1 01
0 2 0)]~110 2 0 =u3=(-1,0,1).
1 0 1 0 0 0

V bazi ug,us,us (vSimnéte si, Ze ug musi byt linedrné nezavisly na zbylych
dvou diky pfedchozi vété a uy,us vysly jako dvé nezédvisla feseni) mé f diagonalni
matici

1 0 0
A=10 1 0
0 0 —1
Cely prostor R? je pfimym souc¢tem vlastnich podprostorti, R? = V; @ Vs, dim V; =
2, dim V5 = 1. Tento rozklad je dan jednoznac¢né a vypovida mnoho o geometrickych
vlastnostech zobrazeni f. Vlastni podprostor V; je navic pfimym souctem jedno-
rozmérnych vlastnich podprostori, které lze vSak zvolit mnoha riznymi zpiisoby
(takovy dalsi rozklad nem4 tedy jiz zadny geometricky vyznam).

(2) Uvazme linedrni zobrazeni f : Rao[z] — Ra[x] definované derivovanim po-
lynomt, tj. f(1) =0, f(z) =1, f(2?) = 2x. Zobrazeni f m4 tedy v obvyklé bazi
(1,2, 2%) matici

A:

o O O
OO =
o NN O

Charakteristicky polynom je |4 — X - E| = —\3, existuje tedy pouze jedin4 vlastni
hodnota, A = 0. Spoc¢téme vlastni vektory:

0 1 0 01 0
00 2)~10 01
0 0 0 0 0 0

Prostor vlastnich vektort je tedy jednorozmérny, generovany konstantnim polyno-
mem 1.
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2.42. P¥iklad véetné zmény baze. Uvazujme linedrni zobrazeni R® — R3 dané
ve standardni bazi matici:

110
A=11 2 1
1 21
Urcete toto zobrazeni a napiste jeho matici v bazi:
er = [1,—1,1]
e = [1,2,0]
es = 1[0,1,1]

Reseni. Spocitejme nejprve vlastni ¢isla jim pifslusné vlastni vektory: charakte-
risticky polynom dané matice je
1-A 1 0
I 2= 1 | =-X4+4\2-2\= -\ —4)+2).
1 2 1-—A
Kofeny tohoto polynomu, vlastni ¢isla, udavaji, kdy nebude mit matice
1—A 1 0
1 2—A 1
1 2 1—A

plnou hodnost, tedy soustava rovnic

1—A 1 0 1
1 2—-A 1 T2
1 2 1-A T3

bude mit i jiné feseni nez feseni x = (0,0,0). Vlastni ¢isla tedy jsou 0, 2 + v/2,
2 — /2. Spoéitejme vlastni vektory piislusné jednotlivym vlastnim hodnotam:

e 0: Resime tedy soustavu

Jejim Fesenim je jednodimenzionalni vektorovy prostor vlastnich vektori ((1, —1,1)).
e 2+ v/2: Resime soustavu

—(1+v2) 1 0 T
1 V2 1 zo | = 0.
1 2 —(1+v2)) \=

Resenim je jednodimenzionalni prostor ((1,1++/2,1 4+ v/2)).
e 2 — 1/2: Resime soustavu
(V2-1) 1 0 T
1 V2 1 zy | =0.
1 2 (V2-1)) \z3

Resenim je prostor vlastnich vektort ((1,1 —v/2,1 —1/2)).
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Zobrazeni tedy muzeme interpretovat jako projekci podél vektoru (1,—1,1) do
roviny dané vektory (1,14 +v/2,1++v/2) a (1,1 — /2,1 — v/2) slozenou s linearnim
zobrazenim danym natazenim danym vlastnimi ¢isly ve sméru uvedenych vlastnich
vektorti.

Nyni jej vyjadieme v uvedené bazi. K tomu budeme potiebovat matici pfechodu
T od standardni baze k dané nové bazi. Tu ziskame tak, Ze soutadnice vektort staré
béaze v bazi nové napiseme do sloupct matice 7. My vSak snadnéji zapiSeme matici
pfechodu od priklané baze k bazi standardni, tedy matici T~!. Soufadnice vektorii
nové baze pouze zapiseme do sloupci:

I
p—t
SN =
=)

O

2.43. Spektra a nilpotentni zobrazeni. Spektrum linedrniho zobrazeni f :
V' — V je posloupnost korenii charakteristického polynomu zobrazeni f, véetné
nasobnosti. Algebraickou nasobnosti vlastni hodnoty rozumime jeji nasobnost jako
korenu charakteristického polynomu, geometrickd ndsobnost vlastni hodnoty je di-
menze prislusného podprostoru vlastnich vektori.

Linearni zobrazeni f : V — V se nazyva nilpotentni, jestlize existuje celé cislo
k > 1 takové, Ze iterované zobrazeni f* je identicky nulové. Nejmensi ¢islo k s touto
vlastnosti se nazyva stupném nilpotentnosti zobrazeni f. Zobrazeni f :V — V se

nazyva cyklické, jestlize existuje baze (u1,...,u,) prostoru V takova, ze f(u1) =0
a f(u;) = u;—1 pro véechna i = 2,...,n. Jinymi slovy, matice f v této bazi je tvaru
01 0
A=10 0 1

Je-li f(v) = a- v, pak pro kazdé piirozené k je f*(v) = a* - v. Zejména tedy mtize
spektrum nilpotentniho zobrazeni obsahovat pouze nulovy skalar (a ten tam vzdy
je).

Primo z definice plyne, ze kazdé cyklické zobrazeni je nilpotentni, navic je jeho stupen
nilpotentnosti roven dimenzi prostoru V. Operator derivovani na polynomech definovany v
predchozim pfikladu[2.41] je p¥ikladem cyklického zobrazeni. Kupodivu to plati i naopak a kazdé
nilpotentni zobrazeni je pfimym souctem cyklickych. Navic pro kazdé linearni zobrazeni f :
V — V, pro které je soucet algebraickych ndsobnosti vlastnich &isel roven dimenzi (to nastane
vzdy pro prostory nad komplexnimi skaldry), existuje jednoznaény rozklad V' na invariantni
podprostory V; prislusné k jednotlivym vlastnim &islim \;, na kterych je zobrazeni f — \;idv,
nilpotentni.

Tento dosti hluboky vysledek nebudeme dokazovat, sformulujeme jen vysled-
nou vétu o Jordanové rozkladu. V ni vystupuji vektorové (pod)prostory a linedrni
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zobrazeni na nich s jedinym vlastnim ¢islem A a matici

A1 0 ... O

o x 1 ... 0
J:

00 0 ... A

Takovymto maticim (a odpovidajicim invariantnim podprostortum) se ¥ida Jordaniv
blok.

2.44. Véta. Necht'V je vektorovy prostor dimenzen a f :V — V je linedrni zob-
razeni s n vlastnima ¢isly véetné algebraickych ndsobnosti. Pak existuje jednoznacny
rozklad prostoru V' na primy soucet podprostori

V:VI@.@V]{)

takovyjch, Ze f(V;) C V;, ziZeni f na kazdé V; ma jedin€ vlastni éislo \; a ziZeni
f =i -id na V; je bud cyklické nebo nulové zobrazeni.

Véta tedy tika, ze ve vhodné bazi ma kazdé linearni zobrazeni blokové diago-
nalni tvar s Jordanovymi bloky podél diagonaly. Celkovy pocet jednicek nad diago-
nalou v takovém tvaru je roven rozdilu mezi celkovou algebraickou a geometrickou
nasobnosti vlastnich ¢isel.

Vsimnéme si, ze jsme tuto vétu plné dokazali v pripadech, kdy jsou vsechna
vlastni ¢isla rizna nebo kdyz jsou geometrické a algebraické nasobnosti vlastnich
Cisel stejné.

2.45. Projekce. Linearni zobrazeni f : V — V se nazyva projekce, jestlize plati
fof=1
V takovém ptipadé je pro kazdy vektor v € V'

v=fv)+ (= f(v) € Im(f) + Ker(f) =V

aje-liv € Im(f) a f(v) =0, pak je i v = 0. Je tedy pfechozi sou¢et podprostori
piimy. Rikdme, 7e f je projekce na podprostor W = Im(f) podél podprostoru
U = Ker(f). Slovy se d& projekce popsat pfirozené takto: rozlozime dany vektor
na komponentu ve W a v U a tu druhou zapomeneme.

Predpokladejme nyni, Ze na V' je definovan skalarni soucin, viz Pro kazdy
pevné zvoleny podprostor W C V' definujeme jeho ortogondini doplnek

W+ = {u e V; (u,v) =0 pro viechny v € W}.

Piimo z definice je zjevné, ze W+ je vektorovy podprostor. Jestlize W C V ma
bézi (uy,...,u;) je podminka pro W+ déna jako k& homogennich rovnic pro n
proménnych. Bude tedy mit W~ dimenzi alespoti n — k. Zaroven ale v € W N W+
znamend (u,u) = 0 a tedy i u = 0 podle definice skaldrniho sou¢inu. Z¥ejmé je tedy
vzdy

V=Waow

Kazdy podprostor W # V' definuje kolmou projekci na W. Je to projekce na
W podél W+.
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2.46. Existence ortonormalni baze. Pfimocaré pocetni vyuziti kolmych pro-
jekei vede k tzv. Grammovu—Schmidtovu ortogonalizacnimu procesu. Cilem pro-
cedury je z dané posloupnosti nenulovych generatorti vy, ..., vx konecnérozmérného
prostoru V' vytvorit ortogonalni mnozinu nenulovych generatora pro V.

Za¢neme prvnim (nenulovym) vektorem vy a spo¢teme kolmou projekei ve do

()" C ({v1, v2}).

Vysledek bude nenulovy pravé, kdyz je vy nezévislé na vy. Ve vSech dalsich krocich
budeme postupovat obdobné.
V /¢-tém kroku tedy chceme, aby pro vey1 = wey1 + ayvy + - -+ + agve platilo
(vey1,v;) = 0, pro vSechny ¢ = 1,...,£. Odtud plyne
0 = (ugy1 +arvr + -+ apvg, vi) = (wey1,vi) + aivi, vi)
a je vidét, ze vektory s pozadovanymi vlastnostmi jsou urceny jednoznacné az na

nasobek. Dokazali jsme tedy nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni. Necht (uy,...,ur) je linedrné nezdvisld k-tice vektorid prostoru V se
skaldrnim soucinem. Pak existuje ortogondlni systém wvektorid (vi,...,vx) takovy,
Zew; € (u1,...,u;), i =1,..., k. Ziskdme je ndsledujici procedurou:

e 7 nezdvislosti vektori u; plyne uy # 0. PoloZime v1 = uy.

o Mdme-li jiz vektory v1,...,ve potrebnych vlastnosti klademe

(Uei1,vi)
[[vill?

Kdykoliv mame ortogonéalni bazi vektorového prostoru V, stac¢i vektory vynor-
movat a ziskdme bazi ortonormalni. Dokazali jsme proto:

Vg1 = Upp1 +arv1 + -+ apvg,  a; = —

Dusledek. Na kazdém vektorovém prostoru se skaldrnim soucinem ezistuje orto-
normdlni bdze.

V ortonormalni bazi se obzvlast snadno spoctou soufadnice a kolmé projekce.
Skutec¢né, méjme ortonormalni bazi (ey,...,e,) prostoru V. Pak kazdy vektor v =
rie; + -+ - + xpe, spliiuje

(ei,v) = (€i, m1€1 + -+ + Tpen) = T;

a plati tedy vzdy

(2.2) v = {e1,v)e1 + -+ (en, V)en.
Pokud mame zadan podprostor W C V a jeho ortonormdlni bazi (eq,...,ex),
jde ji jisté doplnit na ortonormélni bazi (ej,...,e,) celého V. Kolmé projekce

obecného vektoru v € V' do W pak bude dana vztahem
vi— (e1,v)er + -+ - + (en, V)ek.

Pro kolmou projekci nam tedy staci znat jen ortonormani bazi podprostoru W, na
nejz promitame.

Povsimnéme si také, ze obecné jsou projekce f na podprostor W podél U a
projekce g na U podél W svazany vztahem g = idy — f. Je tedy u kolmych projekci
na dany podprostor W vzdy vyhodnéjsi pocitat ortonormalni bazi toho z dvojice
W, W+, kter§ ma mensi dimenzi.

Uvédomme si také, ze existence ortonormaélni baze nadm zarucuje, ze pro kazdy
prostor V se skalarnim soucinem existuje linearni zobrazeni, které je izomorfismem
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mezi V a prostorem R" se standardnim skalarnim souc¢inem. Podrobné to bylo
ukazano jiz ve Tvrzeni kde jsme ukazali, Ze hledanym izomorfismem je pravé
pfifazeni soufadnic. Re¢eno volnymi slovy — v ortonorméalni bazi se skalarni soucin
pomoci soufadnic pocita stejnou formuli jako standardni skalarni soucin v R™.

2.47. Priklad. Napiste matici zobrazeni kolmé projekce do roviny prochazejici
pocatkem a kolmé na vektor (1,1,1).
Reseni. Obraz libovolného bodu (vektoru) x = (x1,z2,73) € R® v uvazovaném
zobrazeni ziskdme tak, ze od daného bodu odecteme jeho kolmou projekci do nor-
malového sméru dané roviny, tedy do sméru (1,1,1). Tato projekce p je ddna (viz
prednéska) jako

(X,(l,l,l)) . (:1:1 +x0o+2x3 11+ X2+ T3 $1+$2+£B3)

(L1, 1) 3 ’ 3 ’ 3 '

Vysledné zobrazeni je tedy

2 1 _1
2x1 xa+@3 2x2 w1+ a3 203 w1+ T2 5 P ? o
x—p= (-0 T S BB I BB (o 2 D) (.
3 3 3 3 3 3 i 12
3 T3 3 x3
O

2.48. Tri priklady k samostatnému reseni. Priklad.1. Napiste néjakou bazi
realného vektorového prostoru matic 3 x 3 nad R s nulovou stopou (soucet prvkii
na diagonéle) a napiSte soufadnice matice

1 2 0
0 2 0
1 -2 -3

v této bazi.

Priklad.2. Zavedte néjaky skaldrni soucin na vektorovém prostoru matic z piedcho-
ziho prikladu. Spocitejte normu matice z predchoziho piikladu, ktera je indukovana
Vami zavedenym soucinem.

Priklad.3. Gramm-Schmidtovym ortogonaliza¢nim procesem naleznéte néjakou or-
tonorméalni bazi podprostoru V. C R, kde V = {(x1, 2, 73, 24) € Rz + 220+ 25 =

0}.

2.49. Ortogonalni zobrazeni. Zobrazeni f : V — W, které zachovava velikosti
pro vSechny vektory u € V, se nazyva ortogondlni zobrazeni. Pozadujeme tedy

(f (), f(w)) = (u, u).

Z linearity f a symetrie skaldrniho soucinu plyne

(flut0), flut0)) = (f(w), f(u) + (f(v), f(v)) + 2{f (), f(v)),

je tedy ekvivalentni podminkou i zdanlivé silnéjsi pozadavek, aby

(f(u), f(v)) = (u,v),
pro vSechny vektory u,v € V. V tvodni diskusi o geometrii v roviné jsme ve Vété
dokézali, Ze linedrni zobrazeni R? — R? zachovava velikosti vektorti prave, kdyz
jeho matice ve standardni béazi (a ta je ortonorméalni vzhledem ke standardnimu
skaldrnimu souc¢inu) spliuje A7 - A = B, tj. A=t = AT
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Obecné, ortogonalni zobrazeni musi vzdycky byt injektivni, protoze podminka

(f(u), f(u)) =0

znamend i (u, u) = 0 a tedy u = 0. Je tedy vzdy v takovém ptipadé dimenze oboru
hodnot alespon takova, jako je dimenze defini¢niho oboru f. Pak ovsem je dimenze
obrazu rovna dimenzi oboru hodnot a bez Gjmy na obecnost mtzeme rovnou pred-
pokléddat, Ze jsou stejné a f : V' — V (pokud by nebyly, doplnime ortonormalni
bazi na oboru hodnot na bazi cilového prostoru a matice zobrazeni bude ¢tverco-
vou matici A doplnénou nulami na potiebnou velikost). Nase podminka pro matici
ortogonalniho zobrazeni v ortonorméalni béazi pak fika pro vSechny vektory x a y v
prostoru K" toto:

(A-2)" - (A-y)=at - (AT A) y=a" -y

Specialnimi volbami vektorti standardni baze za = a y dostaneme pi¥imo, ze AT-A =
E, tedy tentyz vysledek jako v dimenzi 2! Dokézali jsme tak nésledujici tvrzeni:

Véta. NechtV je rediny vektorovy prostor se skaldrnim soucinem a f :V — V je
linedrni zobrazeni. Pak f je ortogondlni prdvé, kdyz v nékteré ortonormdlni bdzi (a
pak uZ vsech) md matici A spliujici AT = A~L.

Skutecéné, jestlize zachovava f velikosti, musi mit uvedenou vlastnost v kazdé
ortonormélni bazi. Naopak, predchozi vypocet ukazuje, ze vlastnost matice v jedné
bazi uz zarucuje zachovavani velikosti.

Disledkem této véty je také popis vSech matic pfechodu .S mezi ortonorméalnimi
bazemi. Kazda totiz musi zadavat zobrazeni K" — K" zachovavajici velikosti a
splituji tady také pravé podminku S—! = ST Pii pfechodu od jedné baze ke druhé
se tedy matice ortogonalniho zobrazeni méni podle vztahu

A =STAS.






KAPITOLA 3

Linarni modely

kde jsou matice uzitecné?
— nakonec skoro vsude. ..

1. Linearni rovnice a procesy

3.1. Systémy linearnich rovnic. Jednoduché linedrni procesy jsou dény linear-
nimi zobrazenimi ¢ : V' — W na vektorovych prostorech. Pokud nam totiz vektor
v € V predstavuje stav néjakého nami sledovaného jevu (tfeba poclty obcéand tii-
dénych dle nejvyssi dosazené kvalifikace, stav zasob jednotlivych dili a vyrobkt
atd.), pak o(v) miZze predstavovat vysledek provedené operace (vysledek vzdéla-
vaci ¢innosti Skolské soustavy nebo vyroba a prodej za uréité ¢asové obdobi apod.).
Pokud chceme dosdhnout predem daného vysledku b € W takového jednorazového
procesu, fesime problém

p(z) =b

pro neznamy vektor z. V pevné zvolenych soufadnicich pak mame matici A zobra-
zeni  a souradné vyjadieni vektoru b. Jak jsme si povSimnuli uz v tvodu druhé
kapitoly, feSeni tzv. homogenni ulohy

A-2=0

je vektorovym podprostorem. Pokud je dimenze V konecnd, feknéme n, a dimenze
obrazu zobrazeni ¢ je k, pak feSenim této soustavy pomoci pfevodu na fadkoveé
schodovity tvar (viz zjistime, Ze dimenze podprostoru vSech feseni je pravé n—k.
Skutecné, protoze sloupce matice zobrazeni jsou praveé obrazy bazovych vektori, je v
matici systému prave k linearné nezavislych sloupci a tedy i stejny pocet linearné
nezavislych fadkt. Proto nam ztstane pii prevodu na tadkovy schodovity tvar
pravé n — k nulovych fadkid. Pfi feSeni systému rovnic ndm tak zistane pravé n — k
volnych parametrii a dosazenim vzdy jednoho z nich hodnotou jedna a vynulovanim
ostatnich ziskame pravé k linedrné nezavislych feSeni. Kazdé takové k—tici Feseni
fikdme fundamentdlni systém teseni daného homogenniho systému rovnic.
Uvazme nyni obecny systém rovnic

A-x=0b.

Jestlize rozsifime matici A o sloupec b, mizZzeme, ale nemusime, také zvétsit pocet
linearné nezavislych sloupct a tedy i fadka. Pokud se tento pocet zvétsi, pak systém
rovnic nemuze mit feSeni (prosté se nase ¢ viibec do b nestrefi). Jestlize ale naopak
mame stejny pocet nezavislych radkt, znamena to, ze sloupec b musi byt linearni
kombinaci sloupctt matice A. Koeficienty takové kombinace jsou pravé reseni.

73
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Me¢jme tedy dvé pevné zvolend feseni x a y naseho systému a néjaké feSeni z
systému homogenniho se stejnou matici. Pak zjevné

A-(x—y)=b—-b=0
A-(z+2)=0+b=0.
Mizeme proto shrnout:

e podprostor vSech feSeni homogenniho systému rovnic A - z = 0 mé dimenzi
n — k, kde n je pocet proménnych a k je pocet linedrné nezavislych rovnic,

e vSechna FeSeni jsou generovana tzv. fundamentalnim systémem n — k FeSeni,
ktery lze obdrzet z Gausovy eliminace postupnym dosazovanim nul a jednic¢ek
za volné parametry,

e Feseni nehomogenniho systému existuje praveé, kdyz pridanim sloupce b k matici
A nezvysSime pocet linedrné nezavislych radka. V takovém piipadé je prostor
v8ech feseni dan soucty jednoho pevné zvoleného partikuldrniho Teseni systému
a vsech FeSeni systému homogenniho se stejnou matici.

3.2. Iterované procesy. Pokud je dan néjaky proces prostfednictvim linearni
operace pro jednotlivd casova obdobi, budeme patrné chtit umét studovat jeho
chovani béhem delsi doby. Zatimco pro FeSeni systému linearnich rovnic jsme po-
tfebovali jen minumum znalosti o vlastnostech linearnich zobrazeni, ted uz to bude
jinak. Uvedeme si alespon ilustrativni pfiklady.

Pfedstavme si, Ze zkoumame néjaky systém jednotlived (péstovand zvirata,
hmyz, bunééné kultury apod) rozdéleny do m skupin (tfeba podle stafi, fazi vyvoje
hmyzu apod.). Stav z,, je tedy dén vektorem (ay,...,a,,) zévisejicim na okamziku
tn, ve kterém systém pozorujeme. Linearni model vyvoje takového systému je dan
matici A dimenze n, kterd zaddva zménu vektoru z, na

Tn41 = Az

pii pfirtstku casu z t na tx41. Dobrym piikladem linearnich procest je tzv. Leslieho
model ristu, viz nasledujici priklad [3:3] V takovych modelech vystupuje matice
popisujici vyvoj populace rozdélené na nékolik vékovych skupin

fi fo fs fi fs
o 0 0 O

T1

A=]10 ~» 0 0 0],
0 0 = 0 0
0 0 0 m™ O

kde f; oznacuje relativni plodnost pfislusné vékové skupiny (ve sledovaném ¢asovém
skoku vznikne z N jedincii v i—té skupiné f; N jedinct novych, tj. ve skupiné prvni),
zatimco 7; je relativni timrtnost i-té skupiny béhem jednoho obdobi.

Vsechny koeficienty jsou tedy kladna redlnd ¢isla a 7 jsou mezi nulou a jednic-
kou. P¥imym vypoctem (t¥eba vyuzitim Laplaceova rozvoje) nyni spoc¢teme cha-
rakteristicky polynom

p(A) =det(A— AE) = X° —aX* —b)\? — e —dX —e
s vesmés nezapornymi koeficienty a, b, ¢, d, e, napt. e = 117971374 f5. Je tedy

PN = A°(1 = q(N)
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kde g je ostfe klesajici a nezaporna funkce pro A > 0. Evidentné bude proto existovat
pravé jedno kladné A, pro které bude g(A\) = 1 a tedy p(A) = 0. Jinymi slovy, pro
kazdou Leslieho matici existuje pravé jedno kladné vlastni ¢islo.

Pro konkrétni koeficienty (napt. kdyz vSechny f; jsou také mezi nulou a jed-
nic¢kou) mizeme dojit k zavéru, ze absolutni hodnoty ostatnich vlastnich ¢&isel jsou
ostfe mensi nez jedna, zatimco dominantni vlastni ¢islo miize byt vetsi nez jedna. V
takovém pripadé pfi iteraci krokt naseho procesu dojde pfi libovolné pocateéni hod-
noté xg k postupnému vymizeni vSech komponent v jednotlivych vlastnich podpro-
storech a pomérné proporce rozlozeni populace do v€kovych skupin se budou blizit
pomértim komponent vlastniho vektoru k dominantnimu vlastnimu ¢islu. Napiiklad
pro matici (uvédomme si vyznam jednotlivych koeficient)

0 02 08 06 0

09 0 0 0 O

A= 0O 08 0 0 O
0
0

vyjdou vlastni hodnoty ptiblizné
1.03, 0, —0.5, —0,27 4 0.74¢, —0.27 — 0.744

s velikostmi 1.03, 0, 0.5, 0.78, 0.78 a vlastni vektor pfislusny dominantnimu vlast-
nimu ¢islu je priblizné
x = (30272114 8).

Zvolili jsme rovnou jediny vlastni vektor se sou¢tem soutfadnic rovnym jedné, zadava
nam proto pfimo vysledné procentni rozlozeni populace.

3.3. Priklad — Leslieho rustovy model. Uvazujme nésledujici model vyvoje
lidské populace. Bud

x1(t) = pocet jedincii starych 0 — 14 let.

x2(t) = pocet jedincii starych 15 — 29 let.
x3(t) = pocet jedincii starych 30 — 44 let.
x4(t) = pocet jedincii starych 45 — 59 let.
x5(t) = pocet jedincii starych 60 — 75 let.

Vse uvedeno v néjakém case t. Pokud uvazime casovou jednotku 15 let, tak v case
(t + 1) budeme mit nasledujici pocty:

zi(t+1) = fim(t) +  for2(t) +  fezs(t) + fawa(t) 4+ fsws(D)
Ig(t + 1) = 7'1_]2.731(25)
z3(t+1) = 72,372(t)
£C4(t + 1) = 7'374IL'3(t)
{E5(t + 1) = 7'4’5(134(t)
Pokud oznacime jako P nasledujici matici
i fo fs fa fs
T2 0 0 0 0
P .= 0 72,3 0 0 0 s
0 0 73,4 0 0
0 0 0 T4,5 0
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tak v maticové formé pak miizeme psat
x(t+1) = Px(t),
kde x(t) = (21(t), x2(t), x3(t), x4(t), x5(t)).
3.4. Piiklad. Usheruv model riustu. Variace predchoziho. Méjme populaci jako
v predchozim prikladé a uvazujme casovou jednotku 7,5 let, tedy polovinu pred-
chozi. Pak miizeme psat opét
x(t+ 1) = Px(t),
kde ovsem nyni

i fo fz fi S5

7'1’2 ’7'272 0 0 0
P = 0 ’7'2’3 T3}3 0 0
0 0 T34 T4,4 0

0 0 0 Ta5 T5,5

3.5. Priklad. Priklad. Uvazujme Leslieho model riistu pro populaci krys, které
mame rozdéleny do tii vékovych skupin: do jednoho roku, od jednoho do dvou
let a od dvou let do tri. Predpokladame, Ze se zadna krysa nedoziva vice nez tii
let. Priimérna porodnost v jednotlivych vékovych skupinach pripadajicich na jednu
krysu je nasledujici: v 1.skupiné je to nula a ve druhé i tfeti 2 krysy. Krysy, které se
doziji jednoho roku umiraji az po druhém roce zZivota (tunrtnost ve druhé skupiné
je nulova). Urcete umrtnost v prvni skupiné vite-li, Ze dana populace krys stagnuje
(pocet jedinct v ni se neméni).

Reseni. Lesliecho matice daného modelu je (amrtnost v prvni skupiné oznac¢ime a)

0 2 2

a 0 0

0 1 0
Podminka stagnace populace odpovida tomu, ze matice mé vlastni hodnotu 1, ne-
boli polynom A3 — 2a\ — 2a ma mit kofen 1, t.j a = 1/4. |

2. Linearni diferen¢ni rovnice a filtry

Diferen¢nimi rovnicemi jsme se zabyvali jiz v prvni kapitole, viz napf[I.16] Nyni
si uvedeme naznak obecné teorie.

3.6. Diferenc¢ni rovnice. Homogenni linedrni diferencéni rovnice fadu k s kon-
stantnimi koeficienty je dana vyrazem

0Ty + a1 Tp_1 + -+ apTp_p =0, ag#0 ap #0.

Rikédme také, ze fesime homogenni linedrni rekurenci fadu k. Libovolnym zadanim
k po sobé jdoucich hodnot x; jsou urceny i vSechny ostatni hodnoty jednoznacné.
Zaroven je zjevné, ze soucet dvou reseni nebo skalarni nasobek feSeni je opét reseni.
Opét tedy mame priklad vektorového prostoru. Uvédomme si, Zze vektroy jsou sice
nekonecné posloupnosti ¢isel, samotny prostor vsech feSeni ovsem bude konec¢né-
rozmérny a predem vime, Ze jeho dimenze bude rovna radu rovnice k.

Pokud tedy budeme predpokladat feseni v néjaké vhodné formé a podaii se
nam najit k linearné nezavislych moznosti, budeme mit opét fundamentdlni systém
resent a vSechna ostatni budou jejich linearnimi kombinacemi.
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Uvazujme tedy stejné jako v [[.I6 moznost x, = A" pro néjaky skalar \. Pak
dostavame podminku

N R (@ AR+ a A ) =0

coz znamend, ze bud A = 0 nebo je A\ kofenem tzv. charakteristického polynomu
v zavorce. Predpokladejme, ze ma tento polynom k ruznych kofeni Aq,..., Ax.
MiuzZeme za timto ucelem i rozsifit uvazované pole skalard, napi. Q na R nebo R
na C, protoze vysledkem vypoctu pak stejné budou i vSechna feSeni, ktera opét
zustanou v puvodnim poli diky samotné rovnici. Kazdy z kofenti ndm déava jedno
mozné Teseni

Abychom byli uspokojeni, potfebujeme k linearné nezavislych reseni.
K tomu nam postacdi ovéfit nezavislost dosazenim k hodnot pron = 0,...,k — 1 pro

k mozZnosti \;. Dostaneme tzv. Vandermondovu matici a je péknym (ale ne GpIné snadnym)
cvicenim spodist, ze pro vSechna k a jakékoliv k—tice rliznych \; je determinant takovéto matice
nenulovy. To ale znamenad, Ze zvolend FeSeni jsou linedrné nezavisla.

Uvazme nyni nasobny kofen \ a dosadme do definiéni rovnice pfedpokladané feseni x,, =
nA". Dostdvdme podminku

aon A" + ...ar(n — E)A"F = 0.
Tuto podminku je mozné prepsat pomoci tzv. derivace polynomu, kterou znacime apostrofem:
Mao\™ + -+ ag A" 7Y

a ¢asem uvidime, Ze koren polynomu f je vicendsobny pravé, kdyz je kofenem i jeho derivace
f’. Nade podminka je tedy splnéna. P¥i vyssi ndsobnosti ¢ kofene charakteristického polynomu
X dojdeme obdobné k feenim z, = nfA\" pro j =0,...,¢ — 1.

Uplné obdobné jako u systémt linearnich rovnic mtizeme dostat viechna fe-
Seni nehomogennich rovnic tak, ze najdeme jedno feseni a pri¢teme cely vektorovy
prostor dimenze k feSeni odpovidajicich systémd homogennich. Za timto tcelem
zpravidla hledame feseni ve tvaru polynomu

k-1
Ty = Qo +0M+ -+ ap_1n
s neznamymi koeficienty «;, i = 1,...,k — 1. Dosazenim do diferen¢ni rovnice
dostatneme systém k rovnic pro k£ proménnych c;.

Nyni mtzeme shrnout ziskané vysledky:

3.7. Vlastnosti FeSeni linearnich diferenénich rovnic s konstantnimi ko-
eficienty.

e prostor vSech feSeni homogenniho systému fadu k je vektroovy prostor dimenze
kv

e vSechna TeSeni jsou generovana fundamentalnim systémem k FeSeni, ktery lze
obdrzet ziskat z kofeni charakteristického polynomu (A?, pokud jsou kofeny
po dvou rizné, slozitéji v ptipadé nasobnych kofenil),

e vSechna TeSeni nehomogenniho systému obdrzime, kdyz pficteme jedno pevné
zvolené partikularniho feSeni systému ke vSem FeSenim systému homogenniho
se stejnymi koeficienty. Partikularni feSeni muzeme hledat pomoci tzv. metody
neurcitych koeficientd, tj. hledame jej jako polynom s nezndmymi koeficienty a
fesime systém linearnich rovnic.
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e Teseni vyhovujici danym pocatecnim podminkam
o = b(), B T bk—l

hledame z obecného feseni dosazenim podminek a uréenim koeficientd lineani
kombinace funadamentalnich feseni. Opét to znamena fesit systém linedrnich
rovnic.
Vsimnéme si také, ze pro rovnice s redlnymi koeficienty musi vzdy kofeny charakter-
stického polynomu byt realné, nebo musi vystupovat po dvou komplexné zdruzené
neredlné kofeny. Jejich linedrnimi kombinacemi (soucet a rozdil goniometrickych
tvard mocnin) lze pak pfimo obdrzet redlnd feseni vyjadiend pomoci funkei cos(nep)
a sin(nep).

3.8. Priklad. Piiklad. Najdéte posloupnost, ktera vyhovuje nehomogenni dife-
renc¢ni rovnici s pocatecnimi podminkami:

Tt = Tny1 + 22, +1, 1 =2, 29 = 2.
Reseni. Obecné fefeni zhomogenizované rovnice je tvaru a(—1)" 4 b2". Partiku-

larnim feSenim je konstanta —1/2. Obecné FeSeni dané nehomogenni rovnice bez
pocatecnich podminek je tedy

1
a(~1)" +b2" - 2.

Dosazenim do poc¢atecnich podminek zjistime konstanty a = —5/6, b = 5/6. Dané
rovnici s poc¢atecnimi podminkami tedy vyhovuje posloupnost
5 5 1
_ _1 n + 72"7,—1 [
6( ) 3 2
|

3.9. Priklad. Priklad. Urcete posloupnost realnych cisel, ktera vyhovuje nasle-
dujici nehomogenni diferencni rovnici s poc¢atec¢nimi podminkami:

2$7L+2 = —Tnp+1+Tn + 2; T1 =2, 12 = 3.

ResSeni. Obecné feseni zhomogenizované rovnice je tvaru a(—1)" + b(1/2)". Par-
tikularnim Fesenim je konstanta 1. Obecné feseni dané nehomogenni rovnice bez
pocatecnich podminek je tedy

a(=1)" + b (;)n +1.

Dosazenim do pocate¢nich podminek zjistime konstanty a = 1, b = 4. Dané rovnici
s pocatecnimi podminkami tedy vyhovuje posloupnost

(—1)" +4 (;)n +1.

3.10. Piiklad. Reste nasledujici diferencni rovnici:

Tn44 = Tp43 — Tn42 + Tn4+1l — Tp-
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Reseni. Z teorie vime, Ze prostor feseni této diferenéni rovnice bude ¢tyidimen-
zionalni vektorovy prostor, jehoz generatory zjistime z kofent charakteristického
polynomu dané rovnice. Charakteristickd rovnice je

ot —r+1=0.

Jedné se o reciprokou rovnici (to znamend, ze koeficienty u (n—k)-té a k-té mocniny

x, k = 1,...,n, jsou shodné). Zavedeme tedy substituci u = = + % Po vydéleni
rovnice 2% (nula nemize byt kofenem) a substituci (v§imnéte si, ze 22+ 25 = u®—2)
dostavame

2 1 1 2
a:—:zc—&-l—f—&-j:u —u—1=0.
A

Dostédvame tedy nezndmé u; o = % Odtud pak z rovnice 22 —uz +1 = 0 uréime

Ctyti kofeny
1+5++v—-10+2v5
I .

Nyni si vSimnéme, ze kofeny charakteristické rovnice jsme mohli ,uhodnout®
rovnou. Je totiz

21,2,34 =

P +1=(x-1)* -2 +22 -z +1),
a tedy jsou koteny polynomu z* — 3+ 22 — 2 +1 i kofeny polynomu z° + 1, coz jsou
paté odmocniny z —1. Takto dostavame, ze feSenim charakteristikého polynomu
jsou é&isla w15 = cos(¥) £ sin(F) a w34 = cos(3F) + sin(3F). Tedy realnou bazi
prostoru Feseni dané diferen¢ni rovnice je napiiklad béze posloupnosti cos(%E),

5
tn (DT 3nm s (3nm ¥ s : : o s “ .
sin(g"), cos(*%™) a sin(*%£™), coz jsou siny a cosiny argumentii pfislusnych mocnin
kotfenti charakteristického polynomu.
Vsimnéme si, ze jsme mimochodem odvodili algebraické vyrazy pro cos(%) =

E):M 3my _ V61 377):@
4 4 .

1%/5 : T, cos( a sin(*

, sin(

3.11. Linearni filtry. UvaZujme nyni nekoneéné posloupnosti
T= ...,y T—n41y:+-73L—-1,L0yL1y-++y Ly~
a operaci T', kterd zobrazi posloupnost x na posloupnost z = T'x se ¢leny
Zp = Q1%p + A2Tp—1+ - + QTy—kt1-

Protoze nekonecné posloupnosti  umime scitat i nasobit skalary po slozkach, jedna
se opét o priklad vektorového prostoru. Zjevné ma dimenzi nekonec¢nou.

Posloupnosti miizeme chapat jako diskrétni hodnoty néjakého signalu, odeci-
tané zpravidla ve velmi kratkych ¢asovych jednotkach, operace T je pak filtrem,
ktery signal zpracovava. Z definice je zfejmé, Ze periodické posloupnosti z,, spliu-
jici pro né€jaké pevné prirozené ¢islo p

Tntp = Tn

budou mit i periodické obrazy z = Tz

Zndp = W Tntp + A2Tp—14p + - + Ok Tn—k+1+4p
=Ty +a2Tp—1+ -+ ApTn—k+1 = Zn
se stejnou periodou p. Pro pevné zvolenou operaci T' nas bude zajimat, které vstupni

posloupnosti zistanou priblizné stejné (pfipadné az na nasobek) a které budou
utlumeny na nulové hodnoty.
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Jde nam tedy v prvni fadé o vycisleni jadra naseho linearniho zobrazeni T'. To
je ale ddno homogenni diferen¢ni rovnici

a9y + a1Tp_1+ -+ aTp_r =0, ag#0 ax#0.

3.12. Spatny equalizer. Jako piiklad uvazujme linearni filtr zadany rovnici
zn = (TX)p = Tpia + Tn.

Vysledky takového zpracovani signalu jsou naznaceny na nasledujicich ¢tyfech ob-
razcich pro postupné se zvysujici frekvenci periodického signalu z,, = cos(¢n). Cer-
veny je puvodni signdl, zeleny je vysledek po zpracovani filtrem. Nerovnomérnosti
kiivek jsou disledkem nepresného kresleni, oba signély jsou samoziejmé rovnomeér-

nymi sinusovkami.
A =7.1250 A =19.375

A
UUCREULR A

FPo 0N

A =25.500 A =29.583

g
i

P 1

Vsimnéme si, Ze v oblastech, kde je vysledny signal priblizné stejné silny jako
puvodni, dochézi k dramatickému posuvu faze signalu. Levné equalizery skutecné
podobné Spatné funguji.

Vysledek lze samoziejmé podrobné spocitat vyse uvedenou metodikou.

3. Markovovy procesy



3. MARKOVOVY PROCESY 81

3.13. Markovovy retézce. Velice Casty a zajimavy pfipad linearnich procesu je
popis systému, ktery se miize nachazet v m ruznych stavech s riznou pravdépodob-
nosti. V jistém okamziku je ve stavu s pravdépodobnosti a; pro stav i a k prechodu
z mozného stavu 4 do stavu j dojde s pravdépodobnosti ¢;;.

Miuzeme tedy proces zapsat takto: V Case n je systém popsan pravdépodob-
nostnim vektorem z,, = (ay, ..., an). To znamend, Ze vSechny komponenty vektoru
x jsou realna nezaporna cisla a jejich soucet je roven jedné. Komponenty udavaji
rozdéleni pravdépodobnosti jednotlivych moznosti stavi systému. Rozdéleni prav-
dépodobnosti pro ¢as n + 1 bude dédno vynasobenim pravdépodobnostni matici
prechodu T' = (t;5), tj.

Tp+1 = T- Ty -

Protoze predpokladame, Ze vektor x zachycuje vSechny mozné stavy, budou vSechny
sloupce matice T tvofeny také pravdépodobnostnimi vektory. Takovému procesu
fikdme Markoviv proces. VSimnéme si, ze kazdy pravdépodobnostni vektor x je
opét zobrazen na vektor se souc¢tem soufadnic jedna:

Z tijl‘j = Z(Z ﬁw’)l‘j = Z Tj = 1.
i, i J

ProtoZe je souet Ffadkt matice T' vZdy roven vektoru (1,...,1), bude jednicka

zarucené vlastnim ¢islem matice T" a k ni musi existovat vlastni vektor xo. Abychom

mohli podrobnéji pochopit chovani Markovovych procesti, uvedeme si docela snadno

pochopitelné obecné tvrzeni o maticich, tzv. Perronovu—Frobeniovu vétu. Jeji dikaz

vSak uvadét nebudeme.

Véta. Necht A je redind cétvercovd matice dimenze m s kladnymi prvky. Pak plati

(1) exituje realné vlastni éislo N\, matice A takové, Ze pro vschna ostatni vlastni
¢isla A plati [N < A,

(2) vlastni ¢islo N, md algebraickou ndsobnost jedna,

(3) vlastni podprostor odpovidajici A, obsahuje vektor se viemi soutadnicemi klad-
nymi

(4) plati odhad min,; Zj aij < A\ < max; Zj ajj.

Tvrzeni bezezbytku plati i pro tzv. regularni matice, tj. takové, jejichz néjaka
mocnina ma vyhradné kladné prvky.

Dusledkem této véty pro Markovovy procesy s matici, ktera nema zadné nulové
prvky (nebo jejiz nékterd mocnina méa tuto vlastnost), je

e existence vlastniho vektoru x, pro vlastni ¢islo 1, ktery je pravdépodobnostni
e piiblizovani hodnoty iteraci T*zq k vektoru z., pro jakykoliv pravdépodob-
nostni vektor x.
Prvni tvrzeni vyplyva primo z kladnosti soufadnic vlastniho vektoru zminéné v
Perronové—Frobeniové vété, druhé pak z toho, ze absolutni hodnoty vSech ostatnich
vlastnich ¢isel musi byt ostie mensi nez jedna.

3.14. Mlsny hazardér. Hazardni hrac¢ sazi na to, ktera strana mince padne. Na
zacatku hry ma tri kremrole. Na kazdy hod vsadi jednu kremroli a kdyz jeho tip
vyjde, tak k ni ziska jednu navic, pokud ne, tak kremroli prohrava. Hra konci,
pokud vsechny kremrole prohraje, nebo jich ziska pét. Jaka je pravdépodobnost, ze
hra neskonci po ¢tyfech sazkach?
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Reseni. Pied j-tym kolem (sazkou) miizeme popsat stav, ve kterém se hra¢ nachazi
nahodnym vektorem X; = (po(7), p1(j), p2(j), ps(7), pa(j), p5(j)), kde p; je pravds-
podobnost, ze hra¢ ma ¢ kremroli. Pokud ma hrac¢ pred j-tou sazkou 7 kremroli
(i=2,3,4), tak po sdzce mé s poloviéni pravdépodobnosti (i — 1) kremroli a s polo-
vi¢ni pravdépodobnosti (i4 1) kremroli. Pokud dosdhne péti kremroli nebo vSechny
prohraje uz se pocet kremroli neméni. Vektor X, tak ziskdAme podle podminek v
priklani z X; vynasobenim matici

1 0,5 0 0 0 0
0O 0 05 0 0 0
4o 0 0,5 0 0,5 0 0
~—10 0 05 0 05 0
0 O 0 05 0 0
0 O 0 0 0,5 1
Na zacatku mame

0

0

0

Xl_ 11
0
0

po ¢tyfech sazkach bude situaci popisovat ndhodny vektor

X5 = A'X, =

ol O Glon © el

tedy pravdépodobnost, Ze hra skon¢i do ¢tvté sédzky (véetné) je polovina.
X je pravdépodobnostni, tedy mé soucet prvk v kazdém sloupci 1. Nemd ale
vlastnost vyzadovanou v Perronové—Frobeniové vété a snadnym vypoctem zjistite
(nebo pfimo uvidite bez pocitani), ze existuji dva linedrné nezavislé vlastni vektory
prislusné k vlastnimu ¢islu 1 — pripad, kdy hraci neztistane zadna krémrole, tj. z =
(1,0,0,0,0,0)7, nebo ptipad kdy ziska 5 krémroli a hra tim pddem konéi a vSechny
mu uz zistavaji, tj. 2 = (0,0,0,0,0,1)7. VSechna ostatni vlastni éisla (p¥iblizné 0, 8,
0,3, —0,8, —0, 3) jsou v absolutnihodnoté ostie mensi nez jedna. Proto komponenty
v prislusnych vlastnich podprostorech pri iteraci procesu s libovolnou pocatecni
hodnotou vymizi a proces se blizi k limitni hodnoté pravdépodobnostiho vektoru
tvaru (a,0,0,0,0,1 — a), kde hodnota a zavisi na po¢tu krémroli, se kterymi hrac¢
zacind. V naSem ptipadé je to a = 0,4, kdyby zacal se 4 krémrolemi, bylo by to
a=0,2 atd. ]
Ruleta Hrac rulety ma nasledujici strategii: prisel hrat se 100 K¢. Vzdy vsechno,
co aktudlné ma. Sazi vzdy na cernou (v ruleté je 37 ¢isel, z toho je 18 ¢ernych, 18
¢ervenych a nula). Hrac¢ skonci, pokud nic nemé, nebo pokud ziskd 800 Uvazte tuto
tlohu jako Markoviv proces a napiste jeho matici.
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Reseni
1 a a a 0
0 0 0 0 O
0O b 0 0 0},
00 b 0O
0 0 0 b 1

kdea =412 ap=18

37 37° 0

3.15. Priklad. Uvazujme situaci z predchoziho pfipadu a predpokladejme, Ze prav-
dépodobnost vyhry i prohry je 1/2. Ozna¢me matici procesu A. Bez pouziti vypo-
¢etniho software urcete A0,

Reseni. Hra skonéi po tiech sazkach. Jsou tedy vsechny mocniny A, poéinaje A3
shodné.

1 7/8 3/4 1/2 0
00 0 0 0
00 0 0 0
00 0 0 0
0 1/8 1/4 1/2 1

O

3.16. Sledovanost televizi. V jisté zemi vysilaji jisté dvé televizni stanice. Z
vefejného vyzkumu vyplynulo, Ze po jednom roce piejde 1/6 divdkd prvni stanice
ke druhé stanici, 1/5 divdki druhé stanice prejde k prvni stanici. PopiSte casovy
vyvoj poctu divaku sledujicich dané stanice jako Markoviiv proces, napiste jeho
matici, naleznéte jeji vlastni ¢isla a vlastni vektory.

5 1
(i 1)
6 5
Matice ma dominantni vlastni hodnotu 1, pfislusny vlastni vektor je (g, 1). Protoze
je vlastni hodnota dominantni, tak se pomér divaka se ustali na poméru 6 : 5. [

Reseni.

4. Vice maticového poctu

Na vcelku praktickych prikladech jsme vidéli, Ze porozuméni vnitini struktufe
matic a jejim vlastnostem je silnym nastrojem pro konkrétni vypocty nebo analyzy.
Jesté vice to plati pro efektivitu numerického pocitani s maticemi. Proto se budeme
zase chvili vénovat abstraktni teorii.

3.17. Invariantni podprostory. Méjme néjaké linedrni zobrazeni f : V' — V na
vektorovém prostoru V' a predpokladejme, ze pro néjaky podprostor W C V' plati
f(W) Cc W. Rikéme, ze W je invariantni podprostor pro zobrazeni f. Jestlize je V

kone¢nérozmérné a vybereme néjakou bazi (uq,...,u) podprostoru W, mizeme ji
vzdy doplnit na bazi (uy,...,u,) celého V a v kazdé takové bazi mé nase zobrazeni
matici A tvaru
B C
.1 A=
(3.1) (5 %)

kde B je ¢tvercova matice dimenze k, D je ¢tvercova matice dimenze n — k a C je
matice typu n/(n — k). Naopak, jestlize existuje v néjaké béazi matice zobrazeni f
tvaru (3.1), je W = (uy,...,uy) invariantni podprostor zobrazeni f.
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Extrémni piipady jsme vidéli v odstavcich 2:39H2.43] kde jsme zkoumali vlastni
vektory. Ke kazdému vlastnimu ¢islu zobrazeni (resp. matice) existoval vlastni vek-
tor a jim generovany jednorozmeérny podprostor je samoziejmé invariantni. V pii-
padé existence n ruznych vlastnich ¢isel zobrazeni f jsme dostali rozklad V' na
primy soucet n vlastnich podprostortu a v bazich z vlastnich vektori méa nase zob-
razeni diagonalni tvar s vlastnimi ¢isly na diagondle. Zaroven jsme vidéli dva rtzné
priklady davodt, pro¢ zobrazeni diagonalni matici mit nemusi. Prvni souvisel s
nilpotentnimi zobrazenimi, druhy s rotacemi v dvourozmérnych podprostorech.

Nejslozitéjsi a tplné obecny popis jsme potkali v odstavci [2.43] kde jsme pouze
s mlhavym naznakem dtikazu uvedli vétu o Jordanové rozkladu. Ta fika, ze nad
algebraicky uzavienym polem skalart se cely prostor vzdy rozlozi na invariantni
podprostory na kterych je zobrazeni déno tzv. Jordanovymi bloky. Budeme ted
pracovat se specidlnimi typy zobrazeni, jejichz struktura je daleko jednodussi. Prvni
budou na fadé ortogonalni zobrazeni.

3.18. Rozklad ortogonalniho zobrazeni. Zkoumejme zobrazeni na vektorovém
prostoru V' se skalarnim soucinem. Uvazme pevné zvolené ortogonalni zobrazeni
f:V — V s matici A v néjaké ortonormélni bézi a zkusme postupovat obdobné
jako s rotaci v ptikladu [2.38]

Nejprve se ale podivejme obecné na invariantni podprostory ortogonalnich zob-
razeni a jejich ortogonalni doplnky. Jestlize pro libovolny podprostor W C V a
ortogonalni zobrazeni f : V — V plati f(W) C W, pak také plati pro vSechny
veEWt, weWw

(fv),w) = (f(v), fo f~Hw)) = (v, fH{w)) =0
protoze i f~1(w) € W. To ale znamena, ze také f(W+) C W+. Dokazali jsme tedy
jednoduché, ale velice dtilezité tvrzeni:

Tvrzeni. Ortogondlni doplnék k invariantnimu podprostoru je také invariantni.

Kdyby byla vlastni ¢isla ortogonalniho zobrazeni redlna, zarucovalo by uz toto
tvrzeni, ze bude vzdy existovat baze V z vlastnich vektorti. Skuteéné, zizeni f na
ortogonalni doplnék invariantniho podprostoru je opét ortogonalni zobrazeni, takze
muzeme do baze pribirat jeden vlastni vektor za druhym, az dostaneme cely rozklad
V. Nicméné vétsinou nejsou vlastni ¢isla ortogonalnich zorbazeni realna. Musime si
proto pomoci opét vyletem do komplexnixh vektorovych prostorii.

Jestlize budeme povazovat matici A za matici linedrniho zobrazeni na komplexnim pro-
storu C" (kterd je jen shodou okolnosti redlna), budeme mit pravé n kofenii charakteristického
polynomu, vcetné jejich algebraické nasobnosti. Navic, protoze charakteristicky polynom zob-
razeni bude mit vyhradné redlné koeficienty, budou tyto kofeny bud redlné, nebo pujde o dvojice
komplexné sdruzenych kofenti A a . P¥islu$né vlastni vektory v C™ k takové dvojici vektorii
budou také komplexné sdruzené, protoze budou feSenim dvou komplexné sdruzenych systémf
linedrnich rovnic.

Oznalme v,, stejné jako v pFipadé rotace v[2.38} vlastni vektor pfislusny k vlastnimu &islu
A = a+ 18, B # 0. Redlny vektorovy podprostor Py generovany redlnou a imaginarni ¢asti
T\ =Tevy, Yyx = imuvy je zjevné invariantni vici nasobeni matici A a dostadvame

A-xx = aws — Byn, A-ysx = ayx + P

To ale neznamena nic jiného, nez Ze zizeni naseho zobrazeni na P, je dano slozenim rotace

o argument vlastni honoty A\ ((ihel arccos \/%ﬁz) s nasobenim velikosti vlastni hodnoty A
[e%

(skaldrem y/a? + [32). Protoze naSe zobrazeni zachovava velikosti, musi byt velikost vlastni
hodnoty A rovna jedné.
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Spole¢né s predchozimi ivahami jsme tedy dokazali (plny popis vSech ortogonalnich zob-
razeni:

Véta. Necht f : V. — V je ortogondlni zobrazeni na prostoru se skaldrnim sou-
c¢inem. Pak vsechny koveny charakteristického polynomu [ maji velikost jedna a
existuje rozklad V' na jednorozmérne vlastni podprostory odpovidagici vlastnim cis-
lim A = £1 a dvourozmérné podprostory Py 5, na kterych pusobi f rotaci o uhel
rovny argumentu komplezniho éisla . Vichny tyto rizné podprostory jsou po dvou
ortogondlni.

Piiklad. Zkusme si predchozi vétu na piikladu v dimenzi tfi. Charakteristicky

polynom v tomto piipadé musi mit alespon jeden redlny koien, kterym musi byt

bud jednicka nebo minus jednicka. Dalsi dva musi byt opét +1 nebo dva kom-

plexné sdruzené nerealné. V poslednim pripadé zadava vlastni vektor odpovidajici

realnému vlastnimu ¢islu osu rotace o argument vlastniho ¢isla druhého. Pokud je

realné vlastni ¢islo —1, bude navic jesté uplatnéno zrcadleni podle roviny rotace.
Uvazme tedy zobrazeni s matici ve standardni bazi

0 0 1
fRP=R A=[0 1 0
-1 00

Dostaneme polynom —A% +A? —X+1=—(A—1)(A\*+1) skofeny \; =1, A =i a
A = —i. Pochopitelné matice zadava rotaci o devadesat stupnti podle osy y.

3.19. Symetricka zobrazeni. Uvazujme opét redlny vektorovy prostor V se ska-
larnim souc¢inem. Zobrazeni f : V — V se nazyva symetricke, jestlize pro vSechny
vektory u,v € V plati

(f(u),v) = (u, f(v)).
V libovolné ortonormalni bazi mtzeme predchozi vztah v soufadnicich vyjadrit
takto:
(A-2)T-y=a" (A-y)=aT - (ATy).
Volbou soufadnic bézovych vektorti (tj. jedna jednicka a zbytek nuly) se dostaneme

ke vztahim a;; = a;; pro jednotlivé komponenty matice 4, tzn. ke vztahu A = AT.
Dokazali jsme tedy soutradny popis symetrickych zobrazeni:

Tvrzeni. Zobrazeni f : V. — V na vektorovém prostoru se skaldrnim soucinem
je symetrické pravé tehdy, kdyzZ v nékteré (a pak uz vSech) ortonormalni bazi md
symetrickou matici.

3.20. Adjungovana zobrazeni. Jestlize zvolime pevné jeden vektor v € V, dosazovani
vektordl za druhy argument ndm déva zobrazeni V — V* = Hom(V, R)

Vov— (w— {(v,w) € R).
Podminka nedegenerovanosti skalarniho soucinu ndm zarucuje, Ze toto zobrazeni je bijekci. Na
prvni pohled je vidét, Ze vektory ortonormalni baze jsou zobrazeny na formy tvorici bazi dudlni.

Kazdé zobrazeni f : V' — W mezi vektorovymi prostory zadava tzv. dudlni zobrazeni
ymi pi y
f5:W* — V" mezi formami, definované pro véechny w* € W*, v € V' pomoci

fw)(w) = w(f(v).
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V libovolnych bazich na V' a W a jejich dudlnich bazich na V* a W™ pak tentyz defini¢ni vztah
ma tvar (piseme A* pro matici zobrazeni f*, 27 jsou souradnice formy w*, y jsou sou¥adnice
vektoru v)

(AzT)-y=a" - (A-y)
a vidime, ze dualni zobrazeni ma v dudlnich bazich transponovanou matici k matici zobrazeni
ptvodniho.
V pripadé vektorovych prostorti se skalarnim soucinem, prevadi vyse uvedené bijekce dudlni
zobrazeni f* na tobrazeni f*: W — V zadané formuli

(f(u),v) = (u, f7(v))
a tomuto zobrazeni se fikd adjungované zobrazeni k f. Predchozi vypocet v soufadnicich pro
symetrickd zobrazeni ndm ve skuteénosti sdélil, Ze je-li A matice zobrazeni f v ortonormalni
bézi, pak matice adjungovaného zobrazeni f* je matice transponovana AT. Miizeme proto také
preformulovat definici takto: Symetrické je takové zobrazeni f : V — V, které je rovno svému
adjungovanému zobrazeni f*. Casto se takovym zobrazenim také proto fika samoadjungovand.

3.21. Spektralni rozklad symetrického zobrazeni. Uvazujme symetrické zob-
razeni f : V. — V s matici A v né€jaké ortonormalni bazi a zkusme postupovat
obdobné jako v [3:I8] Opét se nejprve obecné podivame na invariantni podprostory
ortogonalnich zobrazeni a jejich ortogonélni dopliky. Jestlize pro libovolny podpro-
stor W C V' a symetrické zobrazeni f : V' — V plati f(W) C W, pak také plati pro
véechny v € W+, w e W

(f(v),w) = (v, f(w)) = 0.
To ale znamend, ze také f(W=) C W+,
Predstavme si dale, ze A je matice symetrického zobrazeni a A - x = Az pro
néjaky komplexni vektor 2z € C™. Rozsifime si definici skaldrniho souc¢inu ( , ) na

C"™ vztahem

<$,y> :xT'?j

kde 7 je vektor v C" s komplexné konjugovanymi souradnicemi. Zjevné plati i pro
rozsitené zobrazeni x +— A - x vztah

(A-z,y) = (z,A-y)
a pro nas vlastni vektor = tedy dostavame
Mz, x) = XMa, z).

Kladnym redlnym é&islem (z, ) mizeme kratit a proto musi byt A = A, tj. vlastni
¢isla jsou skutecné realna.

Komplexnich kofenti mé charakteristicky polynom det(A — AE) tolik, kolik je
dimenze ¢tvercové matice A, a vSechny jsou ve skutecnosti realné. Dokazali jsme
tak dtlezity obecny vysledek:

Tvrzeni. Ortogondlni doplnek k invariantnimu podprostoru pro symetrické zob-
razent je také invariantni. Navic jsou vSechna vlastni ¢isla symetrické matice A
realnd.

Ze samotné definice je zfejmé, Ze ziuzeni symetrického zobrazeni na invariantni
podprostor je opét symetrické. Predchozi tvrzeni nam tedy zarucuje, ze bude vzdy
existovat baze V z vlastnich vektort. Skutecné, zizeni f na ortogonalni doplnék
invariantniho podprostoru je opét ortogonalni zobrazeni, takze muzeme do baze
pribirat jeden vlastni vektor za druhym, az dostaneme cely rozklad V. Vlastni
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vektory prislusejici rtiznym vlastnim ¢islim jsou navic kolmé, protoze z rovnosti
f(u) = Au, f(v) = po vyplyva

Mu,v) = (f(u),v) = (u, f(v)) = plu,v).

Obvykle se nas vysledek formuluje pomoci projekci na vlastni podprostory.
O projektoru P : V. — V fikdme, ze je kolmy, je-li Im P | Ker P. Dva kolmé
projektory P, @ jsou wvzdjemné kolmé, je-li Im P 1 Im(Q).

3.22. Véta. Pro kazdé symetricke zobrazeni f : V' — V na vektorovém prostoru se
skaldarnim soucinem ezistuje ortonormdlni baze z vlastnich vektori. Jsou-li A\, ..., A\
vSechna ruznd vlastni ¢isla f a Py, ..., Py prislusné kolmé a navzdjem kolmé pro-
jektory na vlastni podprostory, pak

f=MP 4+ 4+ NPy

Poznamka. Vsechna zobrazeni, pro kterad lze najit ortonormélni bazi jako v této vété
o spektralnim rozkladu se nazyvaji normdlni. Lze pomérné snadno ukazat, Ze zobrazeni
f:V — V je normalni prave, kdyz komutuje se svym adjungovanym zobrazenim. Stopa
zobrazeni f* o f je rovna souctu absolutnich hodnot kvadratt vSech prvka A. V bazi
z predchozi véty je tento vyraz ovsem roven souctu kvadratt absolutnich hodnot vsech
vlastnich ¢isel \; matice A. Rovnost

> as? =D I

1,7 7

v nékteré a pak uz ve vsSech ortonormalnich bazich je nutnou a dostateénou podminkou
pro to, aby zobrazeni f bylo normalni. Dukaz nebudeme uvadét.

3.23. Nezaporna zobrazeni a odmocniny. Neziporné realna ¢isla jsou pravée
ta, ktera umime psat jako druhé mocniny. Zobecnéni takového chovani pro matice
a zobrazeni lze vidét u sou¢intt B = AT - A (tj. slozeni zobrazeni f* o f):

(B-x,x) = (AT - A-z,x) = (A-2,A-x) >0
pro vSechny vektory x. Navic zjevné
BT = (AT . AT = AT . A=B.

Symetrickym maticim B s takovou vlastnosti fikdme nezdporné a pokud nastane
nulova hodnota pouze pro x = 0, pak jim fikame kladné. Obdobné hovofime o
kladnych a nezdaporngjch zobrazenich f:V — V.

Pro kazdé nezaporné zobrazeni f : V' — V umime najit jeho odmocninu, tj.
zobrazeni g takové, ze g o g = f. Nejjednoduseji to uvidime v ortonormalni béazi,
ve které bude mit f diagonalni matici. Takové podle naSich pfedchozich tvah vzdy
existuje a matice A zobrazeni f v ni bude mit na diagonale nezaporna realné vlastni
¢isla zobrazeni f. Kdyby totiz bylo nékteré z nich zaporné, nebyla by splnéna pod-
minka nezapornosti jiz pro néktery z bazovych vektort. Pak ovsem staci definovat
zobrazeni g pomoci matice B s odmocninami pfislusnych vlastnich ¢isel na diago-
néle.
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5. Rozklady matic a pseudoinverze

I pfi pocitani s redlnymi Cisly uzivame pro zjednoduSeni rozklady na sou-
¢iny. Nejjednodussim je vyjaddieni kazdého redlného ¢isla jednoznacéné ve tvaru
a = sgn(a)-|al, tj. jako soucin znaménka a abolutni hodnoty. V dalsim textu si uve-
deme struc¢né piehled nékolika takovych rozkladi pro rtizné typy matic, které byvaji
nesmirné uzitecné pii numerickych vypoctech s maticemi. Ve skute¢nosti jsme pii-
slusny rozklad pro nezaporné symetrické matice vyuzili v pfedchoyim odstavci pro
konstrukci odmocniny z matice.

Zacneme preformulovanim nékolika vysledki, které jsme uz davno odvodili. V
odstavcich a[2.8] jsme upravovali matice nad skalary z libovolného pole na rad-
kovy schodovity tvar. K tomu jsme pouzivali elementarni Gpravy, které spocivaly v
postupném nasobeni nasi matice invertibilnimi dolnimi trojthelnikovymi maticemi
P;, které postihovaly pricitani ndsobkt radkt pod pravé zpravovavanym. Predpo-
kladejme pro jednoduchost, Ze naSe matice A je ¢tvercova a Ze ma vSechny hlavni
minory nenulové. Pak se nemuze stat, ze bychom potiebovali pii Gausové elimi-
naci prehazovat fadky a vSechny nase matice P; mohou byt dolni trojihelnikové s
jedni¢kami na diagonéléch (nikdy nepotifebujeme pfehaovat fadky). Konecné, staci
si povSimnout, Ze inverzni matice k takovymto P; jsou opét dolni trojihelnikové s
jednickami na diagonalach a dostavame

U=P - A=PFP,---P-A
kde U je horni trojuhelnikova matice a tedy
A=L-U

kde L je dolni trojuhelnikova matice s jednickami na diagonale a U je horni troja-
helnikova. Tomuto rozkladu se ¥ika LU —rozklad matice A. V piipadé obecné matice
muzeme pii Gausové eliminaci na fadkové schodovity tvar potfebovat navic per-
mutace fadkd, nékdy i sloupct matice. Pak dostavame obecnéji A=P-L-U - Q,
kde P a @ jsou néjaké permutacni matice.

Pfimym dtsledkem Gausovy eliminace bylo také zjisténi, Ze az na volbu vhod-
nych bazi na definiénim oboru a oboru hodnot je kazdé zobrazeni f : V — W
zadano matici v blokové diagonalnim tvaru s jednotkovou matici s rozmérem da-
nym dimenzi obrazu f nulovymi bloky vSude kolem. To lze pfeformulovat takto:
Kazdou matici A typu m/n nad polem skalart K lze rozlozit na souéin

E 0
r () e

Pro ¢tvercové matice jsme v [2.44] ukdzali pii diskusi vlastnosti linedrnich zob-
razeni f : V — V na komplexnich vektorovych prostorech, Ze kazdou ¢tvercovou
matici A dimenze m umime rozlozit na soudin

A=P-B-P!

kde B je blokové diagondlni s Jordanovymi bloky pfislusnymi k vlastnim c¢islim
na diagonale. VSimnéme si, Zze nasobeni matici P a jeji inverzi z opa¢nych stran
odpovida v tomto piipaé pravé zméné baze na vektorovém prostoru V.

Obdobné, pro symetrické matice jsme dokazali, ze jdou rozlozit na soucin

A=P.-B-PT,
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kde B je diagondlni matice se vSemi (vzdy realnymi) vlastnimi ¢isly na diagonale,
véetné nasobnosti. Zde jde také o soucin s maticemi vystihujici zménu baze, nicméné
pripoustime nyni pouze zmény mezi mezi ortonormalnimi bazemi a proto i matice
pfechodu P musi b§t ortogonalni. Odtud P~! = PT.

Pro ortogonéalni zobrazeni jsme odvodili obdobné vyjadreni jako u symetric-
kych, pouze nase B bude blokové diagonalni s bloky rozmeéru dva nebo jedna vyja-
dfujicimi bud rotaci nebo zrcadleni nebo identitu vzhledem k pfislusnym podpro-
storim.

3.24. Véta o singularnim rozkladu. Jestlize se omezime na ortonormalni baze,
ale chceme znat vice informaci o struktufe obecnych linearnich zobrazeni, musime
postupovat o hodné rafinovanéji, nez v pripadé bazi libovolnych:

Véta. Necht A je redlna matice typu m/n. Pak existuji étvercové ortogondlni ma-
tice U a V' dimenzi m a n, a redlnd diagondlni matice s nezdpornymi prvky D
dimenze v, r < min{m, n}, takové, Ze

- T (D 0
A=USV", S—(O 0),

kde r je hodnost matice AAT. Pritom je S urcena jednoznacné aZ na povadi proki
a prvky diagondlni matice D jsou druhé odmocniny vlastnich cisel d; matice AAT.

DUKAzZ. Predpokladejme nejprve m < n a oznaéme ¢ : R™ — R™ zobrazeni zadané
matici A ve standardnich bazich. Mame vlastné ukazat, ze existuji ortonormélni baze na
R™ a R™ ve kterych bude mit ¢ matici S z tvrzeni véty. Jak jsme vidéli vySe, matice
AT A je pozitivné semidefinitni. Proto ma samé realna neziporna vlastni ¢isla a existuje
ortonormdlni baze w v R", ve které ma prislusné zobrazeni ¢* o ¢ diagonalni matici s
vlastnimi ¢isly na diagonale. Jingmi slovy, existuje ortogonalni matice V' takova, ze AT A =
VBV pro realnou diagonalni matici s nezdpornymi vlastnimi éisly (d1,d2,...,dr,0,...,0)
na diagonale, d; # 0 pro véechny i = 1,...,7. Odtud B = VT AT AV = (AV)T(AV). To je
ale je ekvivalentni tvrzeni, Ze prvnich r sloupcti matice AV je ortogonélnich a zbyvajici jsou
nulové, protoze maji nulovou velikost. Oznac¢me prvnich r sloupcu v1,...,v, € R™. Tzn.

(vi,v) =diy i =1,...,7 atedy vektory u; = ﬁvb tvori ortonormalni systém nenulovych

vektorii. Dopliime je na ortonorméalni bazi ui, ..., u, celého R™. Vyjadfime-li zobrazeni
¢ v bazich w na R™ a u na R™, dostavame matici VB. Prechody od standardnich bazi k
nové vybranym odpovidaji nasobeni zleva ortogonalnimi maticemi U a zprava V="' = V7.

Pokud je m > n, mizeme aplikovat piedchozi ¢ast ditkazu na matici AT. Odtud pak
pfimo plyne pozadované tvrzeni. O

Tento diikaz véty o singuldrnim rozkladu je konstruktivni a midzZeme jej opravdu pouzit
pro vypocet ortogonalnich matic U, V' a diagonalnich nenulovych prvkii matice S.

3.25. Geometricka interpretace singularniho rozkladu. Diagonalnim hod-
notdm matice D z predchozi véty se rika singuldrni hodnoty matice A. Pro ptislusné
zobrazeni ¢ : R” — R™ maji jednoduchy geometricky vyznam: Necht K C R" je
jednotkova stéra pro standardni skalarni soucin. Obrazem ¢(K) pak vzdy bude (pii-
padné degenerovany) m-rozmérny elipsoid. Singuldrni ¢isla matice A jsou piitom
velikosti hlavnich poloos a véta navic fikd, ze puvodni sféra vzdy pFipousti orto-
gonalni sdruzené primeéry, jejichz obrazem budou pravé vSechny poloosy tohoto
elipsoidu.

Pro ¢tvercové matice je vidét, ze A je invertibilni pravé, kdyz vSechna singularni
¢isla jsou nenulova. Pomér nejvétsiho a nejmensiho singularniho ¢isla je dtlezitym
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parametrem pro robustnost fady numerickych vypoc¢ti s maticemi, napt. pro vy-
pocet inverzni matice.

3.26. Véta o polarnim rozkladu. Uvazujme spole¢né nad disledky véty o singuldrnim
rozkladu. Plyne z ni A = USW7 s diagonalni S s nezapornymi realnymi &isly na diagonale
a ortogondlnimi U, W. Pak A = USUTUWT a mazeme pfimo definovat P := UsuT,
V := UWT. Odtud ale vyplyva, ze P symetrickd a pozitivné semidefinitni zatimco V je
ortogonalni. Navic AT = WSUT a tedy AAT = USSUT = P2,

Predpoklddejme, ze A = PV = QU jsou dva takové rozklady a A je invertibilni. Pak
ovéem je AAT = PVVTP = P? = QUUTQ = Q? positivné definitni a proto jsou matice
Q = P = VAAT jednoznaéné uréené a invertibilni. Pak také U = V = P~1A. Odvodili
jsme tedy velice uZite¢nou analogii rozkladu redlného &isla na znaménko (ortogondlni matice
v pfipadé dimenze jedna jsou pravé +1) a absolutni hodnotu (matice P, ke které umime
odmocninu)

Véta. Kazdou ctvercovou redlnou matici A dimenze n lze vZdy vyjadrit ve tvaru A = P-V,
kde P je symetrickd a positivné definitni ctvercovd matice téze dimenze a 'V je ortogonalnsi.
Pritom P = VAAT. Je-li A invertibilni, je rozklad jednoznacng a V = (VAAT) 1A,

Kdy? budeme tuté? vétu aplikovat na A7 misto A, dostaneme tenty? vysledek, oviem s
obracenym poradim symetrickych a ortogondlnich matic. Matice v pfislusnych pravych a levych
rozkladech budou samozrejmé obecné riizné.

3.27. Poznamka. V tomto textu se bohuzel z nedostatku prostoru vyhybame
komplexnim maticim. Ve skutec¢nosti jsou pro vSechny koncepty a pojmy zavedené
kolem skalarnich soucinil také piimocaré komplexni analogie a obvyklejsi postup
v literature je, ze se z vysledk pro tzv. unitarni prostory, hermiteovska zobra-
zeni, samoadjungovana zobrazeni apod. odvozuji i vysledky realné. Napriklad véta
o spektralnim rozkladu pak pracuje s matici s pozitivné definitni samoadjungo-
vanou matici P, kterd opét hraje roli absolutni hodnoty ¢isla, zatimco unitarni
matice V je analogii argumentu komplexniho ¢isla (tj. komplexni jednotky, kterd
se také rozklada na soucet o + i) se samoadjungovanymi ¢, 1), které navic spliuji
0% +9? = idy). Pfitom ale nyni neni jedno v jakém pofadi samoadjungované a
unitarni matice chceme nasobit. Umime v obou, vyjdou ale pokazdé jiné.

Pro fadu aplikaci byva rychlejsi pouziti tzv. QR rozkladu:

3.28. Vé&ta. Pro kazdou redlnou matici A typu m/n existuje ortogondlni matice Q
a horni trojuhelnikovd matice R takové, Ze A = QT R.

DUKAZ. V geometrické formulaci potfebujeme dokézat, ze pro kazdé zobrazeni
@ : R™ — R™ s matici A v standardnich bazich muzeme zvolit novou bazi na R™
tak, aby potom ¢ mélo horni trojihelnikovou matici.

Uvazme obrazy ¢(e1),...,¢(e,) € R™ vektori standardni baze, vyberme z
nich maximalni linearné nezavisly systém vy, .. ., vy takovym zptsobem, Ze vypous-
téné zavislé vektory jsou vzdy linearni kombinaci predchozich vektort, a dopliime
jej do baze vi,...,v;,. Necht uy,...,u, je ortonormdlni baze vznikla Gramm-
Schmidtovou ortogonalizaci tohoto systému vektort. Nyni pro kazdé e; je p(e;)
bud jedno z vj, j < 4, nebo je linedrni kombinaci vy, ...,v;_1, proto ve vyjadieni
©(e;) v bazi u vystupuji pouze vektory uq,...,u;. Zobrazeni ¢ ma proto ve stan-
dardni bazi na R™ a ortonormalni bazi u na R™ horni trojahelnikovou matici R.
Ptechod k bazi u na R™ odpovida nasobeni ortogonalni matici @, tj. R = QA,
ekvivalentné A = QT R. (]
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Zavérem této ¢asti textu si vSimnéme mimoradné uzitecné a dulezité aplikace
nasich vysledkt pro pfiblizné numerické vypocty. Opét uvadime pro jednoduchost
pouze redlnou variantu, obdobné plati a dokazuje se i varianta komplexni.

3.29. Definice. Necht A je redlna matice typu m/n a nechtA = USV7T je jeji

-1
singuldrni rozklad, S = <§ 8) Matici AV = VS'UT s 5" = <D0 8)

nazyvame pseudoinverzni matice k matici A.

Jak ukazuje nasledujici véta, je pseudoinverze diilezité zobecnéni pojmu inverzni
matice.

3.30. Vé&ta. Necht A je redlnd matice typu m/n. Plati

(1) Je-li A invertibilni (zejména tedy ctvercovd), pak
ACY =47
(2) pro pseudoinverzi AV plati, ze ACDA i AAY jsou symetrické a
AATY A =4, AFDAACY = A,

(3) Uvazme pro danou matici A systém linedrnich rovnic Az = b, b € R™. Pak
y =AYb € R™ minimalizuje vzddlenost || Az — b|| pro viechny = € R™.

DUKAZ. (1): Je-li A invertibilni, pak i S = UT AV je invertibilni a piimo z definice je
S =87 Odtud ATYVA =AACY = E.
(2): P¥imym vypoctem dostavame SS’S = S a §'SS’ = S, proto

AATVA=UsVTVSUTUSVT =Uss' sVl =usvT = A
a analogicky pro druhou rovnost. Dale
(AATNHT = (Uss'UNT =u($)"sTUT =U (8 UT =USS'UT = AAY

a podobné se ukaze (A A)T =AY A,

(3): Uvazme zobrazeni ¢ : R” — R™, 2 — Az, a piimé soucty K" = (Ker )" ®Ker ¢,
R™ = imy @ (im@)*. Zazené zobrazeni ¢ := ©|(er oy L+ (Ker ©)* — Imp je linearni
isomorfismus. Zvolime-li vhodné ortonormalni baze na (Ker)™ a Im¢ a doplnime je
na ortonormalni baze na celych prostorech, bude mit ¢ matici S a ¢ matici D z véty o
singuldrnim rozkladu. Pro dané b € R™ je bod z € im ¢ minimalizujici vzdalenost ||b — z||
(tj. realizujici vzdalenost od podprostoru p(b,Im ¢)) pravé komponenta z = by rozkladu
b=bi1+b2,b1 € Imep, by € (Im go)J‘. Pritom ale ve zvolené bazi je zobrazeni <,0<71), ptvodné
zadané ve standardnich bazich pseudoinverzi A(fl), déno matici S’ z véty o singularnim
rozkladu, zejména je o7V (Im¢) = (Ker )™ a D! matici ztzeni 90|(;rr11)¢ a go‘((;;)wJ_ je
nulové. Je tedy skutecné

pop™V(b) = p(p "V (2)) = 2
a dikaz je ukoncen. O

Lze také ukazat, ze matice A~ minimalizuje vyraz ||[AAY — E||? (tj. sumu kvadrati
viech prvkd uvedené matice).
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3.31. Linearni regrese. Aproximacni vlastnost (3) predchozi véty je velice uzi-
tetnd v pripadech, kdy méame najit co nejlepsi pfiblizeni (neexistujicitho) feseni
preurceného systému Az = b, kde A je redlnd matice typu m/n a m je vétsi nez n.

Napf. mame experimentem ddno mnoho naméfenych hodnot b; a chceme najit
linearni kombinaci nékolika funkci f;, kterd bude co nejlépe aproximovat hodnoty b;.
Skutecné hodnoty zvolengch funkci v bodech y; € R zadaji matici a;; = f;(y;) a na-
$im tkolem je tedy urcit koeficienty z; € R tak, aby Y (b; — (3_7_, xjai;))* byla
minimélni. Jinymi slovy, hleddme linedrni kombinaci funkci f; takovou, abychom
”dobie” prolozili zadané hodnoty b;. Diky predchozi vété jsou hledané optimalni
koeficienty A(~1b.

Abychom méli konkrétnéjsi predstavu, uvazujme pouze dvé funkce fi(z) = x,
fo(x) = 2% a predpokladejme, Ze ,naméfené hodnoty“ jejich nezndmé kombinace
g(z) = y12 + Yo v celoéiselnych hodnotach pro z mezi 1 a 10 jsou

bT = (1.44 10.64 4.48 14.56 31.12 39.20 54.88 71.28 85.92 104.16).

Tento vektor vzniknul vypocétem hodnot = + z? v danjych bodech posunutych o
nédhodné hodnoty v rozmezi £8. Matice B = (b;;) je tedy v naSem piipadé rovna

BT_12345678910
T\l 4 9 16 25 36 49 64 91 100

ay=BED.p= (0.61,0.99). Vysledné prolozeni je mozné dobie vidét na obrazku,
kde zelené jsou prolozeny zadané hodnoty b lomenou ¢arou, zatimco Cerveny je graf
prislusné kombinace g. Vypocty byly provedeny v systému Maple pomoci prikazu
leastsqrs(B,b).
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o
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Pokud jste spiateleni s Maplem (nebo jingm podobnym souftwarem), zkuste si
zaexperimentovat s podobnymi tlohami.
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KAPITOLA 4

Analyticka geometrie

poloha, incidence, projekce?
- a zase skoncéime u matic. ..

1. Afinni geometrie

Vrétime se ted k tlohdm elementarni geometrie z podobného pohledu, jako
kdyz jsme zkoumali polohy bodu v roviné v 5. ¢asti prvni kapitoly, viz Moti-
vaci k abstraktni definici vektorového prostoru ndm byly mnoziny feseni systému
linearnich diferencialnich rovnic s nulovou pravou stranou, kde soucty i skalarni na-
sobky feSeni byly opét Fesenimi, ,,dimenzi“ celého prostoru feseni ale urcoval rozdil
mezi poc¢tem proménnych a poctem nezavislych rovnic. Takova dimenze byva vy-
razné mensi nez pocet proménnych a uz proto neni idealni pracovat s vektory jen
jako s n—ticemi skalart. Kdyz jsme pak zkoumali aplikace obecné teorie na sys-
témy rovnic v prvni ¢asti predchozi kapitoly, zjistili jsme v ostavci [B.1] ze vSechna
feSeni nehomogennich systémi rovnic sice netvori vektorové podprostory, vzdy ale
vznikaji tak, ze k jednomu jedinému feSeni pficteme cely vektorovy prostor feseni
prislusné homogenni soustavy. Naopak, rozdil dvou feSeni nehomogenni soustavy je
vzdy fesenim homogenni. Obdobné se chovaji linearni diferecni rovnice, viz (3.6

Navod na teoretické uchopeni takové situace jsme vidéli uz pfi diskusi geo-
metrie roviny, viz odstavec a dale. Tam jsme totiz popisovali pfimky a body
jako mnoziny feSeni systému linedrnich rovnic. P¥imka pro nas pak byla , jedno-
rozmérnym“ prostorem, pfestoze jeji body byly popisovany dvémi souradnicemi.
Prametricky jsme ji zadavali tak, Ze k jednomu bodu (tj. dvojici soufadnic) jsme
pricitali nasobky pevné zvoleného smérového vektoru. Stejné budeme postupovat i
ted v libovolné dimenzi.

4.1. Afinni prostory. Standarni afinni prostor A, je mnozina vsech boda v R"
spolu s operaci, kterou k bodu A = (ay,...,a,) € A, a vektoru v = (vy,...,v,) €
R™ ptifadime bod A +v = (a1 + v1,...,a, + v,) € R™ Tyto operace spliuji
nasledujici t¥i vlastnosti:

(1) A+ 0= A pro vSechny body A € P a nulovy vektor 0 € V
(2) A+ (v+w) = (A+v)+ w pro vSechny vektory v,w € V, A€ P
(3) pro kazdé dva body A, B € P existuje pravé jeden vektor v € P takovy, ze
A+ v = B. Znadime jej B — A, nékdy také AB.
Vektorovy prostor R™ nazyvame zaméreni afinniho prostoru A,.
Vsimnéme si nékolika formalnich nebezpeci: Pouzivame stejny symbol 4+ pro
dvé riizné operace: pri¢teni vektoru ze zaméfeni k bodu v afinnim prostoru, ale také

s¢itani vektorti v zaméfeni R™. Také nezavadime zvlastni pismena pro samotnou
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mnozinu bodu afinniho prostoru, tj. A, pro nas predstavuje jak samotnou mnozinu
bod, tak i celou strukturu definujici afinni prostor.

Proc¢ vlastné chceme rozliSovat mnozinu bodu prostoru A,, od jeho zaméieni V,
kdyz se jedna jakoby o stejné R™? Je to patrné podstatny formalni krtcek pro po-
chopeni geometrie v R™: Geometrické objekty jako jsou primky, body, roviny apod.
nejsou totiz pfimo zavislé na vektorové struktufe na mnoziné R™ a uz viibec ne na
tom, Ze pracujeme s n—ticemi skalart. Musime ale mit moznost fici, co je to ,rovné
v daném sméru“. K tomu pravé potifebujeme na jedné strané vnimat tfeba rovinu
jako neohranic¢enou desku bez zvolenych soufadnic, ale s moZnosti posunout se o
zadany vektor. Kdyz pfejdeme navic k takovému abstraktnimu pohledu, budeme
umét diskutovat ,rovinnou geometrii“ pro dvourozmérné podprostory, tj. roviny
ve vicerozmérnych prostorech, ,prostorovou® pro tfirozmérné atd., aniz bychom
museli pfimo manipulovat k-ticemi soutfadnic.

Definice. Afinnim prostorem A se zaméfenim V' rozumime mnozinu bodu P, spolu
se zobrazenim PxV — P, (A,v) — A+w, spliujici vlastnosti (1)—(3). Pro libovolny
pevné zvoleny vektor v € V je tak definovana translace 7, : A — A jako z0zené
zobrazeni

Tp: P~Px{v}—>P A~ A+
Dimenzi afinniho prostoru A rozumime dimenzi jeho zaméfeni.

Nadéle nebudeme rozlisovat A a P v oznadeni. Z axiomu okamzité plyne pro
libovolné body A, B,C v afinnim prostoru .4

(4) A-A=0eV

(5) B-A=—(A-B)

(6) (B-A)+(C—-B)=(C-A).
(Dokazte si podrobné formélné samil!)

Vsimnéme si, Ze volba jednoho pevného bodu Ay € A nadm uréuje bijekci mezi V'
a A. Pfi volbé pevné baze u ve V tak dostavame pro kazdy bod A € A jednoznacné
vyjadieni

A= Ag+ z1u1 + - + Ty,

Hovofime o afinni soustavé souradnic (Ag;us,. .., u,) zadané pocdtkem afinni sou-
fadné soustavy Ao a bazi zaméfeni u. Hovofime také o afinnim repéru (Aog,u).

Slovy muzeme shrnout situaci takto: Afinni soufadnice bodu A v soustavé
(Ao, u) jsou soufadnicemi vektoru A — Ay v bazi u zaméfeni V.

Volba afinniho souradného systému ztotoziuje n-rozmérny afinni prostor A se
standardnim afinnim prostorem A,,.

4.2. Afinni podprostory. JestliZze si vybereme v A jen body, které budou mit
nékteré pfedem vybrané soufadnice nulové (tfeba posledni jednu). Dostaneme opét
mnozinu, kterd se bude chovat jako afinni prostor. Takto budeme skutecné para-
metricky popisovat tzv. afinni podprostory ve smyslu nasledujici definice.

Definice. Neprizdnd podmnozina Q C A afinniho prostoru A se zaméienim V'
se nazyva afinni podprostor v A, je-li podmnozina W = {B - A;A,B€ Q} CV
vektorovym podprostorem a pro libovolné A € Q, v e W je A+wv € Q.

Skutecné je rozumné mit obé podminky v definici, protoze je snadné najit

priklady podmnozin, které budou spliiovat prvni, ale nikoliv druhou. Pfemgyslejte
napf. o pfimce v roviné s vyjmutym jednim bodem.
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Pro libovolnou mnoZinu bodi M C A v afinnim prostoru se zaméfenim V'
definujeme vektorovy podprostor

Z(M)={({B—A;B,Aec M})CV.

Zejména je V = Z(A) a kazdy afinni podprostor Q@ C A spliiuje sdm axiomy
afinnfho prostoru se zaméfenim Z(Q).

Pfimo z definic je zfejmé, ze prinik libovolné mnoziny afinnich podprostoru je
bud opét afinni podprostor nebo prazdni mnozina.

Afinni podprostor (M) v A generovany neprazdnou podmnozinou M C A je
prunikem vSech afinnich podprostort, které obsahuji vsechny body podmnoziny M.

Piimo z definic plyne, Ze pro kterykoliv bod Ag € M je (M) = {Ap + v;v €
Z(M) C Z(A)}, tj. pro generovani afinniho podprostoru vezmeme vektorovy pod-
prostor Z(M) v zaméfeni generovany vSemi rozdily bodt z M a ten pak pfi¢teme
k libovolnému z nich. Hovofime také o afinnim obalu mnoziny bodia M v A.

Naopak, kdykoliv zvolime podprostor U v zaméfeni Z(.A) a jeden pevny bod
A € A, pak podmnozina A + U vznikla vS§emi moZznymi soucty bodt A s vektory v
U je afinni podprostor. Takovy postup vede k pojmu parametrizace podprostoru:

Necht Q = A + Z(Q) je afinni podprostor v A, a (u1,...,ux) je bdze Z(Q) C
R™. Pak vyjadieni podprostoru

Q= {A+tius + -+ tyug;ty, ...t €R}

nazyvame parametricky popis podprostoru Q. Jeho zadani systémem rovnic v da-
nych souradnicich je implicitni popis podprostoru Q.

4.3. Priklady afinnich prostoru. (1) Jednorozmérny (standardni) afinni pro-
stor je mnozina vSech bodu redlné piimky A;. Jeji zaméfeni je jednorozmérny
vektorovy prostor R (a nosnd mnozZina také R). Afinni soufadnice dostaneme vol-
bou pocatku a méfitka (tj. baze ve vektorovém prostoru R). VSechny vlastni afinni
podprostory jsou 0-rozmérné, jsou to pravé vSechny body redlné primky R.
(2) Dvourozmérny (standardni) afinni prostor je mnozina vSech bodu prostoru A
se zaméfenim R2. (Nosnou mnozinou je R2.) Afinni soufadnice dostaneme volbou
pocatku a dvou nezavislych vektor (smért a méritek). Vlastni afinni podprostory
jsou pak v8echny body a pfimky v roviné (0-rozmérné a l-rozmérné). P¥imky pii-
tom jednozna¢né zaddme jejich jednim bodem a jednim generatorem zaméfeni (tzv.
parametricky popis piimky).
(3) Trojrozmérny (standardni) afinni prostor je mnozina vSech bodt prostoru Ajz se
zaméFenim R3. Afinni soufadnice dostaneme volbou poéatku a tif nezévislych vek-
torl (smért a méfitek). Vlastni afinni podprostory jsou pak vSechny body, pfimky
a roviny (0-rozmérné, 1-rozmérné a 2-rozmérné).
(4) Podprostor vSech feSeni jedné linedrni rovnice a - & = b pro neznadmy bod
(z1,...,2,) € A, zndmy nenulovy vektor koeficientt (aq, ..., a,) a skalar b € R je
afinni podprostor dimenze n —1 (¥ikdme také, Ze je kodimenze 1), tj. tzv. nadrovina
v A,.

Posledni ptiklad je zvlastnim pripadem nésledujici obecné véty popisujici geo-
metrickou podstatu systémi linedrnich rovnic.

4.4. Véta. Necht (Ap;u) je afinni soufadny systém v n-rozmérném afinnim pro-
storu A. Afinni podprostory dimenze k v A, vyjddiené v dangjch soutadnicich, jsou
pravé mnoziny resent resitelngch systémi n — k linedrné nezdvislych linedrnich rov-
nic v n promennych.
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DUkAz. Uvazujme libovolny FeSitelny systém n — k linedrné nezévislych rovnic
aj(x) =b;, b €R,i=1,...,n—k. Je-li A= (ay,...,a,)T € R" libovolné pevné
zvolené feseni tohoto (nehomogenniho) systému rovnic a je-li U C R™ vektorovy
podprostor vSech FeSeni zhomogenizovaného systému «;(x) = 0, pak dimenze U je k
a podmnozina viech feseni daného systému je tvaru {B; B = A+ (y1,...,yn),y =
(y1---,ya)T €U} C R”, viz. Ptislusny afinni podprostor je tim popsan para-
metricky ve vychozich soufadnicich (Ag;w).

Naopak, uvazme libovolny afinni podprostor Q C A,, a zvolme néjaky jeho bod
B za pocatek afinniho soufadného systému (B,v) pro afinni prosotr A. Protoze
Q = B+ Z(Q), potifebujeme popsat zaméfeni podprostoru Q jako podprostor
FeSeni homogenniho systému rovnic. Zvolme tedy bézi v na Z(A) tak, aby prvnich
k vektort tvofilo bazi Z(Q). Pak v téchto soufadnicich jsou vektory v € Z(Q) dany
rovnostmi

a;j(v)=0, j=k+1,...,n,

kde «a; jsou linearni formy z tzv. dudlni baze k v, tj. funkce pfifazeni jednotlivych
soufadnic v nasi bazi v.

N&s vektorovy podprostor Z(Q) dimenze k v n-rozmérném R" je tedy skutecné
dén jako feSeni homogenniho systému n—k nezévislych rovnic. Popis zvoleného afin-
niho podprostoru ve vybraném soufadném systému (Ag;u) je proto ddn systémem
homogennich linearnich rovnic.

Zbyva nam se vypotradat disledky prechodu z ptivodniho zadaného soufadného
systému (A;u) do naSeho pfizpisobeného (B;v). Z obecné Gvahy o transformacich
soutadnic v nasledujicim odstavci vyplyne, ze vysledny popis podprostoru bude
opét pomoci systému rovnic, tentokrat ale uz obecné nehomogennich. (Il

4.5. Transformace soufadnic. Dvé libovolné zvolené afinni soustavy souradnic
(Ao, u), (Bo,v) se obecné lisi posunutim pocatku o vektor (By — Ap) a jinou bazi
zaméfeni. Transformacni rovnice tedy vycteme ze vztahu pro obecny bod X € A

X = By + vy + -+ xv, = By + (Ao — Bo) + T1us + -+ - + Tply.

Oznaéme y = (yi1,...,yn)? sloupec soutadnic vektoru (Ag — By) v bazi v a M =
(ai;) bud matice vyjadiujici bazi u prostfednictvim béze v. Potom

!
Ty =Y+ 01171 + -+ 1Ty

/!
l’n = Yn +an1$1 + - +annxn

tj. maticové
=y+ M-z

Jako ptiklad si mtzeme spocitat dopad takové zmény baze na vyjadieni feSeni
systémt rovnic. Necht v soufadnicich (Ag;«) mé systém rovnic tvar

S-x=0»

s matici systému S. Pak S-x =S - M- (y+ M -x)—S-M~'.y="b Protov
novych vyse uvazovanych soufadnicich (By;v) bude mit nas systém rovnic tvar

(S-M Y2/ =b=b+(S-M")y.

To plné dokoncuje diikaz predchozi véty.
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4.6. Afinni kombinace bodu. Necht Ay,..., A jsou body v afinnim prostoru
A. Jejich afinni obal ({Ap ..., Ar}) mizeme zapsat jako

{Ao +t1(A1 — Ag) + - - + ti(Ar — Ag)str, ..., t € R}

a v libovolnych afinnich soufadnicich (tj. A; je vyjadfen sloupcem skalar) miZeme
tutéz mnozinu zapsat jako

k
(Ao, Ak) = {toAo + t1 Ay + - + trArsts € R, =1}

=0

Obecné vyrazy toAg + t1A1 + -+ + txAg s koeficienty spliiujicicmi Zf:o t;, =1
rozumime body Ag + Zf:l t;(A; — Ap) a nazyvame je afinni kombinace bodii.

Body Ay ..., A jsou v obecné poloze, jestlize generuji k-rozmény podprostor.
Z nasich definic je vidét, ze to nastane pravé, kdyz pro kterykoliv z nich plati, ze
vektory vzniklé pomoci rozdili tohoto pevného s ostatnimi jsou linedrné nezavislé.
Vsimnéme si také, ze zadani posloupnosti dim .4 bodtu v obecné poloze je ekviva-
lentni zadéni afinniho repéru s stifedem v prvnim z nich.

Afinni kombinace je obdobné konstrukce pro body afinniho prostoru jako byla
linearni kombinace pro vektorové prostory. Skutecné, afinni podprostor generovany
body Ap..., A je roven mnoziné vsech afinnich kombinaci svych generdtort. Ma-
zeme vSak nyni dobfe zobecnit i pojem ,mezi dvéma body na pfimce“. V dvojroz-
mérném piipadé tomu odopovida vnitiek trojahelniku. Obecné budeme postupovat
takto:

Necht Ay, ..., Ay je k+1 bodt afinniho prostoru A v obecné poloze. k-rozmérny
simplex A = A(Ay,...,Ar) generovany témito body je definovan jako mnozina
vSech afinnich kombinaci bodu A; s pouze nezdpornymi koeficienty, tzn.

k
A= {toAQ + 1A+ - +t/€Ak,tl S [0, 1] C R,th = 1}
i=0
Jednorozmérny simplex je usecka, dvourozmérny trojuhelnik.
Zadani podprostoru jako mnoziny afinnich kombinaci bodt v obecné poloze je
ekvivalentni parametrickému popisu. Obdobné pracujeme s parametrickymi popisy
simplexti.

4.7. Konvexni mnoZiny. PodmnoZina M afinniho prostoru se nazyva konverni,
jestliZe s kazdymi svymi dvéma body A, B obsahuje i celou tse¢ku A(A, B). P¥imo
z definice je vidét, Ze kazda konvexni mnoZina obsahuje s kazdymi k& + 1 body v
obecné poloze i cely jimi definovany simplex.

Konvexnimi mnozinami jsou napft.
(1) prézdnéd podmnozina
(2) afinni podprostory
(3) usecky, poloptimky p = {P + ¢ - v; ¢t > 0}, obecnéji k— rozmérné poloprostory
a={P+t;-v1+ -+t v t1,...,tx € Rt > 0}, Ghly v dvojrozmérnych
podprostorech 3 = {P +t; - vy +t2 - ve; t1 > 0,t2 > 0}, atd.

Pfimo z definice také plyne, ze prinik libovolného systému konvexnich mnozin
je opét konvexni. Prinik vSech konvexnich mnozin obsahujicich danou mnozinu M
nazyvame konvezni obal K(M) mnoziny M.
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Véta. Konvexni obal libovolné podmnoZiny M C A je

K(M) = {t1 Ay + -+t Ay Y ti =1, t; >0}

i=1

DUKAZ. Ozna¢me S mnozinu v8ech afinnich kombinaci na pravé strané dokazo-
vané rovnosti. Nejprve ovéfime, zZe je S konvexni. Zvolme tedy dvé sady parametrt
ti,i=1,.., 81, t;, 7 =1,...,s9 s pozadovanymi vlastnosti. Bez 1jmy na obecnosti
muzeme predpokladat, ze s; = so a Ze v obou kombinacich vystupuji stejné body
z M (jinak prosté pfiddme s¢itance s nulovymi koeficienty). Uvazme libovolny bod
tsecky zadané takto ziskanymi body:

€(t1Ar + -+ tsAg) + (L —e)(t) A1 + -+ tLAg), 0<e< 1.

Ziejmé jsou opét vSechny v S.

Zbyva ukazat, ze konvexni obal bodi Aj,...,As; nemtze byt mensi nez S.
Samotné body A; odpovidaji volbé parametrti ¢; = 0 pro vSechny j # i a t; = 1.
Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro vSechny mnoziny s nejvyse s — 1 body. To
znamend, ze konvexni obal bodu A, ..., As_1 je (podle pfedpokladu) tvofen pravé
témi kombinacemi z pravé strany dokazované rovnosti, kde t; = 0. Uvazme nyni
libovolny bod A =t1A; + - +t;As € S, ts # 1, a afinni kombinace

€(t1A1 + - Fts_1As1) + (1 —e(l —t5))As, 0<e< 1_—2

Jde o tsecku s krajnimi body uréenymi parametry ¢ = 0 (bod A;) a e =1/(1 —ty)
(bod v konvexnim obalu bodd Ay, ..., As_1). Bod A je vnitinim bodem této usecky
s parametrem € = 1. O

Konvexni obaly koneénych mnozin boda se nazyvaji konverni mnohostény.
Jsou-li definujici body Ao,..., A konvexniho mnohosténu v obecné poloze, do-
stavame praveé k-rozmérny simpler. V pripadé simplexu je vyjadifeni jeho bodu ve
tvaru afinni kombinace definujicich vrchold jednoznac¢né.

Jinym pfikladem jsou konvexni podmnoziny generované jednim bodem a ko-
neéné mnoha vektory: Necht wui,...,ug, jsou libovolné vektory v zaméfeni R™,
A € A, je libovolny bod. RovnobéZnostén Pi(A;uq,...,ux) C A, je mnozina

Pr(A;uy, ... ,up) ={A+cug +--+cpup; 0<¢; <1,i=1,...,k}.

Jsou-li vektory uq, ..., ur nezavislé, hovofime o k-rozmérném rovnobéznosténu
Pr(A;uq,. .., ux) C A,. Z definice je ziejmé, Ze rovnobéznostény jsou konvexni. Ve
skutecnosti jde o konvexni obaly jejich vrcholi.

4.8. Priklady standardnich afinnich dloh. (1) K podprostoru zadanému im-
plicitné nalézt parametricky popis a naopak:

Nalezenim partikularniho feseni nehomogenniho systému a fundamentalniho
feseni zhomogenizovaného systému rovnic ziskdme (v soufadnicich, ve kterych byly
rovnice zadany) pravé hledany parametricky popis. Naopak, zapiSeme-li paramet-
ricky popis v soufadnicich, mizeme volné parametry ti,...,t; vyeliminovat a zis-
kdme pravé rovnice zadavajici dany podprostor implicitné.

(2) Nalézt podprostor generovany nékolika podprostory Qi, ..., Qs (obecné rizngch
dimenzi, napt. v Rg nalézt rovinu danou bodem a piimkou, tfemi body apod.) a
zadat jej implicitné ¢i parametricky:
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Vysledny podprostor Q je vidy uréen jednim pevné zvolenym bodem A; v
kazdém z nich a souctem vsech zaméfeni. Napft.

Q=A1+(Z({A1, -, A}) + Z(Q1) + - + Z(Qs))-

Pokud jsou podprostory zadany implicitné, je mozné je nejdiive prevést na para-
metricky tvar. V konkrétnich situacich byaji funkéni i jiné postupy. VSimnéme si,
ze obecné je skutené nutné vyuzit jednoho bodu z kazdého podprostoru. Napt.
dvé paralelni pfimky v roviné vygeneruji celou rovinu, ale sdili totéz jednorozmérné
zaméfeni.

(3) Nalézt prinik podprostori Qy, ..., Qs:

Pokud jsou zadany v implicitnim tvaru, staci sjednotit vSechny rovnice do jed-
noho systému (a pfipadné vynechat linedrné zdvislé). Pokud je vznikly systém ne-
fesitelny, je prinik prazdny. V opac¢ném pripadé ziskdme implicitni popis afinniho
podprostoru, ktery je hledanym prinikem.

Pokud mame dany parametrické tvary, mtizeme také hledat pifimo spolecné
body jako feSeni vhodnych rovnic, podobné jako pfi hledani prunikid vektorovych
podprostori. Ziskdme tak pfimo opét parametricky popis. Pokud je podprostori
vice nez dva, musime prunik hledat postupné.

Mame-li jeden prostor zadany parametricky a ostatni implicitné, stac¢i dosadit
parametrizované soutadnice a fesit vysledny systém rovnic.

(4) Nalezeni pricky mimobéZek p, q v Az prochdzejici dangm bodem nebo magjict
predem dany smér (tj. zaméreni):

Prickou rozumime pfimku, kterd ma neprazdny prinik s obémi mimobézkami. Vy-
slednéa pricka r tedy bude jednorozmérnym afinnim podprostorem. Pokud mame za-
dén jeho bod A € r, pak afinni podprostor generovany p a A je bud pfimka (A € p)
nebo rovina (A ¢ p). V prvém piipadé mame nekoneéné mnoho FeSeni, jedno pro
kazdy bod z ¢, v druhém staci najit pranik B roviny (p U A) s ¢ a r = ({A, B}).
Pokud je prinik prazdny, tloha nem4 Feseni, v pfipadé ze ¢ C (p U A), mame opét
nekonec¢né mnoho feseni, a pokud je prinik jednoprvkovy, dostavame pravé jedno
feseni.

Méme-li misto bodu dan smér v € R", tj. zaméfeni r, pak uvazujeme opét
podprostor Q generovany p a zaméfenim Z(p) + (u) C R™. Opét, pokud ¢ C O,
mame nekonecné mnoho FeSeni, jinak uvazime prinik Q s g a ulohu dokoncéime
stejné jako v predchozim pfipadé.

Reseni mnoha dalsich standardnich geometrickych tloh spo¢iva v pouzivani
vyse uvedenych kroki.

4.9. Priklad. Uvadime nékolik piikladt s vysledky.

P¥iklad.1. Parametricky vyjadiete priinik nasledujicich rovin v R3:

c:2xr+3y—z+1=0 a p:2x—-2y+5=0.

Reseni. Piimka (2t,t,7t) + [~5,0,—9]. O
Priklad.2. Najdéte pricku piimek (tisecku, jejiz jeden koncovy bod leZi na jedné z
pfimek, druhy pak na druhé z nich)

p: [17 17 1]+t(27170)7 q: [27270}+t(1’171)7

takovou, ze piimka ji uréend prochazi bodem [1,0,0].
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Reseni. Hledany bod v ¢ najdeme jako priinik pfimky ¢ s rovinou

[1,1,1] 4 £(2,1,0) + 5(0, 1, 1).

Jde o tise¢ku s krajnimi body [5,5,3] € q, [7/3,5/3,1] € p. O
Piiklad.3. Urcete osu mimobézek

p: [3,0,3]+(0,1,2)t

q:  [0,—1,-2]+ (1,2,3)t.
Reseni. Usecka ([2,3,4],[3,1,5)). O

Priklad.4. Naleznéte osu mimobézek

pe [1,1,1]+4(2,1,0), q: [2,2,0]+¢(1,1,1).

Reseni. [3,2,1][8/3,8/3,2/3]. O
Priklad.5. Urcete patu kolmice spusténé z bodu 0,0, 7] na rovinu

p:[0,5,3] + (1,2, 1)t + (—2,1,1)s.

Reseni. (—1,3,2). O
P¥iklad.6. Zjistéte, zda lezi body [0,2,1], [-1,2,0], [-2,5,2] a [0,5,4] z R? v jedné
rovineé.

Reseni. Libovolna dvojice zadanych bodii z afinniho prostoru R? uréuje vektor (viz
definice afinniho prostoru; jeho souradnice jsou dany po slozkach rozdily souradnic
danych dvou bodt). To, Ze dané ¢tyfi body lezi v roviné je ekvivalentni tomu, Ze
jsou tii vektory dané jednim vybranym bodem a vzdy jednim ze tii zbylych linedrné
zavislé. Vybereme napt. bod [0, 2, 1] (na vybéru nezéilezi), pak uvazujeme vektory
[0,2,1] —[-1,2,0] = (1,0,1), [0,2,1] — [-2,5,2] = (2,—-3,—-1) a [0,2,1] — [0,5,4] =
(0,—3,—3). Vidime, ze soucet dvojnasobku prvniho vektoru a tfetiho vektoru je
roven druhému vektoru, vektory jsou tedy linedrné zdvislé (jinak ma taky matice,
jejiz fadky jsou tvoreny souradnicemi danych vektori, hodnost nizsi nez tti; v tomto
pripadeé se tedy jedna o matici

1 0 1
2 -3 —-1],
0 -3 -3
kterd ma hodnost dva). Dané body tedy lezi v roviné. 0

P¥iklad.7. Na kolik ¢4sti mohou délit prostor (R?) tfi roviny? Pro kazdou moznost
popiste odpovidajici pripad.

ResSeni. 2, 3, 4, 6, 7, 8. Polohy rovin, které realizuji dané pocty si rozmyslete
samostatneé. (]
Priklad.8. Rozhodnéte, zda lezi bod [2,1, 0] uvnitf konvexniho obalu bodii [0, 2, 1],
[1» 07 1]) [37 _27 _1}7 [_17 07 1]

Reseni. Sestavime nehomogenni lin. soustavu, pro koeficienty t;, ta, t3, t4, afinni
kombinace danych bodi, kterd dava prvni bod (jsou uréeny jednozacéné, pokud dané
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body nelezi v roving).

01 3 -1\ /[t 2
20 =2 0 |[t]| |1
11 -1 1| |ts] |o
11 1 1)\t 1

Posledni rovnice udava, ze jde o afinni kombinaci. Jejim fesenim dostéavame (t1,to,t3,t4) =
(1,0,1/2,-1/2), nejedna se tedy o konvexni kombinaci. (nelze odvodit pomoci pro-

jekel na jednotlivé osy). O
Priklad.9. Urcete odchylku rovin

o [1,0,2]+ (1,—1,1)t+ (0,1, -2)s

pr o [3,3,3] 4+ (1,-2,0)t + (0,1,1)s

Reseni. Priisecnice méa smérovy vektor (1, —1,1), kolm4 rovina na ni mé pak s da-
nymi rovinami priniky generované vektory (1,0, —1) a (0, 1, 1). Tyto jednorozmérné
podprostory sviraji tthel 60°. O
Priklad.10. Je dédn rovnobéznik [0,0,1], [2,1,1], [3,3,1], [1,2, 1]. Urcete bod X na
pfimce p : [0,0,1]+ (1,1, 1)t tak, aby rovnobéznostén urceny danym rovnobéznikem
a bodem X mél objem 1.

Reseni. Sestavime determinant udavajici objem rovnobéznosténu pii pohyblivém
bodu X:

t t 1
2 1 0
1 20
Podminka, Ze ma byt roven jedné déva ¢t = 1/3. O

Priklad.11. Je ddna krychle ABCDA'B'C'D’ (ve standardnim oznaceni, tj. ABC'D
a A'B’'C'D’ jsou stény, AA' pak hrana). Urcete odchylku vektorit AB’" a AD’.

Reseni. Uvazujme krychli o hrané 1 a umistéme ji v R3 tak, ze bod A bude
mit ve standardni bazi soutfadnice [0,0,0], bod B pak soutadnice [1,0,0] a bod
C' soufadnice [1,1,0]. Potom ma bod B’ soufadnice [1,0,1] a bod D’ soufadnice
[0,1,1]. Pro vySetfované vektory tedy mtzeme psat AB’ = B’ — A = [1,0,1] —
0,0,0] = (1,0,1), AD' = D' — A = [0,1,1] — [0,0,0] = (0,1,1). Podle definice
odchylky ¢ téchto vektori je pak

(1,0,1)-(0,1,1) 1

@ =T oLy~ 2

tedy ¢ = 60°.

O

4.10. Afinni zobrazeni. Zobrazeni f : A — B mezi afinnimi prostory nazyvame
afinni zobrazent, jestlize existuje linedni zobrazeni ¢ : Z(A) — Z(B) takové, Ze pro
vSechny A € A, v € Z(A) plati

fA+v) = F(A) +o(v).

Zobrazeni f a ¢ jsou jednoznacné zadana touto vlastnostni a libovolné zvolenymi
obrazy (dim.A + 1) bodt v obecné poloze.
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Pro libovolnou afinni kombinaci bodu tgAg + - - - + t;As € A pak dostaneme
f(toAo + -+ tsAs) = f(Ao) +t1p(Ar — Ag) + - - + tsp(As — Ap)
= tof(AO) + tlf(Al) +eeet tSf(AS)-

Naopak, pokud pro néjaké zobrazeni plati, ze zachovava afinni kombinace, mu-
zeme Cist predchozi vypocet v opa¢ném potadi a zjistime, se jedna o afinni zobrazeni.
Ekvivalentné lze tedy definovat afinni zobrazeni jako ta, kterd zachovavaji afinni
kombinace bodi.

Volbou afinnich soutadnic (Agp,u) na A a (Bp,v) na B dostdvame soufadné
vyjadfeni afinniho zobrazeni f : A — B. Pf¥imo z definice je zfejmé, Ze staci vyjadiit
obraz poc¢atku soufadnic v A v soufadnicich na B, tj. vyjadiit vektor f(Ap) — Bo
v bazi v a vSe ostatni je pak urceno nasobenim matici zobrazeni ¢ ve zvolenych
bazich a pri¢tenim vysledku.

4.11. Priklad. Napiste matici B afinniho zobrazeni f daného ve standardni bazi

v R? jako
-3 D)+ ()

soufadné soustavé dané bazi u = {(1,1), (—1,1)} a poc¢dtkem [2,0].

Reseni. Matice pfechodu od dané béze u ke standardni bazi k je

L)

Matici zobrazeni v bézi ([2,0],u) ziskdme tak, Ze nejprve transformujeme sou-
fadnice priklané v béazi ([2,0],u) na soufadnice ve standardni bazi, tedy v bézi
([0,0],(1,0),(0,1)), poté aplikujeme matici zobrazeni f ve standardni bazi a na
zavér vysledek transformujeme zpét do soufadnic v bazi (]2, 0], w). Transformacni
rovnice prechodu od suoufadnic y;, yo v bazi ([2,0],u) k soufadnicim xy, x5 v

standardni bazi jsou
T\ _ 1 -1 Y1 2
() -G )G+ 6)
Odtud méame, ze

() =G ) (G)-0)-(

Pro matici zobrazeni pak dostavame
i ! 2 1 1 -1 2 1 -1
— 2
o= (3 P16 )0 ) 6)=01-()
2 0 2
- (A 0)-()

4.12. Priklad. Piiklad. Mejme danu standardni soufadnou soustavu v trojroz-
mérném Eukleidovském prostoru. Agent K sidli v bodé S o soufadnicich [0,1,2]
a ustredi mu pridélilo pro pouzivani souifadnou soustavu s pocatkem S a bazi
{(1,1,0),(-1,0,1),(0,1,2)}. Agent Sokol bydli domé D na kété [1,1,1] a pou-
Ziva souradnou soustavu s bazi {(0,0,1),(—1,1,2),(1,0,1)}. Agent K zada Sokola

D=
SIS
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o schiizku v cihelné, kterd lezi podle jeho soufadné soustavy v bodé [1,1,0]. Kam
m4 prijit Sokol (podle jeho souradnic)?
Reseni. Matice prechodu od baze agenta K k Sokolové béazi (pii stejnych po¢atcich)

je
-4 2 -1
T=|1 0 1
2 -1 1
Vektor (0,1,2) ma tedy soutadnice 7" - (0,1,2)7 = (0,2,1), posunutim pocatku
(pfic¢teme vektor (—1,0,1)) dostavame vysledek (—1,2,2). O

2. Euklidovska geometrie

Na minulé kapitole jsme vytvorili vychodisko pro elementarni geometrii a nepo-
tfebovali jsme k tomu pojem vzdélenosti nebo velikosti. Ve skutec¢nosti jsme pojem
velikosti vektorti a odchylku vektorti zavedli na konci tfeti kapitoly této casti. Né-
kolikrat jsme také nejen v geometrii roviny se vzdalenostmi pracovali, viz tieba
optimaliza¢ni vysledek o nefesitelnych systémech linedrnich rovnic a pseudoinverz-
nich maticich ve Vété Asi proto dobfe tusime, jak se s problémem vypotadat:

4.13. Definice. Standardni bodovy euklidovsky prostor &, je afinni prostor A,
jehoz zaméfenim je standardni euklidovsky prostor R™ se skalarnim soucinem

(x,2) =27 -y.

Kartézskd soutadnd soustava je afinni soufadnéd soustava (Ag;u) s ortonormélni
bazi w. Vzddlenost bodi A,B € &, definujeme jako velikost vektoru ||B — Al
budeme ji znadit p(A, B). Euklidovské podprostory v &, jsou afinni podprostory
jejichz zaméreni uvazujeme spolu se zizenymi skalarnimi souciny.

Bodovym euklidovskym prostorem £ pak obecné rozumime afinni prostor, jehoz
zaméreni je euklidovsky vektorovy prostor. Pojem kartézské souradné soustavy ma
opét jasny smysl. Kazda volba takové souradné soustavy ovsem zadava ztotoznéni
& se standardnim prostorem &,,. Proto se budeme v dalsim, bez ijmy na obecnosti,
zabyvat hlavné standardnimi euklidovskymi prostory a jejich podprostory.

Opét si napred uvedeme nékolik jednoduchych tvrzeni o euklidovskych prosto-
rech. K jejich formulaci i diikaztim se ale musime zamyslet nad standardnimi vztahy
mezi velikostmi vektort, které podobné jako v rovinné geometrii plati obecné:

4.14. Véta. Pro kazZdé vektory u a v, které lezZi v redlném vektorovéem prostoru V
se skalarnim soucinem, plati

(1) flu+o| < |lul|+||v]| (trojihelnikovd nerovnost). Pritom rovnost nastane prdve,
kdyz jsou u a v linedrné zduvisle.

(2) |u-v| < |ull||v]] (Cauchyova nerovnost). PFitom rovnost nastane prave, kdyz
jsou u a v linedrné zdvislé.

(3) pro kazdy ortonormdini systém vektori (eq, ..., ex) plati
lull> > ju-er]|> + -+ |u-ex|? (Besselova nerovnost).

(4) Pro ortonormdlni systém vektori (eq,...,ex) je u € {e1,...,ex) pravé kdyZ
lul|> = |u-e1)> + -+ |u-ex]? (Parsevalova rovnost).

(5) Pro ortonormdlni systém vektord (e1,...,ex) au €V je vektor

w=(u-ey)e;+ -+ (u-eg)ex

jedingm vektorem, ktery minimalizuje velikost |[u—v|| pro vSechny v € {e1, ..., ex).
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DUKAZ. Vsechny dikazy spocivaji v podstaté v pfimych vypoctech:
(2): Definujme vektor w := u — “2v, tzn. w L v a pocitejme

Vv

(u-v)

0 <l = ful? - o) - (o) + annz
0 < lolllol® = 2ol — 2(u - v)(u - v) + (- v)(u-v)

Odtud jiz p¥fmo plyne, ze ||ul|?|[v||> > |u - v|* a rovnost nastane pravé tehdy,
kdyz w = 0, tj. kdyz jsou u a v linedrné zavislé.
(1): Opét stadi pocitat
lu+ol? = llull* + [o]* + w- v+ v w=[lu]* + o] * + 2u - v
< lull + floll* + 2fw - ol < Jlull® + [[v]]* + 2]|ul[Jv]
= ([lull + Ilv)?
ProtoZe se pfitom jedna o kladna redlnd ¢isla, je opravdu ||u+v|| < |lul/+]|v]. Navic,

pfi rovnosti musi nastat rovnost ve vSech predchozich nerovnostech, to vsSak je
ekvivalentni podmince, Ze u a v jsou linearné zavislé (podle piedchozi ¢asti ditkazu).

(3), (4): Necht (eq,...,ex) je ortonormélni systém vektorti. Doplnime jej do orto-
normdlni baze (eq,...,e,). Pak je pro kazdy vektor u € V
n n k
ul® = (u-e)(u-e) => Ju-e> > |u-eil.
i=1 i=1 i=1

To je ale pravé dokazovana Besselova nerovnost. Pfitom rovnost muze nastat pravé
tehdy, kdyz u - e; = 0 pro vSechny i > k, a to dokazuje Parsevalovu rovnost.

(5): Zvolme libovolny v € (eq,...,e;) a dopliime dany ortonormélni systém na
ortonormalni bazi (eq,...,e,). Necht (u1,...,u,) a (z1,...,2%,0,...,0) jsou po
fadé soufadnice v a v v této bazi. Pak

le = ol = Jux = 2a” - fu = 2p* o+ g [P - o
a tento vyraz je zjevné minimalizovan pfi volbé x1 = uy, ..., T = ug. O

Nyni jiz dostavame jednoduché disledky pro euklidovskou geometrii:

1
) p(A, B) = p(B, A)

) p(A, B) =0 prdve, kdyz A= B

) p(A.B) + p(B,C) > p(A,C)

) V kaZdé kartézké soutadné soustavé (Aog;e) maji body

A:A0+a161+~~~+anen, B:A0+6161+"'+bn6n

vzddlenost /Y i (a; — b;)?.

(5) Je—li dan bod A a podprostor Q v &,, pak existuje bod P € Q minimalizujici
vzddlenosti bodu Q od A. Vzddlenost bodi A a P je rovna velikosti kolmého
primétu vektoru A — B do Z(Q)* pro libovolny B € Q.

(6) Obecnéji, pro podprostory R a Q v &, existuji bod P € Q a Q € R minimalizu-
jict vzddlenosti bodu B € Q a A € R. Vzddlenost bodi Q a P je rovna velikosti
kolmého primétu vektoru A— B do Z(Q)* pro libovolné body B € Q a A € R.
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DUkAZ. Prvni t¥i vlastnosti vyplyvaji pfimo z vlastnosti velikosti vektori v
prostorech se skalarnim soucinem, ¢tvrta plyne pfimo z vyjadreni skalarniho souc¢inu
v libovolné ortonormélni bazi.

Podivejme se na vztah pro minimalizaci vzdlenosti p(A4, B) pro B € Q. Vektor
A — B se jednoznaéné rozkladd na A — B = uj + ug, u; € Z(Q), us € Z(Q)*.
Pfitom uy nezavisi na volbé B € Q, P = A+ (—uy) = B+u; € Qa||A— BJ?
lurl|? + |Juz|* > |juz2*> = [|[A — P|. Odtud jiz vyplyva, Ze infima je skutec¢né
dosazeno, a to pro bod P. Vypoctend vzdélenost je skutecné ||us||.

Obecny vysledek se dokaze zcela obdobné.

<l

O

4.16. Vzdalenost piimek. Uréete vzdéalenost piimek v R3.

p:[1,-1,00 +¢(-1,2,3), a q:[2,5,—1]+t(-1,-2,1).

Reseni. Vzdélenost je déna jako velikost kolmého priimétu libovolné piicky (spoj-
nice) danych pifimek do ortogonalniho doplitku vektorového podprostoru genero-
vaného jejich zamérenimi. Tento ortogonalni doplnek zjistime naptiklad pomoci
vektorového soucinu:

((-1,2,3), (-1, -2, 1)>l =((-1,2,3) x (=1,-2,1)) = ((8,—2,4)) = ((4, -1, 2)>
Spojnici danych p¥imek je napiiklad tsecka [1,—1,0][2,5, —1], promitneme tedy
vektor [1,—1,0] — [2,5,—1] = (=1, —6,1). Pro vzdélenost pfimek pak dostdvame:

~1,-6,1)- (4,-1,2 4
p(p,q) = I ) I_ 4
H(4a _172)” \/ﬁ

O

Stejné jako vzdalenost, i fada dalsich geometrickych pojmt jako odchylky, ori-

entace, objem apod. je v bodovych prostorech &, zaviddéna prostiednictvim vhod-

nych pojmil ve vektorovych euklidovskych prostorech. Proto se nyni budeme chvili

vénovat opét realnym unitarnim ]i)rolstorﬁm. Zacneme s diskusi velikosti 1hld. Z
u-v

Cauchyovy nerovnosti plyne 0 < e < 1, mé tedy smysl nasledujici definice.

4.17. Definice. Odchylka ¢(u,v) vektori u,v € V v redlném vektorovém prostoru
se skaldarnim soucinem je dana vztahem

u-v

cos p(u,v) = 0 < p(u,v) < 2.

lullflofl”

Jak jsme vidéli, v roviné R? pro (obvyklou) odchylku vektori na jednotkové
kruznici v = (1,0), v = (cosp,sin ) skuteéné plati cosp = Tallfor- Protoze od-
chylka je nezavisla na velikostech vektorid, plati stejny vztah i pro vektory u =
(21,0), v = (acos g, asinp). Protoze vhodnou rotaci dosdhneme toho, ze jeden z
dvojice vektortt ma tvar (z1,0), plati nas vztah zcela obecné v roviné. Ve viceroz-
mérnych prostorech je odchylka dvou vektort vzdy méfena v roviné, kterou tyto
vektory generuji (nebo je nula), jisté tedy nas definiéni vztah odpovidé zvyklostem
ve vsech dimenzich.

V libovolném realném vektorovém prostoru se skaldrnim souc¢inem piimo z de-
finic plyne

lu =l = [lull* + [0]* = 2(u - v) = [ull® + [ol* — 2]jull|v]| cos ¢ (u, v).

To je tzv. kosinovd véta.
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Déle plati pro kazdou ortonormélni bazi e a u € V vztah ||ul]? = 3, |u - €%,
tj.
1= > (cos p(u,e)2,
i
coz je obvyklé tvrzeni o smérovych kosinech ¢(u,e;) vektoru u.
Z definice odchylek vektortd nyni mizeme dovodit rozumné definice pro obecné
podprostory v kazdém euklidovském vektorovém prostoru.

4.18. Definice. Necht Uy, Us jsou podprostory v euklidovském prostoru V. Od-
chylka podprostori Uy, Uy je redlné ¢islo a = (U, Us) € [0, 5] spliujici:
(1) Je-li dimU; = dimUs = 1, Uy = (u), Uz = (v), pak

|w.v]

cosa = .

[[wllf]]

(2) Jsou-li dimenze Uy, Uy kladné a Uy NU; = {0}, pak je odchylka minimem vsSech
odchylek jednorozmérnych podprostort

a = min{p((u), (v));0 £ u e Up,0 £ v € Us}.

Ukazeme v zapéti, ze takové minimum skutecné vzdy existuje.
(3) Je-li Uy C Uz nebo Uy C Uy (zejména je-li jeden z nich nulovy), je o = 0.
(4) Je-li Uy NUy 75 {0} aU; 75 U, NU; 7& Us, pak

o = (,O(Ul N (U1 N UQ)L, U2 N (U1 N UQ)L).

Odchylka podprostori Qy, Qs v bodovém euklidovském prostoru &, se definuje
jako odchylka jejich zaméfeni Z(Q1), Z(Qs).

Vsimnéme si, ze odchylka je vzdy dobfe definovana, zejména v poslednim pii-

padé je
(UL N (UL NU2) M) N (U2 N (UL NU2)*) = {0}

mizeme tedy opravdu odchylku uréit podle bodu (2). VSimnéme si také, ze v pii-
jejich odchylka je 7 /2. Pokud vSak maji netrividlni prinik, nemohou byt kolmé v
diivéjsim smyslu.

Ke korektosti definice zbyva ukazat, ze ve skute¢nosti vzdy existuji vektory
u € Uy, v € Us, pro které nabyva vyraz pro odchylku pozadovaného minima.
Nejdrive specidlni pripad:

4.19. Lemma. Necht v je vektor v euklidovském prostoru V a U C V libovolny
podprostor. Oznacme vy € U, va € UL (jednoznacné urcené) komponenty vektoru
v, 4. v = v1 + va. Pak pro odchylku ¢ podprostoru generovaného v od U platy

cos p((v),U) = cos p((v), (v1)) = |||7;1|| .

DUKAZ. Pro vSechny u € U plati

lu-v]  Ju-(uitv)|  Ju- v
lull[lv] lull[[0] o]
lullllvall _ floall _ llval® o1 -]

= ol flell Alollloall— Tvlllledll
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Odtud plyne

cos p((v), (u)) < cos p((v), (v1)) = |H1;1H||

a protoze funkce cos je na intervalu [0, 5] klesajici, je tvrzeni dokazané. 0

4.20. Vypocet odchylek. Uvazujme dva podprostory Ui, Uz v euklidovském prostoru V,

Ui NUs = {0} a zvolme pevné ortonormélni bize ¢, a ¢’ tak, aby Uy = (e1,...,ex), Us =
(€%, ...,el). Necht ¢ je kolmy priimét na Us, jeho z(Zeni na U; budeme opét znadit ¢ : Uy —
Us. Zobrazeni 1) : Uy — Uy necht vznikne podobné z kolmého primétu na U;. Tato zobrazeni
maji v bazich (e1,...,ex) a (el,...,e) matice
/ / / /
e1-€] ... eg-€e] ej-e1 ... € el
A= : : , B=
e1 € ... er-e eh-en ... € -ex

Zejména plati B = AT. Slozené zobrazeni 1) o ¢ : U — U; mé tedy symetrickou matici
AT A. Vidéli jsme, 7e kazdé takové zobrazeni ma pouze neziporna realna vlastni &isla a Ze
ma ve vhodné ortonormalni bazi diagondlni matici s témito vlastnimi Cisly na diagonale, viz
3.21H3.23]

Nyni miZeme odvodit obecny postup pro vypoclet odchylky oo = (U1, Us).

Véta. V predchozim oznaceni necht \ je nejuétsi vlastni hodnota matice AT A. Pak
2
cos”a = A

DUKAZ. Necht u € U; je vlastni vektor zobrazeni 1) o ¢ prislusny nejvétsi vlastni
hodnoté A, A1,..., A\x necht jsou vSechna vlastni éisla (véetné nasobnosti) a necht u =
(u1,...,un) je pfislusnd ortonormdlni baze Ui z vlastnich vektorti. Muzeme piimo pted-
pokladat, ze A = A1, u = u;. Potfebujeme ukazat, ze odchylka libovolného v € Uy od Us
je nejméné tak velka jako odchylka w od Us. Tzn. ze kosinus pfislusného thlu nesmi byt
vétsi. Podle predchoziho lemmatu staci diskutovat odchylku u a ¢(u) € Uz a pFitom vime,
ze ||ul = 1. Zvolme tedy v € U1, v = ajus + - - - + axug, Sor_, a? = ||[v]|* = 1. Pak

le@)I* = ¢(v) - p(v) = % o p(v) -v < [P o p()|l|v] = ¢ 0 ()]
Predchozi lemma navic déva i vzorec pro odchylku o vektoru v od Uz

el _

cosa = 12U j5(0)).
ol

Protoze jsme zvolili za A1 nejvétsi z vlastnich hodnot, dostavame

(cosa)” = lo()l|* < [l 0 p(v)|| =

k
— a0 - < /a
=1

Pfi v = u dostavame ovsem presné ||p(v)||> = Af||v||* = A? a tedy odchylka dosahuje pro
tento vektor minimélni mozné hodnoty. Tim je véta dokézana. O
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4.21. Piiklady standardnich tloh. 1. Najdéte vzddlenost bodu A € &, od pod-
prostoru Q C E,:

Viz. véta [L18

2. V &5 vedte bodem A primku q svirajici s danou pFimkou p daniyj thel:

Najdeme vektor u € R? lezici v zaméFeni piimky ¢ a zvolime vektor v majici
od u zadanou odchylku. Hledan4 pfimka je ddna bodem A a zaméfenim (v). Uloha
ma dvé nebo jedno feseni.

8. Spoctéte patu kolmice vedené bodem na danou primku:

Viz. diikaz pfedposledniho bodu véty [4.15

4. V &3 urcete vzddlenost dvou primek p, q: Zvolime libovolné jeden bod z
kazdé primky, A € p, B € q. Komponenta vektoru A — B v ortogonalnim doplnku
(Z(p) + Z(q))* ma velikost rovnu vzdalenosti p a g.

5. V & najdéte osu dvou mimobéZek p a q:

Necht 7 je rovina generovand jednim bodem A € p a souctem Z(p) + (Z(p) +
Z(q))*. Pak primik 1 N ¢ spolu se zamé&fenim (Z(p) + Z(q))* davaji parametricky
popis hledané osy. (Provéfte, kolik m4a tloha obecné Feseni!)

4.22. Priklad. Najdéte priinik kolmé roviny spusténé z bodu A = [1,2,3,4] € R*
na rovinu
0:[1,0,1,0] + (1,2, —1,-2)s + (1,0,0,1)t, s,t€R.

Reseni. Naleznéme nejprve kolmou rovinu k p. Jeji zaméfeni bude kolmé na zamé-
feni o, pro vektory (a,b,c,d) patiici do jejtho zaméfeni dostavame tedy soustavu
rovnic
(a,b,c,d)-(1,2,-1,-2)=0 = a+20—c—2d=0
(a,b,¢,d)-(1,0,0,1) =0 = a+d=0.
Jejim FeSenim je dvojdimenzionélni vektorovy prostor ((0,1,2,0),(—1,0,—3,1)).
Rovina 7 kolmé k roviné p prochazejici bodem A ma tedy parametrické vyjadieni
7:[1,2,3,4] 4+ (0,1,2,0)u + (—=1,0,-3,1)v, wu,veER.

Pranik rovin potom muzeme ziskat pomoci obou parametrickych vyjadieni. Pro
parametry popisujici prinik tedy dostavame soustavu rovnic:

14+s4+t = 1—-w
2s = 2+4u
1—-s5s = 3+2u—3v
—2s+t = 4+,
kterd mé jediné feseni (musi tomu tak byt, protoZe sloupce matice soustavy jsou
dény linedrné nezavislymi vektory zaméfeni obou rovin) s = —8/19, t = 34/19,
u = —54/19, v = —26/19. Dosazenim hodnot parametrtt s a ¢t do parametrického

vyjadieni roviny o pak dostaneme soufadnice priniku [45/19, —16/19,11/19,18/19]
(stejny vysledek pochopitelné obdrzime, dosadime-li hodnoty parametrtt v a v do
parametrického vyjadieni roviny 7). O

4.23. P¥iklad. Bodem [1,2] € R? vedte pfimku, kterd ma odchylku 30° od piimky
p:[0,1] +¢(1,1).
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Reseni. Odchylka dvou pfimek je dana tthlem, ktery sviraji jejich smérové vektory.
Staci tedy najit smérovy vektor v hledané piimky. Ten ziskdme naptiklad rotaci
smérového vektoru primky p o 30°. Matice rotace o 30° je

c0s30° —sin30°) (¥ -1
sin30°  cos30° ) @ '

Hledany vektor v je tedy

[N N

Rotovat jsme mohli i v opa¢ném smyslu. Hledand pfimka (jedna ze dvou moznych)
ma tedy parametrické vyjadreni

O

4.24. Priklad. Piiklad. Urcete cos«, kde a je odchylka dvou sousednich stén
pravidelného osmisténu (téleso, jehoZ stény tvori osm rovnostrannych trojihelniki).

Reseni. Odchylky libovolnych dvou sousednich stén jsou ze symetrie osmisténu
shodné. Rovnéz tak nezalezi na jeho velikosti. Uvazujme osmistén s délkou hrany 1,

Vv

ktery je umistén do standardni kartézské souradné soustavy v R3 tak, ze jeho teziste

je v bodé& [0,0,0]. Jeho vrcholy jsou pak v bodech A = [ ,0,0], B = [0, \{,O]
€= [-£,0,0, D = [0.—2,0), E = [0,0,~%] a F = 0,0, 2]

Urceme odchylku stén CDF a BCF'. Ta je dana odchylkou vektort kolmych
na jejich prunik a lezicich v danych sténéch, tedy vekord kolmych na C'F. Témi
jsou vektory dané vyskami z bodi D, resp. F' na stranu C'F’ v trojihelnicich CDF,
resp. BC'F. Vysky v rovostranném trojihelniku splyvaji s téznicemi, jedna se tedy
o usecky SD a SB, kde S je stfed strany C'F. Protoze zname soufadnice bodu C a

F, mé bod S soutadnice [— ‘[ ,0, ‘f] a pro vektory mame SD = (%, —@, —%)

a SB= (Y22 —¥2) Celkem

40 2
(@ V2 ﬁ).(ﬁﬁ_ﬁ) 1
cosq— 4274 1020 4 __ =
V2 V2 V2 V2 V2 V2 3
15 =% —DICE, 5 =P
Je tedy a = 132°. |

4.25. Poéitani objemu. Orientovany (bodovy) euklidovsky prostor je euklidov-
sky bodovy prostor, jehoz zaméfeni je orientované. V dalsim budeme uvazovat
standardni &,, spolu s orientaci zadanou standardni bazi R".

Necht ug,...,u, jsou libovolné vektory v zaméieni R™, A € &, je libovolny
bod. Rovnobéznostén Py (A4;uq,...,ur) C £, jsme definovali jako mnozinu

Pe(Aur, ... ,up) ={A+cu + - +aug0<¢ <li=1,... k}
Jsou-li vektory uy, ..., ur nezavislé, hovorili jsme o k—rozmérném rovnobéznosténu

Pr(A;uy ... ,ug) C E,. Pro dané vektory ug,...,ur mame k dispozici také rovno-
béZnostény mensich dimenzi

Pi(A;ur), ..., Pe(Asug, ... ug)
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v euklidovskych podprostorech A + (ui), ..., A+ (u1,...,ug).

Jsou-li uq,...,u linedrné zavislé definujeme objem Vol P, = 0. Pro nezavislé
vektory pak plati (ug,...,ug) = (u1,...,up—1) @ ((ug, ..., up_1)" N {ug, ..., ug)).
Navic v tomto rozkladu se uj jednozna¢né vyjadii jako

ur = u), + ek, kde e, L (ug, ..., up_1).
Absolutni hodnotu objemu definujeme induktivné:
| Vol [Py (A;u1) = [Jua|
| Vol | Pr(A;u1,...,ux) = ||lex]|| VOL|P(A;u1, ..., tuk—1)-
Je-li uq,...,u, baze kompatibilni s orientaci V, definujeme (orientovany) objem

rovnobéznosténu Vol Py (A; uq, ..., u,) = | Vol|Pr(A;uq,...,u,), v opaéném pii-
padé klademe Vol Py (A4;uq, ..., u,) = —| Vol |Pr(A;u1, ..., uy).

Véta. Necht Q C &, je euklidovsky podprostor a necht (eq, ..., ey) je jeho ortonor-
mdlni baze. Pak pro libovoln€ vektory uq,...,ur € Z(Q) a A € Q plati

Uy - ex Uk - €1
(1) Vol Pr(Asuq, ..., u;) = det
Uy -€ ... Uk - €k
Uy - Up Ug - Uy

(2) (VolPy(A;uq, ..., ux))* = det

Uy - U ... Uk - Uk
DUKAZ. Matice
Ul - €1 e Uk - €1
A=
Uy - ek N Uk * €k
ma ve sloupcich souradnice vektort ui, ..., ux ve zvolené ortonormalni bazi. Plati
Ul - Ul . Uk UL

A2 = |A||A| = |AT||A| = |[AT A| = det
|

Ul * Uk P Uk * Uk
Piimo z definice je neorientovany objem roven soucinu |lvy||||ve|l ... ||vk||, kde vi = wu1,
Vo = Uy + aFv1, ..., 0k = Up + afvr + -+ af_jvp_1 je vysledek Grammova-Schmidtova
ortogonalizacniho procesu. Je tedy
U1 - U1 - VE - U1
2
(Vol Pr(A;ur, ... ,uk))” = det
V1 * Vg - VE * Vg
V1 - V1 0 e O
= det
0 0 e VE * Uk
Ozna¢me B matici jejiz sloupce jsou soutradnice vektoru wvi,...,vr v béazi e. Protoze
V1,...,V, vznikly z w1, ..., ur jako obrazy v linedrni transformaci s horni trojuhelniko-

vou matici C' s jednickami na diagonale, je B = C'A a |B| = |C||A| = |A|. Pak ovSem
|A|? = |B|*> = |A||A|, proto Vol Py (A;u1,...,ux) = £|A|. Pfitom pokud jsou vektory
Ui, ..., ur zavislé vyjde objem nulovy, pokud jsou nezavislé, pak znaménko determinantu
je kladné pravé kdyz je baze ui, ..., ur kompatibilni s orientaci danou bazi e. O
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Determinant
Uy -uUr ... Uk - U
det : :
Uy - U ... Ug - Uk
se nazyva Grammuv determinant k—tice vektord uq,...,ux. V geometrické formu-

laci dostavame jako velice duzity dusledek nasledujici tvrzeni:

4.26. Dusledek. Pro kazdé linedrni zobrazeni ¢ : V. — V euklidovského vekto-
rového prostoru V je det ¢ roven (orientovanému) objemu obrazu rovnobézZnosténu
urcencho vektory ortonormdini bdze. Obecnéji, obraz rovnobéZnosténu P urceného
libovolnygmi dim V' vektory md objem roven det p—ndsobku pivodniho objemu.

4.27. Priklad. Jsou dédny vektory u = (u1,ug,us) a v = (v1,v2,v3). Dopliite je
tretim jednotkovym vektorem tak, aby rovnobéznostén dany témito tremi vektory
mél co nejvétsi objem.

Reseni. Ozna¢me hledany jednotkovy vektor jako t = (t1,to,t3). Podle Tvrzeni 7?7
je objem rovnobéznosténu P3(0; u, v,t) dén jako abolutni hodnota determinantu

uy v1 t ty ty 13
up vy to| =|ur uz us|=t-(uxv)<|t]|luxuv|]=]|uxuv].
uz vz tg v V2 U3

Pouzité znaménko nerovnosti vyplyva z Cauchyovy nerovnosti, pficemz vime, ze
rovnost nastava pravé pro t = ¢(u x v), ¢ € R. Velikost objemu hledaného rovno-
béznosténu tedy miize byt maximélne rovna velikosti obsahu rovnobéznika daného
vektory u, v (tj. velikosti vektoru (u x v)). Rovnost nastane pravé kdyz
SR CLE
[[(w x v

O

4.28. Vnéjsi a vektorovy souéin vektoru. Predchozi tivahy tizce souvisi s tzv.
vnéjsim tensorovym soucinem vektort. Nepijdeme do této technicky ponékud ne-
prehledné oblasti, ale zminime alesponpiipad vnéjsiho soucinu n = dim V' vektori
ULy eony Uy € V.

Necht (u1j,. .., un;) jsou souradnd vyjadreni vektort u; v néjaké pevné zvolené
ortonormalni bézi V' a M nechf je matice s prvky (u;;). Pak determinant |M| neza-
visi na volbé baze a jeho hodnotu nazyvame wvnéjsim soucinem vektori wy, ..., up
a znacime [uq, ..., uy]. Viz

Ptimo z definice nyni vyplyvaji uzitecné vlastnosti vnéjsiho soucinu
(1) Zobrazeni (uq,...,u,) — [u1,...,u,] je antisymetrické n-linedrni zobrazeni.

Tzn., ze je linearni ve vSech argumentech a vymeéna dvou argumentt se vzdy

projevi zménou znaménka vysledku.

(2) Vnéjsi soudin je nulovy prave, kdyz jsou vektory ug, ..., u, linedrné zavislé
(3) Vektory uy,...,u, tvoii kladnou bézi pravé, kdyz je jejich vnéjsi soucin kladny.

V Rs patrné jiz zname dalsi vyznamnou operaci, tzv. vektorovy soucin, ktery
dvojici vektort pfirazuje vektor tfeti. Uvazme obecny euklidovsky vektorovy pro-
stor V dimenze n > 2 a vektory uy,...,u,—1 € V. Vektor v € V nazveme vektorovy
soucin vektorl uq, ..., u,_1, jestlize pro kazdy vektor w € V plati

(v,w) = [ugy ...y Up_1,Ww].
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Znac¢ime v = Uy X ... Up_1-
V ortonormélnich soufadnicich, kde v = (y1,...,yn)T, w = (21,...,2,)7 a
u; = (U1, ... unj)?, predchozi vztah znamena
Uiy .- Ui(n-1) 21
Y1T1 + o+ YnTp = : :
Unl -+ Upn-1) Tn
Odtud vyplyva, ze vektor v je timto vztahem zadan jednoznacné a jeho souradnice
spocteme formalnim rozvojem tohoto determinantu podle posledniho sloupce.

Véta. Pro vektorovy soucin v = uy X ... X U,_1 plati

(1) ve (u,. ., up_1)*t
(2) v je nenulovy vektor prave, kdyZ jsou vektory uy, ..., u,—1 linedrné nezavislé
(3) welikost ||v|| vektorového soucinu je rovna absolutni hodnoté objemu rovnobéz-

niku P(0;uq, ... tup_1)
(4) (ug,...,up_1,v) je kladnd bdze orientovaného euklidovského prostoru V

DUKAZ. Prvni tvrzeni plyne piimo z definiéniho vztahu pro v, protoze dosa-
zenim libovolného vektoru u; za w mame nalevo skaldrni soucin v - u; a napravo
determinant s dvéma shodnymi sloupci.

Hodnost matice s n — 1 sloupci u; je ddna maximalni velikosti nenulového
minoru. Minory, které zadavaji soutadnice vektorového soucinu jsou stupné n — 1
a tim je dokdzano tvrzeni (2).

Jsou-li vektory uy, ..., u,_1 zavislé, pak platii (3). Necht jsou tedy nezavislé, v
je jejich vektorovy souéin a zvolme libovolnou ortonormélni bézi (eq, ..., e,—1) pro-
storu (uy,...,u,—1). Z jiz dokdzaného vyplyva, zZe existuje néjaky nasobek (1/a)v,
0 # a € R, takovy, Ze (e, ..., ek, (1/a)v) je ortonormalni baze celého V. Souradnice
nasich vektord v této bazi jsou

uj = (U1, s Un—1)5> 07, v=1(0,...,0,a)T.
Proto je vnéjsi soudin [uy, ..., un_1,v] roven (viz. definice vektorového soudinu)
U1 P ul(n_l) 0
[ug, .. tup_1,0] = : : Y= (v,0) =
Up-1)1 -+ YU(n-1)(n—-1) 0
0 e 0 «a

Rozvojem determinantu podle posledniho sloupce zaroven obdrzime

o =aVolP(0;uq, ... in_1).
Odtud uz vyplyvaji obé zbyla tvrzeni véty. |
4.29. Kvadratické formy. Zivérem zminime jesté par poznamek o objektech v
&, zadanych kvadratickymi rovnicemi, hovotime o kvadrikdch. Zvolme v &, pevné

kartézskou soufadnou soustavu (tj. bod a ortonorméalni bézi zamétreni) a uvazme
obecnou kvadratickou rovnici pro soutadnice (x1,...,x,) bodu A € &,

n n
E Qi T;T5 + E 2a;x; +a =0, Qi = Qjj-
i=1 i—1

Mizeme ji zapsat jako f(u) + g(u) + a = 0 pro kvadratickou formu f (tj. zaZeni
symetrické bilinearni formy F' na dvojice stejnych argumentit), linedrni formu g a
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skalar a € R a predpokldddme Ze hodnost f je nenulové (jinak by se jednalo o
linedrni rovnici popisujici euklidovsky podprostor).

Zacnéme s kvadratickou ¢asti, tj. bilinedrni symetrickou formou f : R® x R™ —
R. Stejné dobie muzeme premyslet o obecné symetrické bilinearni formé na libovol-
ném vektorovém prostoru. Pro libovolnou bazi na tomto vektorovém prostoru bude
hodnota f(x) na vektoru x = z1e; + -+ + x, ¢, ddna vztahem

f(z)=F(z,z) = inij(ei,ej) =27 Az
(2]
kde A = (ai;) je symetrickd matice s prvky a;; = F(e;, ;). Takovymto zobrazenim
f tikdme kvadratické formy a vySe uvedena formula pro hodnotu formy s pouzitim
zvolenych soufadnic se nazyva analyticky tvar formy. Jestlize zménime bazi e; na

/

jinou bézi e, ..., el , dostaneme pro stejny vektor jiné soutadnice z = S -z’ a tedy

f@)=(S-2""-A-(S-2')= ()" - (ST -A-5) -2

Predpokladejme opét, Ze je na nasem vektorovém prostoru zadan skalarni soucin.
Predchozi vypocet pak muzeme shrnout slovy, ze matice bilinearni formy F' a tedy
i kvadratické formy f se transformuje pfi zméné souradnic zptusobem, ktery pro or-
togonélni zmény soutadnic splyvé s transformaci matic zobrazeni (skutecnég, pak je
S—1 = 8T). Tento vysledek miizeme intepretovat také jako nésledujici pozorovani:

Tvrzeni. Necht V je redlny vektorovy prostor se skaldrnim soucinem. Pak vztah
o= F, Fu,u) = (p(u), u)

zadavd bijekci mezi symetrickymi linedrnimi zobrazenimi a kvadratickymi formami
na V.

4.30. Euklidovska klasifikace kvadrik. Z posledni véty vyplyva okamzity dui-
sledek, Ze pro kazdou kvadratickou formu f existuje ortonorméalni baze zamérent,
ve které ma f diagonalni matici (a diagonalni hodnoty jsou jednozna¢né uréeny az
na poradi). Pfedpokladejme tedy p¥imo rovnici ve tvaru

i=1 i=1

V dalsim kroku pro soufadnice x; s \; # 0 provedeme doplnéni do ¢tverci, které
»pohlti* kvadraty i linedrni ¢leny tychz nezndmych (tzv. Lagrangetv algoritmus,
viz poznadmka nize) Tak ndm zistanou nejvyse ty neznamé, pro které byl jejich
koeficient u kvadratu nulovy, a ziskdme tvar

n n
Z /\i(xi — pi)2 + Z bjl‘j +c=0.
i=1 J spliujici A; =0
Pokud ndm opravdu zistaly néjaké linearni ¢leny, mtzeme zvolit novou bazi zameé-
feni tak, aby odpovidajici linearni forma byla prvkem dudalni baze a novou volbou
pocatku v &, pak dosdhneme vysledného tvaru

k
Z /\iyf + byr+1 +c=0,

i=1
kde k je hodnost kvadratické formy f, linedrni ¢len se mize (ale nemusi) objevit
jen pokud je hodnost f mensi nez n, ¢ € R muze byt nenulové pouze kdyz je b = 0.
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netrivialni dimenze. Pavodni rovnice méa tvar
2 2 _
a11x” + agy” + 2a122y + arx + asy + a = 0.

Volbou vhodné baze zaméreni a naslednym doplnénim ¢tverct dosdhneme tvaru
(opét pouzivame stejného znaceni x, y pro nové souradnice):

a11x2 + a22y2 +aiz+awy+a=0

kde a; muze byt nenulové pouze v pripadé, ze a;; je nulové. Poslednim krokem
obecného postupu, tj. v dimenzi n = 2 jen pfipadnou volbou posunuti, doséhneme
pravé jedné z rovnic:

0=2a%/a®+y?/b> + 1
0=2a%/a® +y?/b> -1
0=2%/a®—y?/b% -1
0 =22/a® — 2py
0=22/a® + y?/b?
0=2a2/a® —y?/b?

prazdna mnozina
elipsa

hyperbola
parabola

bod

2 rtiznobézné primky

0=2a2—a? 2 rovnobézné primky
0=a? 2 splyvajici primky
0=2x%+a? prazdna mnozina

4.32. Afinni pohled. V pfedchozich dvou odstavcich jsme hledali podstatné vlast-
nosti a standardizované analytické popisy objektti zadavanych v euklidovskych pro-
storech kvadratickymi rovnicemi. Hledali jsme pfitom co nejjednodussi rovnice v
mezich danych volnosti vybéru kartézskych souradnic. Geometrickd formulace na-
seho vysledku pak miize byt takova, Ze pro dva rtuzné objekty — kvadriky, zadané
v obecné ruznych kartézskych soutadnicich, existuje euklidovskd transformace na
&, (tj. afinni bijektivni zobrazeni zachovavajici velikosti) tehdy a jen tehdy, pokud
vyse uvedeny algoritmus vede na stejny analyticky tvar, az na poradi souradnic.

Pochopitelné se muzeme ptat, do jaké miry umime podobnou véc v afinnich
prostorech, tj. s volnosti vybéru jakékoliv afinni souradné soustavy. Napt. v roviné
to bude znamenat, Ze neumime rozlisit kruznici od elipsy, samoziejmé bychom ale
méli odlisit hyperbolu a vsechny ostatni typy kuzelosecek. Hlavné ale splynou mezi
sebou vSechny hyperboly atd.

Ukazeme si hlavni rozdil postupu na kvadratickych formach a k zalezitosti se
pak jesté vratime nize.

Uvazme néjakou kvadratickou formu f na vektorovém prostoru V' a jeji ana-
lytické vyjadieni f(u) = 27 Az vzhledem ke zvolené bazi na V. Pro vektor u =
riul + - + Tou, pak také zapisujeme formu f ve tvaru

flwy,n) =) aywix;,
ij

V predchozich odstavcich jsme jiz s vyuzitim skalarniho soucinu ukézali, ze pro
vhodnou béazi bude matice A diagondlni, tj. Ze pro prislusnou symetrickou formu
F bude platit F(u;,u;) =0 pfi i # j. Kazdou takovou bazi nazyvame poldrni baze
kvadratické formy f. Samoziejmé si pro takovy tcel muzeme vzdy skalarni soucin
vybrat. Dokazeme si ale toto tvrzeni znovu bez vyuziti skalarnich soucinu tak, ze
ziskdme daleko jednodussi algoritmus na to, jak takovou polarni bazi najit mezi
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vSemi bazemi. Tim se zaroven dovime podstatné informace o afinnich vlastnos-
tech kvadratickych forem. Nasledujici véta byva v literatufe uvadéna pod nazvem
Lagrangeuv algoritmus.

Véta. Necht V je realny vektorovy prostor dimenze n, f : V. — R kvadratickd
forma. Pak na V existuje poldrni baze pro f.

DUKAZ. (1) Necht A je matice f v baziu = (uq,...,u,) naV apiedpokladejme
a1; # 0. Pak muzeme psat

2 2
flxy, .. 2n) = ane] + 2a122122 + - - + agexs + . ..

= al_ll(auxl + ajoxy + -+ + a1nry)? + Eleny neobsahujici

Provedeme tedy transformaci soufadnic (tj. zménu béze) tak, aby v novych sourad-
nicich bylo

/ / /
T = a1121 + 1222 + -+ A1p Ty, Ty = To,..., T, = Tp.
To odpovidd nové bézi (spoctéte si jako cviceni piislusnou matici prechodu!)
-1 _ —1 _ —1
U1 = G U1, V2 = U2 — Q77 A12UL, ..., Up = Up — Q17 A1nUTL

a tak jak 1ze ocekavat, v nové bazi bude prislusna symetricka bilinerani forma splno-
vat g(v1,v;) = 0 pro vSechny ¢ > 0 (pfepoctéte!). Ma tedy f v novych soufadnicich
analyticky tvar aﬁlx/lz + h, kde h je kvadratickd forma nezavisla na proménné x;.

7 technickych dtvodi byva lepsi zvolit v nové bazi vy = uy, opét dostaneme
vyraz f = f1 + h, kde f; zavisi pouze na z, zatimco v h se 2| nevyskytuje. Pfitom
pak g(vi,v1) = aq1.

(2) Pfedpoklddejme, Ze po provedeni kroku (1) dostaneme pro h matici (fadu
o jedni¢ku mensiho) s koeficientem u 22 riiznym od nuly. Pak miZzeme zopakovat
presné stejny postup a ziskdme vyjadieni f = f1 + fo + h, kde v h vystupuji pouze
proménné s indexem vétsim nez dvé. Tak muzeme postupovat tak dlouho, az bud
provedeme n — 1 kroku a ziskame diagonélni tvar, nebo v feknéme i-tém kroku bude
prvek a;; dosud ziskané matice nulovy.

(3) Nastane-li posledni moznost, ale pfitom existuje jiny prvek a;; #0s j > i,
pak staci prehodit i-ty prvek baze s j-tym a pokracovat podle predeslého postupu.

(4) Predpokladejme, ze jsme narazili na situaci a;; = 0 pro vSechny j > i.
Pokud pfitom neexistuje ani zadny jiny prvek a;; # 0s j > i, kK > 7, pak jsme jiz
uplné hotovi nebot jsme jiz dosahli diagonalni matici. Pfedpokladejme, Ze aji # 0.
Pouzijeme pak transformaci v; = w; + uy, ostatni vektory béze ponechdme (tj.
x) = x—x;, ostatni zistévaji). Pak h(v;,v;) = h(uj, u;)+h(ug, uk) +2h(ug, u;) =
2a;, # 0 a mizeme pokracovat podle postupu v (1). |

4.33. Priklad. Necht f: R?® — R, f(x1,22,73) = 327 + 27122 + 75 + 42273 + 623.
Jeji matice je

b
I
O = W
DO = =
DN O
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Podle bodu (1) algoritmu provedeme tpravy

1 2
f(z1,20,23) = §(3x1 + x2)2 + fxg + 4aoxs + 6x§

3
1, 32 )
=2+ 2(Ey +2
3y1+2(3y2+ y3)
1 3

a vidime, Ze forma méa hodnost 2 a matice prechodu do pfislusné polarni baze w se
ziskd posbiranim provedenych transformaci:

2 2
23 = Y3 = T3, 22:§y2+2y3:§x2+21’3, 21 = Y1 = 371 + T2

Pokud by ale napi. f(z1,22,23) = 2x123 + 23, tj. matice je

00 1
A=|0o 1 of,
100

pak hned v prvnim kroku mutzeme prehodit proménné: y; = s, y2 = 1, Y3 = T3.
Aplikace kroku (1) je pak trividlni (nejsou tu zadné spolecné ¢leny), pro dalsi krok
ale nastane situace z bodu (4). Zavedeme tedy transformaci z; = y1, 22 = ¥y,
z3 = Y3 — y2. Pak

1 1
fzy, w2, 23) = 27 + 220(23 + 22) = 27 + 5(22’2 + 23)% — 525

Matici prechodu do prislusné polarni baze opét dostaneme posbiranim jednotlivych
transformaci (tj. vyndsobenim jednotlivych dil¢ich matic pfechodu).

4.34. Afinni klasifikace kvadratickych forem. Po vypoc¢tu polarni baze Lagran-
geovym algoritmem miizeme jesté vylepsit bazové vektory pomoci nasobeni skala-
rem tak, aby v pfislusném analytickém vyjadfeni na$i formy vystupovaly v roli
koeficientt u kvadrata jednotlivych souradnic pouze skalary 1, —1 a 0. Nasledujici
véta o setrvacnosti fika navic, ze pocet jednicek a minus jednicek nezavisi na nasich
volbach v prubéhu algoritmu. Tyto poéty nyzyvame signaturou kvadratické formy.
Opét tedy dostadvame tplny popis kvadratickych forem ve smyslu, ze dvé takové
formy jsou prevoditelnd jedna na druhou pomoci afinni transformace tehdy a jen
tehdy, kdyz maji stejnou signaturu.

Véta. Pro kazZdou nenulovou kvadratickou formu hodnosti r na redlném vektoro-
vém prostoru V existuje celé ¢islo 0 < p < r a r nezdvislych linedrnich forem
©1, ... 0r € V* takovych, Ze

F@) = (pr(w)? + -+ (2p(w)? = (ppra(w)® — - = (r(u)*.
Jinak Teceno, existuje poldrni bdze, ve které md f analytické vyjddrent
flze, .. x) :x%+-~-+x§—x2+1 — =
Pocet p kladngch diagondlnich koeficienti v matici dané kvadratické formy nezdvisi
na volbé poldarni baze.
Duvé symetrické matice A, B dimenze n jsou maticemi téZe kvadratické formy
v ruznych bazich prdave, kdyzZ maji stejnou hodnost a kdyZ matice prislusnych forem
v poldrni bdzi maji stejny pocet kladnijch koeficientii.
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DUKAZ. Lagrangeovym algoritmem obdrzime f(z1,...,7,) = A\22 + - +
A2, N\ # 0, v jisté bazi na V. Predpokladejme navic, ze pravé prvnich p koefi-
cientdt \; je kladnych. Pak transformace y1 = vAiz1,...,y, = \/Exp, Ypt+1 =
VA1 Tl - Yr = V=N Tr, Yrg1 = Trgd,-- -, Yn = Tp jiz vede na pozadovany
tvar. Formy ; pak jsou pravé formy z dudlni baze ve V* k ziskané polarni bazi.
Musime ale jesté ukézat, Ze p nezavisi na nasem postupu. Pfepokladejme, Ze se ndm
podarilo najit vyjadfeni téze formy f v polarnich bazich u, v, tj.

f@y,. . an) =af+ o +ad—ad, — -2}
f(y17~-~>yn) :y%++y§—y§+l _..._y?
a ozna¢me podprostor generovany prvnimi p vektory prvé béze P = (uq,...,up), a

obdobné @ = (vg41,...,v,). Pak pro kazdy v € P je f(u) > 0 zatimco pro v € Q
je f(v) < 0. Nutné tedy plati PNQ = {0} a proto dim P +dim @ < n. Odtud plyne
p+ (n—q) <n,tj. p <q. Opac¢nou volbou podprostori vSak ziskdme i ¢ < p.

Je tedy p nezévislé na volbé polarni baze. Pak ovSem pro dvé matice se stejnou
hodnosti a stejnym poctem kladnych koeficientii v diagondlnim tvaru prislusné
kvadratické formy ziskame stejny analyticky tvar. O

Pii diskusi symetrickych zobrazeni jsme hovofili o definitnich a semidefitnich
zobrazenich. Tataz diskuse méa jasny smysl i pro symetrické bilinearni formy a kva-
dratické formy. Kvadratickou formu f forma na redlném vektorovém prostoru V'
nazyvame
(1) positivné definitni, je-li f(u) > 0 pro vSechny u # 0
(2) positivné semidefinitni, je-li f(u) > 0 pro vSechny u € V
(3) megativné definitni, je-li f(u) < 0 pro vSechny u # 0
(4) negativné semidefinitni, je-li f(u) < 0 pro v8echny u € V
(5) indefinitnd, je-li f(u) >0 a f(v) <0 pro vhodné u,v € V.

Stejné nazvy pouziviame i pro symetrické realné matice, jsou-li maticemi patfic-
nych kvadratickych forem. Signaturou symetrické matice pak rozumime signaturu
piislusné kvadratické formy.

3. Projektivni geometrie

V mnoha elementarnich textech o analytické geometrii autofi kon¢i afinnimi
a euklidovskymi objekty popsanymi vyse. Na mnoho praktickych tloh euklidovska
nebo afinni geometrie staci, na jiné bohuzel ale nikoliv.

Tak t¥eba pfi zpracovavani obrazu z kamery nejsou zachovavany uhly a rovno-
bézné ptimky se mohou (ale nemusi) protinat. Dal§im dobrym divodem pro hled4ni
sirsiho rdmce geometrickych tloh a tivah je pozadovana robustnost a jednoduchost
numerickych operaci. Daleko jednodussi jsou totiz operace provadéné prostym na-
sobenim matic a velice tézko se totiz od sebe odlisuji malinké thly od nulovych,
proto je lepsi mit nastroje, které takové odliSeni nevyzaduji.

Zakladni ideou projektivni geometrie je rozsifeni afinnich prostord o body v
nekonecnu zpusobem, ktery bude dobfe umoznovat manipulace s linedrnimi objekty
typu bodti, pfimek, rovin, projekci, apod.

4.35. Projektivni rozsifeni afinni roviny. Zacneme tim nejjednodussim za-
jimavym pfipadem, geometrii v roviné. Jestlize si body roviny As predstavime
jako rovinu z = 1 v R3, pak kazdy bod P nasi afinni roviny predstavuje vektor
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u = (r,9,1) € R3 a tim i jednorozmérny podprostor (u) C R3. Naopak, skoro
kazdy podprostor v R?® protind nasi rovinu v pravé jednom bodé P a jednotlivé
vektory takového podprostoru jsou dédny soufadnicemi (z,y, z) jednoznaéné, az na
spoleény skaldrni nasobek. Zadny prinik s nasi rovinou nebudou mit pouze pod-
prostory s body o soufadnicich (z,y, 0).

Projektivni rovina Py je mnozina vSech jednorozmérnych podprostorti v R3.
Homogenni soufadnice bodu P = (x : y : z) v projektivni roviné jsou trojice
realnych ¢isel urcené az na spole¢ny skalarni nasobek a alespon jedno z nich musi byt
nenulové. Pfimka v projektivni roviné je definovéna jako mnozina jednorozmérnych
podprostort (tj. bodd v Py)

Piiklad. V afinnim prostoru R? uvazujme dvé piimky L; : y —z —1 = 0 a
Ly:y—xz+4+1=0.

Jestlize budeme body pfimek L; a Lo chapat jako koneéné body v projektivnim
prostoru P,, budou zjevné jejich homogenni soutadnice (z : y : z) splilovat rovnice

Li:y—2—2=0, Ly:y—ax+2z=0.

Podivejme se, jak budou rovnice téchto pfimek vypadat v soufadnicich v afinni ro-
vin€, kterd bude ddna jako y = 1. Za tim ticelem staci dosadit y = 1 do predchozich
rovnic:

Li:l—2—2=0, Ly:1—2z+2=0

Nyni jsou ,nekonecné“ body nasi ptuvodni afinni roviny dany vztahem z = 0 a
vidime, Ze nase pfimky L} a L} se protinaji v bodé (1,1, 0). To odpovidd geometrické
predstavé, Ze rovnobézné piimky L, Lo v afinni roviné se protinaji v nekoneénu (a
to v bodé (1:1:0)).

4.36. Projektivni prostory a transformace. Postup z roviny se pfirozenym
zpusobem zobecniuje na kazdou konecénou dimenzi. Volbou libovolné afinni nadro-
viny A, ve vektorovém prostoru R"*! kterd neprochazi poc¢atkem, miizeme zto-
toznit body P € A, s jednorozmérnymi podprostory, které tyto generuji. Zbylé
jednorozmeérné podprostory vyplni rovinu rovnobéznou s A, a fikdme jim ,neko-
necné body“ v projektivnim rozsifeni P, afinni roviny A,,. Zjevné je vzdy mnozina
nekonec¢nych bodu v P, projektivnim prostorem dimenze o jednicku niz$im. Abs-
traktnéji hovofime o projektivizaci vektorového prostoru: pro libovolny vektorovy
prostor V' dimenze n + 1 definujeme

P(V)={P CV; P je jednorozmérny vektorovy podprostor}.

Volbou libovolné baze u ve V dostavame tzv. homogenni soutadnice na P(V') tak, ze
pro P € P(V) pouzijeme jeho libovolny nenulovy vektor u € V' a soufadnice tohoto
vektoru v bézi u. Afinni pfimka ma tedy ve svém projektivnim rozsifeni pouze
jediny bod (oba konce se ,potkaji“ v nekone¢nu a projektivni pfimka vypada jako
kruZnice), projektivni rovina mé projektivni pfimku nekoneénych bodi atd.

Pfi zvolenych homogennich soufadnicich je mozné jednu z jejich hodnot zafixo-
vat na jednicku (tj. vyloué¢ime vSechny body projektivniho prostoru s touto soufad-
nici nulovou) a ziskdme tak vlozeni n-rozmérného afinniho prostoru A,, C P(V). To
je presné konstrukce, kterou jsme pouzili v opacném sméru v piikladu projektivni
roviny.

Kazdé prosté linearni zobrazeni 7 : V7 — V5 mezi vektorovymi prostory samo-
zFejmé zobrazuje jednorozmeérné podprostory na jednorozmeérné podprostory. Tim
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vzniké zobrazeni na projektivizacich T : P(V;) — P(V2). Takovym zobrazenim fi-
kame projektivni zobrazeni. Jinak feceno, projektivni zobrazeni je takové zobrazeni
mezi projektivnimi prostory, Ze v kazdé soustavé homogennich soufadnic na defini¢-
nim oboru i obrazu je toto zobrazeni zaddno nasobenim vhodnou matici. Obecnéji,
pokud nase pomocné linearni zobrazeni neni prosté, definuje projektivni zobrazeni
pouze mimo svoje jadro, tj. na bodech, jejichz homogenni souradnice se nezobrazuji
na nulu.

4.37. Perspektivni projekce. Velmi dobie jsou vyhody projektivni geometrie
vidét na perspektivni projekci R® — R2. Bod (X,Y, Z) ,realného svéta“ se promita
na bod (z,y) na pramétné takto:

X Y
x——f?7 y——f§~

To je nejen nelinedrni formule, ale navic pii Z malém bude velice problematicka
presnost vypocti.

Pfi rozsifeni této transformace na zobrazeni P3 — Py dostavame zobrazeni
(X:Y:Z: W) (x:y:2)=(—fX:—fY : Z), tj. popsané prostou linedrni
formuli

P —fooo);
yl=(0o —-f 0o P
z 0 0 10 v

Tento jednoduchy vyraz zadava perspektivni projekci pro vsechny kone¢né body
v R3 C Ps, které dosazujeme jako vyrazy s W = 1. Navic jsme odstranili problémy
s body, jejichz obraz lezi v nekonecnu. Skutecné, je-li Z-ova soufadnice skutec-
ného bodu scény blizka nule, bude hodnota t¥eti homogenni souradnice obrazu mit
soutfadnici blizkou nule, tj. bude predstavovat bod blizky nekonec¢nu.

4.38. Afinni a projektivni transformace. Invertibilni projektivni zobrazeni
projektivniho prostoru P, na sebe odpovidaji v homogennich soufadnicich inver-
tibilnim maticim dimenze n + 1. Dvé takové matice zadavaji stejnou projektivni
transformaci prave, kdyz se lisi o konstantni nasobek.

Jestlize si zvolime prvni soufadnici jako tu, jejiz nulovost urcuje nekonecné
body, budou transformace, které zachovavaji konecné body, dany maticemi, jejichz
prvni fadek musi byt az na prvni ¢len nulovy. Jestlize budeme chtit pfejit do afinnich
soufadnic koneénych bodt, tj. zafixujeme si hodnotu prvni soufadnice na jednicku,
musi byt prvni prvek na prvnim fadku byt také rovny jedné. Matice projektivnich
transformaci zachovavajicich kone¢né body tedy maji tvar:

1 0 -+ 0
bi an - ai
bn Ap1 - Ann
kde b = (by,...,b,)T € R" a A = (a;;) je invertibilni matice dimenze n. Plisobeni

takové matice na vektoru (1,z1,...,x,) je pravé obecnd afinni transformace.
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vvvvv

objektech studovanych v afinni geometrii nejlépe prostiednictvim projektivnich roz-
Sifeni. Jestlize popiSeme kvadriku v afinnich soufadnicich pomoci obecné kvadra-
tické rovnice, viz vySe, jejim pfepsinim v homogennich souradnicich dostaneme
vzdy vyluéné homogenni vyraz, jehoZ vsechny ¢leny jsou druhého fadu. Duvod je
ten, Ze pouze takové homogenni vyrazy budou mit pro homogenni souradnice smysl
nezdvisle na zvoleném konstantnim nasobku soufadnic (zg,z1,...,z,). Hleddme
tedy takovy, jehoz zzenim na afinni soufadnice, tj. dosazenim x¢ = 1, ziskdme pu-
vodni vyraz. To je ale mimoiadné jednoduché, prosté dopiseme dostatek xy ke vSem
vyraziim — Zadny ke kvadratickym ¢lentim, jedno k linedrnim a z3 ke konstantnimu
¢lenu.

Ziskame tak dobfe definovanou kvadratickou formu na nasem pomocném vek-
torovém prostoru R"*!, ale jsme uz viiéi libovolné volbé baze klasifikovali. Zkuste si
samostatné prevést tuto klasifikaci do projektivni i afinni podoby. (Hezké a naroéné
cvifeni na zavér semestru!)

4.40. Piiklad. Naleznéte polarni bazi kvadratické formy f : R® — R, kterd je ve
standardni bazi dana predpisem

f(fl,il?g.,ng) = x1x2 + T123.

Reseni. Aplikaci uvedeného Lagrangeova algoritmu dostavame:

f(1,22,23) = 23122 + 2273
provedeme substituci podle bodu (4) algoritmu y2 = x2 — 21, y1 = 21,y3 = T3

= 2z1(z1 4+ y2) + (T1 + Y2)73 = 22% + 221Ys + T173 + Y23 =

1 1 1 1
= 5(211 + Yo + 5%3)2 — 7y% — *1’% + Y23 =

2 8
substituce y1 = 221 + y2 + 33
1 1 1 1 1 1 3
= Ey% - §y§ - gwg + Yoz = 59% - 2(592 - §$3)2 + §33§ =

substituce y3 = %yg — %a?;),

1
= iy% - 2y3 + %x%
V souradnicich y1, y3, 3 ma tedy dand kvadratickd forma diagonalni tvar, to zna-
mena ze baze prislusna témto souradnicim je polarni bazi dané kvadratické formy.
Pokud ji mame vyjadiit musime ziskat matici pfechodu od této polarni baze ke
standardni bazi. Z definice matice pfechodu jsou pak jeji sloupce bazovymi vektory
polarni bazi. Matici pfechodu ziskdme tak, ze bud vyjadiime staré proménné (xq,
X9, x3) pomoci novych proménnych (y1, ys, x3), nebo ekvivalentné vyjadiime nové
proménné pomoci starych (coz jde jednoduseji), pak ale musime spocitat inverzni
matici.

Méme y; = 2x1 + y2 + %.fg = 21 + (v — 1) + %373 ays = %yg — %Ig =
—%xl + %l’g - %(E'g,. Matice prechodu od standardni baze ke zvolené polarni je tedy

2 1 2

2

_ 1 1 1
T'=\-3 2 —2
0 0 1
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Pro inverzni matici pak mame

12 1
(3 3 2
T3 3 3
0 0 1
Jedna z polarnich bazi dané kvadratické formy je tedy naptiklad baze
{(1/3a1/370)a(72/3,4/?”0),(71/271/2’1)}' U

4.41. Priklad. Urcete typ kuzelosecky dané rovnici:

31‘? —3x1x9 + 20 — 1 =0.

Reseni. Pomoci algoritmu tpravy na ¢tverec postupné dostéavame:

1 3 3

327 —3xia0 +wp—1 = §(3x1—§x2)2—1z§+x2—1:
1, 43 1, 1
S22 = 1=
s —3(gr ) T3
1, 4, 2
591*592*5

Podle uvedeného seznamu kuzelosecek se tedy jedna o hyperbolu. O






KAPITOLA 5

Ziizeni ZOO

jaké funkce potrebujeme pro nase modely?
- porddny zvérinec. ..

1. Interpolace polynomy

Touto kapitolou zapo¢neme budovani nastroji umoznujicich modelovani zavis-
losti, které nejsou ani linearni ani diskrétni. S takovou potfebou se napf. setkame,
kdykoliv popisujeme systém vyvijejici se v ¢ase a to ne jen v nékolika vybranych
okamzicich ale ,souvisle“, tj. pro vSechny mozné okamziky. Nékdy je to pfimo zamér
¢i potieba (tfeba ve fyzikalnich procesech), jindy je to vhodné pfibliZeni diskrétniho
modelu (tfeba u ekonomickych nebo populaénich modeli).

V predchozich kapitolach jsme pracovali ¢asto s posloupnostmi hodnot realnych
nebo komplexnich ¢isel, tj. se skalarnimi funkcemi N — K nebo Z — K, kde K
byl zvoleny okruh skalart, pripadné N — V', kde V je vektorovy prostor nad K.
Pfipomenime si diskusi z odstavce[L.3] kde jsme pfemysleli nad zptisoby, jak pracovat
se skaldrnimi funkcemi. Na této diskusi se viibec nic neméni a radi bychom (pro
zaCatek) uméli pracovat s funkcemi R — R (redlné funkce redlné proménné) nebo
R — C (komplexni funkce rediné proménné), piipadné funkcemi Q — Q (funkce
jedné raciondlni proménné s raciondlnimi hodnotami) apod. Vétsinou ptijdou nase
zavéry snadno rozsitit na ptripad s vektorovymi hodnotami nad stejnymi skalary, ve
vykladu se ale zpravidla omezime jen na pfipad redlnych ¢isel, pfipadné komplexnich
Cisel.

Cim vétsi t¥idu funkci pfipustime, tim obtiznéjsi bude vybudovat néstroje pro
nasi praci. Kdyz ale bude riuznych typta funkci malo, nebudeme patrné umét budovat
dostatek modelt pro redlné situace. Cilem nasich prvnich dvou kapitol matematické
analyzy bude proto explicitné zavést nékolik typu elementarnich funkci, implicitné
popsat vice funkci a vybudovat standardni néstroje pro praci s nimi. Souhrnné se
tomu fika diferencidlni a integralni pocet jedné proménné.

5.1. Polynomy. Pfipomenme si vlastnosti skalart. Umime je scitat i nasobit a
tyto operace splnuji fadu vlastnosti, které jsme vyjmenovali uz v odstavcich
a Polynomem nad okruhem skalartit K rozumime zobrazeni f : K — K dané
vyrazem
f(x) = apa™ + an_12" 4+ + a1 + ag,

kde a;, ¢ = 0,...,n, jsou pevné zadané skalary, nasobeni je zndzornéno prostym
zietézenim symboli a ,+“ oznacuje s¢itani. Pokud je a, # 0, fikdme, Ze polynom
f je stupné n. Stupén nulového polynomu neni definovan. Skalary a; oznacujeme
jako koeficienty polynomu f. Polynomy stupné nula jsou pravé konstantni nenulova
zobrazeni x — ag. V algebfe jsou castéji polynomy definovany jako formalni vy-
razy f(x), tj. jako posloupnosti koeficientl ag, a1, ... s koneéné mnoha nenulovymi

125



126 5. ZRIZENI ZOO

prvky. Nasledujici jednoduché lemma ukazuje, ze v analyze budou oba pristupy
ekvivalentni. Je snadné ovérit, ze polynomy nad okruhem skalart tvoii opét okruh,
kde nasobeni a sé¢itani je ddno operacemi v ptvodnim okruhu K pomoci hodnot
polynomu. Pfipomerite si pii této prilezitosti vlastnosti skalart a ovérte!

Nad kazdym polem skalarii (viz axiom ,P*“ v odstavcich a funguje
déleni polynomu se zbytkem, tj. pro polynomy f stupné n a g stupné m, existuji
jednoznacné urcené polynomy g a r takové, ze stupen r je mensi nez m nebo jer = 0
a f =q-g+r. Je-li pro néjaky prvek b € K hodnota f(b) = 0, pak to znamend, Ze v
podilu f(z) = ¢(x)(x—0b)+r musi byt » = 0. Jinak by totiz nebylo mozné dosdhnout
f(b) = q(b)-0+r, kde stupeti 7 je nulovy. Rikdme, Ze b je koven polynomu f. Stupeti
q je pak pravé n — 1. Pokud mé ¢ opét kofen, mizeme pokracovat a po nejvyse n
krocich dojdeme ke konstatnimu polynomu. Dokazali jsme tedy, ze kazdy nenulovy
polynom nad polem K mé nejvyse tolik kofend, kolik je jeho stupen. Odtud jiz
snadno dovodime i nasledujici pozorovani:

Lemma. Je-li K pole s nekonecné mnoha proky, pak dva polynomy f a g jsou si
rovny jako zobrazent, pravé kdyz maji shodné koeficienty.

DUKAzZ. Predpoklddejme f = g, tj. f — g = 0 jako zobrazeni. Polynom (f —
g)(x) tedy mé nekoneéné mnoho kofent, coz je mozné pouze tehdy, je-li nulovym
polynomem. O

Uvédomme si, ze u konecnych poli samoziejmé takové tvrzeni neplati. Uvazte
napi. polynom z2 + = nad Z,.

5.2. Interpola¢ni polynom. Casta prakticka tloha vyzaduje stanoveni poéita-
telné formule pro funkci, pro kterou méame zadéany hodnoty v pfedem danych danych
bodech zy,...,z,. Pokud by slo o nulové hodnoty, umime piimo zadat polynom

fl@)=(x—zp)(x —xz1)...(x — ),

ktery bude mit nulové hodnoty pravé v téchto bodech a nikde jinde. To ale neni
jedind odpovéd, protoze pozadovanou vlastnost mé i nulovy polynom. Ten je pfi-
tom jediny s touto vlastnosti ve vektorovém prostoru polynomu stupné nejvyse n.
Obdobné to dopadne i v obecném piipadé:

Véta. Necht K je nekonecéné pole skaldri, pak pro kaZdnou mnoZinu po dvou riiz-
nych bodi xq,...,x, € K a predepsanych hodnot yq,...,y, € K existuje prdve
jeden polynom f stupné nejvgse n (pripadné nulovy polynom), pro ktery plati

fl)=w;, 1=0,...,n.
DUKAzZ. Oznaéme si prozatim neznamé koeficienty polynomu f stupné n
f=apz" +---+ a1z + ap.

Dosazenim pozadovanych hodnot dostaneme systém n + 1 rovnic pro stejny pocet
neznamych koeficienti a;

ag + xoar + -+ + (x0)"an = Yo

ap +xpay + -+ (xn)nan = Yn-
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Jak je dobfe znamo z linearni algebry, tento systém linearnich rovnic mé prave
jedno FeSeni pokud je determinant jeho matice invertibilni skalar, tj. pokud je ne-
nulovy (viz a[2.22). Musime tedy vySet¥it tzv. Vandermondiv determinant

1 =z (3;‘0)2 (370)"
V(zo,..., on) = det L ox (21)® ... (21)

Tento determinant umime nad libovolnym nekoneénym polem skalart snadno spo-
Cist:
Lemma. Pro vsechny hodnoty xy,...,z, € K plati
n
V(zo,...,xn) = H (x; — xg).
i>k=0

DUKAz. Vztah dokdZeme indukci pies pocet bodi x;. Evidentné je spravny pro
n =1 (a pro n = 0 je tloha nezajimava). Pfedpokladejme, Ze vysledek je spravny
pron — 1, tj.

n—1
Vizoy. .. &Tp1) = H (z; — xp).
i>k=0
Nyni povazujme hodnoty xg, ..., Z,_1 za pevné a hodnotu x,, ponechme jako volnou

proménnou. Rozvojem determinantu podle posledniho fadku (viz [2.19) obdrzime
hledany determinant jako polynom

(51) V(l‘o, B (En) = (an)n‘/(l'()7 . 7xn71) — ((En)n_l -

Toto je polynom stupné n, protoze vime, ze jeho koeficient u (z,,)™ je nenulovy
dle indukéniho predpokladu. Pfritom bude zjevné nulovy pfi dosazeni kterékoliv
hodnoty z,, = x; pro ¢ < n, protoze bude v takovém pripadé obsahovat puvodni
determinant dva stejné radky. N4s polynom tedy bude délitelny vyrazem

(xn —x0)(Tp — 1) -+ (Tp — Tp_1),

ktery ma sam jiz stupen n. Odtud vyplyva, ze cely Vandermondiv determinant
coby polynom v proménné z,, musi byt tomuto vyrazu roven az na konstantni
nasobek, tj.

Vizo, ... xn) =c- (xn —x0)(xn —x1) -+ (Tr, — Tp—1).
Porovnanim koeficienti u nejvyssi mocniny v a tomto vyrazu dostavame
c=V(xg,. .., Tn_1)
a tim je diikaz lemmatu ukoncen. ([

Ukézali jsme, Ze je determinant nasi soustavy rovnic vzdy roven soucinu rozdil
defini¢nich bodu. Pro nase po dvou rizné body z; tedy musi byt nenulovy. Odtud
ale vyplyva jednoznac¢né existence feSeni. Protoze polynomy jsou jako zobrazeni
stejné, pravé kdyz maji stejné koeficienty, véta je dokdzana. (I

Jednoznac¢né urceny polynom f z predchozi véty nazyvame interpolacni poly-
nom pro hodnoty y; v bodech z;.
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5.3. Poznamky. Uvazujme nyni pro jednoduchost pouze reilné nebo piipadné
racionalni polynomy, tj. polynomidlné zadané funkce R — R nebo Q — Q. Na
prvni pohled se muze zdat, ze polynomy tvoii hezkou velikou t¥idu funkci jedné
proménné, kterou miuzeme pouzit na proloZeni jakékoliv sady pfedem zadanych
hodnot. Navic se zdaji byt snadno vyjadritelné, takze by s jejich pomoci mélo byt
dobfe mozné pocitat i hodnoty téchto funkci pro jakoukoliv hodnotu proménné.
Pri pokusu o praktické vyuziti v tomto sméru ovSem narazime hned na nékolik
problémi.

Prvnim z nich je potfeba rychle vyjadfit polynom, kterym zadana data prolo-
zime. Pro feseni vyse diskutovaného systému rovnic totiz budeme obecné potiebo-
vat ¢as imérny treti mocniné poc¢tu bodi, coz pii hustéjsich datech je jisté tézko
prijatelné. Podobnym problémem je pomalé vycisleni hodnoty polynomu vysokého
stupné v zadaném bodé. Oboji Ize ¢astecné obejit tak, Ze zvolime vhodné vyjadieni
intepola¢niho polynomu (tj. vybereme lepsi bazi pfislusného vektorového prostoru
véech polynomit stupné nejvyse k, nez je ta nejobvyklejsi 1, x, x2,...,a").

Jednou z moznosti je tzv. Lagrangeiv interpolacni polynom, kterym rychle a
snadno zapiSeme Teseni. Sestrojime si nejprve pomocné polynomy /¢; s vlastnosti

O

Ziejmé musi byt tyto polynomy az na konstantu rovny vyrazim (x — xq)...(z —
zi—1)(x —xiy1) ... (x — x,) a proto

Hj;éi(x - ;)
Hj;éi(xi — ;)

Hledany Lagrangetv interpola¢ni polynom pak snadno zadame formuli

bi(x) =

f(@) = yolo(x) + y1la(x) + -+ + ynln ().

Toto vyjadieni ma nevyhodu ve velké citlivosti na nepfesnosti vypoc¢tu pfi malych
rozdilech zadanych hodnot x;, protoze se v ni témito rozdily déli. VSimnéme si ale,
ze prima konstrukce Lagrangeova polynomu muze nahradit existencéni ¢ast dikazu
v predchozi Vété (Jednozna¢nost pak je také jednoduchd i bez pfislusné linedrni
algebry: dvé mozna feSeni f a g maji stejné hodnoty v n + 1 ruznych bodech, t;j.
polynom f — ¢ ma n + 1 riznych kofend a stupeil nejvyse n a proto musi byt
nulovym polynomem.)

Jesté horsim problémem je velice Spatné stabilita hodnot realnych nebo racio-
nalnich polynomi pfi zvétsujici se hodnoté proménné. Brzy budeme mit nastroje na
presny popis kvalitativniho chovani funkci, nicméné i bez nich je zfejmé, ze podle
znaménka koeficientu u nejvyssi mocniny polynomu se hodnoty velice rychle pfi ros-
toucim x vydaji bud do plus nebo minus nekonec¢na. Ani toto znaménko koeficientu
u nejvyssiho stupné se ale u interpola¢niho polynomu pifi malych zménach prokla-
danych hodnot nechova stabilné. Nazorné to vidime na dvou obrazcich, kde je prolo-
Zeno jedenact hodnot funkce sin(x) s riznymi malymi ndhodnymi zménami hodnot.
Zelenou barvou je vynesena aproximovana funkce, kolecka jsou malinko posunuté
hodnoty a Cervené je vynesen jednoznac¢né zadany interpolac¢ni polynom. Zatimco
uvnit? intervalu je aproximace vcelku dobréa, stabilita na okrajich je otfesna.
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'
_

Kolem interpola¢nich polynomit existuje bohata teorie. Césteéné se budeme k
nékterym jejich vlastnostem vracet, podrobnéjsi rozbor lze najit napf. v péknych
textech [4].

5.4. Urcovani interpolaénich polynomu. Naleznéte polynom P spliujici na-
sledujici podminky:
P(2)=1,P(3)=0, P(4) = -1, P(5) =6.

Reseni. Resime bud piimo, t.j. sestavenim soustavy ¢tyt linedrnich rovnic o étyfech
neznamych. Pfedpokladadme polynom ve tvaru azx® + asz? 4+ a1z1 + ag. Vime, Ze
polynom stupné nejvyse tii splnujici podminky v zadani je dan jednoznacné.

ag + 2a1 +4as +8az = 1

ag + 3a1 +9as +27a3 = 0
ag + 4a; + 16as + 64a3 = —1

ao + daj + 25a2 + 125a3 = 6.

Kazda rovnice vznikla z jedné z podminek v zadani.

Druhou moznosti je vytvorit hledany polynom pomoci fundamentalnich Lagran-
geovych polynomti:
(z —3)(x —4)(xz —5)

0-(...
e-3e-a@e-5 0T
—2)(z—3)(x—5 —

(4-2)(4-3)(4-5) (6-2)(5-3)(6-4)

4 101
= gz?’ — 1222 + e 29.

Px) = 1-

Koeficienty tohoto polynomu jsou samoziejmé jedinym fesenim vysSe sestavené sou-
stavy linearnich rovnic. O

Priklad. Naleznéte polynom P spliiujici nasledujici podminky:
P(1+41i) =14, P(2)=1, P(3) = —i.
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ReSeni. P(z) = (-2 — 3i)2® + (2+ 3i)a — 2 — L4 O
5.5. Derivace polynomu. Zjistili jsme, Ze hodnoty polynomi s rostouci promén-
nou rychle mi#i k nekoneénym hodnotdm (viz také obrazky). Proto je ziejmé, ze
polynomy nemohou nikdy vhodné popisovat jakékoliv periodicky se opakujici déje
(jako jsou napf. hodnoty goniometrickych funkci). Mohlo by se ale zdat, ze pod-
statné lepsi vysledky budeme alesponi mezi body x; dosahovat, kdyz si budeme
kromé hodnot funkce hlidat, jak rychle nase funkce v danych bodech rostou.

Pro tento el zavedeme (prozatim spiSe intuitivng) pojem derivace pro poly-
nomy. Mtzeme pritom pracovat opét s redlnymi, komplexnimi nebo racionalnimi
polynomy. Rychlost ristu v bodé = € R pro redlny polynom f(x) dobfe vyjadiuji
podily

[z + Az) — f(z)
Az

a protoze umime spocist (nad libovolnym okruhem)

(5.2)

(. + Ax)* = 2% + kb~ 1Ax 4+ + (k

Z)xl(A:ﬂ)k_l + -+ (AR,

dostaneme pro polynom f(z) = anz™ + - - - + ao vySe vedeny podil ve tvaru

fl@+Azx) — fx)  na" 'Ax+--+ (Az)* Az
Az = n Az todm Az

=na,z" '+ (n— Dap_12" 2+ +ay + Azx(...),

kde vyraz v zavorce je polynomidlné zavisly na Az. Evidentné pro hodnoty Ax
velice blizké nule dostaneme hodnotu libovolné blizkou vyrazu

f(x) =napz™ '+ (n— Dap_ 12" 2+ -+ ay,

ktery nazyvame derivace polynomu f podle proménné x. Z definice je jasné, Ze
pravé hodnota f’(xg) derivace polynomu ndm davéa dobré pfiblizeni jeho chovani v
okoli bodu xg. Presnéji feceno, primka

y = f'(xo)(x — o) + f(wx0)

velice dobfe aproximuje piimky prochézejici body [z, f(z0)] a [zo+ Az, f(zo+Az)]
pro malé hodnoty Ax. Hovotfime o linedrnim priblizeni polynomu f jeho tecnou.
Derivace polynomu je linearni zobrazeni, které prifazuje polynomim stupné
nejvyse n polynomy stupné nejvyse n — 1. Iteraci této operace dostavame druhé
derivace f”, tieti derivace f®) a obecné po k-nasobném opakovani polynom f®*)
stupné n — k. Po n 4 1 derivacich je vysledkem nulovy polynom. S timto linedrnim
zobrazenim jsme se jiz potkali v odstavci|2.43] o nilpotentnich zobrazenich.

5.6. Hermiteuv interpola¢ni problém. UvaZme opét m + 1 po dvou ruaznych
readlnych nebo racionalnich hodnot xg,...,Tm, tj. 2; # x; pro vSechna ¢ # j.
Predepisme déle hodnoty ygk) aproximované funkce a jejich derivaci pro k& = 0
a k = 1. To znamend, Ze mame predepsany hodnoty a prvni derivace v zadanych
bodech z;. Hledame polynom f, ktery bude nabyvat téchto predepsanych hodnot

a derivaci.
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Zcela analogicky jako u interpolace pouhych hodnot obdrzime pro neznamé
koeficienty polynomu f(z) = a,z™ + ... ag systém rovnic

ag + xoar + - + (z0)"an = y(()o)

o + Tma1 + -+ + (Tm)"an = YY)

ay + 2xpag + - - +n(xg)" ta, = y(()l)

ay + 2emag 4 - + ()" ta, = yV.

Opét bychom mohli ovéfit, ze pfi volbé n = 2m+1 bude determinant tohoto systému
rovnic nenulovy a tudiz bude existovat pravé jedno fesSeni. Nicméné, stejné jako
pii konstrukci Lagrangeova polynomu lze zkonstruovat takovy polynom f pfimo.
Nazyvame jej Hermiteuv interpolacni polynom.

Hermitetav polynom miizeme urcit podobné pomoci fundamentalnich Hermite-
ovych polynomii:

hl(z) = {1 —~ ll/,((;)) (z - T)} (li(x))?

Bi(x) = (x—a) (@),

kde I(z) = [[;~, (z — z;) Tyto polynomy spliiuji nasledujici podminky:

i 1 proi=y
1.\ — s7 _
h"i,('rj) - 61‘ { 0 proi;éj

(hi)' (;

(h3)'(z) = 4]

Mame-li dan systém podminek f(x1) = y1, f'(z1) = o4, ..., f(zr) = yr, [(ak) =
Y}, pak je odpovidajici polynom dan pfedpisem
k
Fl@) = lyihi (z:) + yihd (x:)].

i=1

Uplné nejjednodussi ptipad je zadani hodnoty a derivace v jediném bodé. Tim
uréime beze zbytku polynom stupné 1

f(@) = f(@o) + f'(z0)(z — o)

tj. prévé rovnici pfimky zadané hodnotou a smérnici v bodé xy. Kdyz zadédme
hodnotu a derivaci ve dvou bodech, tj. yo = f(zo), ¥y = f'(z0), 11 = f(x1),
vy = f'(x1) pro dva rtzné body z;, dostaneme jesté pordd snadno pocitatelny

problém. Ukazme si jej v zjednoduSeném provedeni, kdy xo = 0, z; = 1. Pak
matice systému a jeji inverze budou
0 0 01 2 -2 1 1
1111 4 -3 3 -2 -1
A= 001 0} AT = 0 0 1 0
3 210 1 0O 0 O
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Pi{mym vynéasobenim A - (yo, y1,vh,y;)? pak vyjde vektor (az,as,ay,ao)? koefici-
entd polynomu f, tj.

f(a) = 2yo — 291 + yo +y1)2* + (=3yo + 3y1 — 25 — y1)2” + Yo + Yo
V piipadé, ze mame zadany hodnoty a derivace v jinych bodech xg a x1, 1ze vyuzit
tohoto vysledku s pomoci vhodné afinni transformace R — R (pozor ale na vliv
transformace na velikosti derivaci, podrobnéji budeme podobné tkony diskutovat
pozdéji).
Priklad.Piiklad Naleznéte polynom P spliujici nasledujici podminky:

P(1)=0,P'(1) =1,P(2) =3,P'(2) = 3.

Reseni. P(z) = —2x3 + 1022 — 13z + 5. [J Obdobné
lze predepisovat libovolny koneény pocet derivaci v jednotlivych bodech a vhodnou
volbou stupné polynomu obdrzime vzdy jednoznac¢né interpolace. Nebudeme zde
uvadét podrobnosti, viz opét text [4].

Bohuzel, u téchto interpolaci porad zistavaji problémy zminéné uz v ptripadé
jednoduchych interpolaci hodnot — slozitost vypoctt a nestabilita. Pouziti derivaci
vsak podbizi jednoduché vylepseni metodiky:

5.7. Interpolace splajny. E| Jak jsme vidéli na obrazcich demonstrujicich ne-
stabilitu interpolace jednim polynomem dostatecéné vysokého stupné, malé lokalni
zmény hodnot zapfi¢inovaly dramatické celkové zmény chovani vysledného poly-
nomu. Nabizi se tedy vyuziti malych polynomialnich kouskl, které ale musime
umét rozumné navazovat.

Nejjednodussi je propojeni vzdy dvou sousednich bodd linearnim polynomem.
Tak se nejcastéji zobrazuji data. Z pohledu derivaci to znamend, ze budou na jed-
notlivych tsecich konstantni a pak se skokem zméni. O néco sofistikovanéjsi moz-
nosti je predepsat v kazdém bodé hodnotu a derivaci, tj. pro dva body budeme
mit 4 hodnoty a jednozna¢né tim urc¢ime Hermitetv polynom 3. stupné, viz vyse.
Tento polynom pak miizeme pouzit pro vSechny hodnoty nezavislé proménné mezi
krajnimi hodnotami z¢y < z;. Hovofime o intervalu [zg,z1]. Takové polynomialni
priblizeni po kouskach uz bude mit tu vlastnost, Ze derivace na sebe budou nava-
zovat.

V praxi ale neni pouhé navazovani prvni derivace dostateéné a navic pfi na-
meéfenych datech nemivame hodnoty derivaci k dispozici. Pfimo se proto vnucuje
pokus vyuzivat pouze zadané hodnoty ve dvou sousednich bodech, ale pozadovat
zaroven rovnost prvnich i druhych derivaci u sousednich kousk® polynomii tfetiho
stupne:

Definice. Necht zg < z1 < -+ < x,, jsou redlné (nebo racionélni) hodnoty, ve kte-
rych jsou zadany pozadované hodnoty yo, . . ., yn. Kubickym interpolacnim splajnem
pro toto zadéani je funkce S : R — R (nebot S : Q — Q), kterd splituje nésledujici
podminky:

e zuzeni S na interval [x;_1,x;] je polynom S; t¥etiho stupné, i =1,...,n

o Si(wi—1) =yi—1 a S;(x;) = y; pro véechny i = 1,...n,

o Si(w;) = Si () pro vSechny i = 1,...,n — 1,

LOgklivé geské slovo »splajn“ vzniklo fonetickym piepisem anglického ekvivalentu ,spline“,
ktery znamenal tvarné pravitko uzivané inzenyry pro kresleni kiivek.
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o S'(x;) = Si' i (x;) pro vSechny i = 1,...,n — 1.

Kubicky splajn pro n + 1 bodu sestava z n kubickych polynomd, tj. mame k
dispozici 4n volnych parametrt (prvni definiéni podminka). Dal$i podminky pfitom
zadavaji 2n + (n — 1) + (n — 1) rovnosti, tj. dva parametry ztstévaji volné. Pfi
praktickém pouziti se dodavaji predpisy pro derivace v krajnich bodech, tzv. uplny
splagn, nebo jsou tyto zadany jako nula, tzv. prirozeny splajn.

Vypocet celého splajnu uz neni bohuzel tak jednoduchy jako u nezavislych vy-
poc¢tid Hermiteovych polynoma tfetiho stupné, protoze data se prolinaji vzdy mezi
sousednimi intervaly. Pfi vhodném usporadani se vSak dosdhne matice systému,
ktera ma nenulové prvky prakticky jen ve tfech diagonélach, a pro takové exis-
tuji vhodné numerické postupy, které umozni splajn pocitat také v c¢ase timérném
po¢tu bodi. Podrobnosti vynechdme, 1ze je dohledat napf. v [4]. Pro srovnéani se
podivejme na interpolaci stejnych dat jako v pripadé Lagrangeova polynomu, nyni
pomoci splajnii:

] X \
-4 2 4 2 4 -4
- B

2. Spojité funkce

Vidéli jsme prave, ze je dulezité mit dostatecné velkou zasobu funkci, se kterymi
bude mozné mozné vyjadiovat vSechny bézné zavislosti, zaroven ale musi byt vybér
sikovné omezen, abychom uméli vybudovat néjaké univerzalni nastroje pro praci s
nimi.

Polynom1t je pfitom zjevné prili§ malo, i kdyz jejich Sikovné vyuziti ve splaj-
nech muze ledacos vynahradit. Nejvyraznéjsi vlastnosti polynomt je jejich ,,spojita®
zéavislost hodnot na nezévislé proménné. Intuitivné feceno, kdyz dostatecné malo
zménime z, urcité se ndm moc nezméni ani hodnota f(z). Takové chovani naopak
nemame u po ¢astech konstantnich funkci f : R — R v okoli ,skokd“. Napf. u tzv.
Heavisideovy funkce

0 pro vSechny = < 0
flx)=<1/2 proz=0
1 pro vSechny = > 0

takova ,nespojitost“ nastane pro x = 0.
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Zacneme formalizaci takovychto intuitivnich vyroki. K tomu budeme potiebo-
vat upfesnit vlastnosti nagich skalart a zasvést pojem limity.

5.8. Realna a komplexni ¢&isla. Prozatim jsme docela dobfe vystacili s alge-
braickymi vlastnostmi redlnych cisel, které fikaly, ze R je pole. Uz jsme ale pou-
Zivali i relaci uspofddani redlnych éisel, kterou zna¢ime ,<“ (viz odstavec .
Pfipomérime si nyni vlastnosti (axiomy) redlnych éisel véetné souvislosti uspota-
dani a ostatnich relaci. Délici ¢ary naznacuji, jak axiomy postupné zarucuji, ze jsou
redlnd ¢isla komutativni grupou vaéi séitani, ze R \ {0} je komutativni grupa viéi
nasobeni, R je pole, mnozina R spolu s operacemi +, - a s relaci usporadani je tzv.
uspordadané pole a konecné poslednimu axiomu mutzeme rozumét tak, ze R je ,do-
state¢né husté“, tj. nechybi ndm tam body, jako napf. druhd odmocnina ze dvou v
¢islech racionélnich. Formalné posledni axiom vysvétlime nize.
1) (a+b)+c=a+ (b+c), pro vSechny a, b, c € R
) a+b=b+a, pro viechny a, b € R
3) existuje prvek 0 € R takovy, Ze pro véechny ¢ € R platia+0=a
) pro vSechny a € R existuje opa¢ny prvek (—a) € R takovy, Ze
plati a+ (—a) =0

(R5) a-b)-c=a-(b-c), pro viechny a, b, c€ R

(R6) a-b=0b-a pro viechny a, b € R

(R7) existuje prvek 1 € R takovy, Ze pro vSechny a € R plati 1-a =a
(R8) pro kazdy a € R, a # 0 existuje inverzni prvek a=! € R takovy,

zeplatia-a 1 =1
(R9) a-(b+c¢)=a-b+a-c, proviechny a, b, c € R
(R10) relace < je uplné usporadani, tj. reflexivni, antisymetrickd, tran-
zitivni a Uplné relace na R
(R11) pro v8echny a,b, c € R plati, ze z a < b vyplyvé také a+c < b+c
(R12) pro vSechny a,b € R, a > 0, b > 0, plati také a-b > 0
(R13) kazd4 neprazdna ohrani¢end mnozina A C R ma supremum.

Pojem suprema ma smysl pro kazdou usporddanou mnozinu. Uvazme podmno-
zinu A C B v usporadané mnoziné B. Horni zdvorou mnoziny A je kazdy prvek
b € B, pro ktery plati, ze b > a pro vsechny a € A. Obdobné definujeme dolni
zdvory mnoziny A jako prvky b € A takové, Ze b < a pro vSechny a € A.

Nejmensi horni zévora podmnoziny A, pokud existuje, se nazyva supremum
této podmnoziny a znacime ji sup A. Presnéji:

sup A = b, jestlize z ¢ > a pro vSechny a € A vyplyva také ¢ > 0.
Obdobné, nejvétsi dolni zavora se nazyva infimum, piSeme inf A, tzn.
inf A = b, jestlize z ¢ < a pro vSechny a € A vyplyva také ¢ < b.

Pro formalni vystavbu dalsi teorie potfebujeme védét, zda nami pozadované vlast-
nosti realnych cisel lze realizovat, tj. zda existuje takova mnozina R s operacemi a
relaci usporadani, které (R1)—(R13) spliuji. Skuteéné lze realna ¢isla nejen zkon-
struovat, ale také lze ukazat, ze az na izomorfismus to jde jedinym zptisobem. Pro
nasi potiebu vystacime s intuitivni predstavou redlné primky, jednoznac¢nost nebu-
deme diskutovat viibec a existenci jen naznac¢ime v dalsim odstavci.

Pole komplexnich ¢isel spliiuje axiomy (R1)—(R9), neni na nich ale zddnym ro-
zumnym zpusobem definovano uspotadani, které by naplnilo axiomy (R10)-R(13).
Nicméné s nimi budeme také obcCas pracovat a jiz diive jsme vidéli, ze rozsifeni
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skalart na komplexni ¢isla je ¢asto pro vypocty mimoradné uzitecné. Protoze jsou
komplexni ¢isla z = re z + 7im z dana jako dvojice realnych c¢isel, je dobrou pfed-
stavou rovina komplexnich cisel.

Operaci, ktera je u komplexnich ¢isel navic je tzv. konjugace. Je to zrcadleni
podle pfimky redlnych ¢isel, tj. obraceni znaménka u imaginarni slozky. Znacime ji
pruhem nad danym ¢islem, Z = re z — iim z. Protoze je pro z = x + iy

2 2= (z+iy)(z —iy) = 2° + 17,

zadava ndm tento vyraz pravé kvadrat vzdalenosti komplexniho ¢isla od nuly. Od-
mocniné z tohoto readlného nezaporného cisla fikdme absolutni hodnota komplex-
niho ¢isla z, piSeme

(5-3) 2P =2z

Priklad. Nacrtnéte nasledujici podmnoziny v C
(1) {zeCllz-1]=[2+1]}

(2) {zeCl1<|z—1| <2}

(3) {z € C| Re(z?) =1}
(4)

imaginarni osa

mezikruzi okolo @

hyperbola a? — b? = 1.

vnéjsek jednotkového kruhu se stredem v 1.

O

5.9. Hromadné body a konvergence. Uvazujme na chvili néjaké pole skalart
K, které spliiuje axiomy (R1)—(R12). Takové urcité existuje, protoze racionalni ¢isla
Q jsou prikladem. Zkonstruovali jsme je v odstavci [1.61] a ¢tenaf si snadno muze
ovéfit platnost vSech pozadovanych axiomit. Pro kazdy prvek a € K definujeme
jeho absolutni hodnotu |a| takto

lal a je-lia>0
al =
—a jelia<0.

Samoziejmé plati pro kazda dvé ¢isla a, b € K
(5.4) la+ 0] <la|] + 0]
Této vlastnosti fikdme trojihelnikova nerovnost a spliuje ji také absolutni hodnota
komplexnich ¢isel definovana vyse.

Uvazme nyni libovolnou posloupnost prvki ag,a;,... v nasem uspofadaném

poli K takovou, ze pro libolné pevné zvolené kladné c¢islo € > 0 plati pro vSechny
prvky aj az na konec¢né mnoho vyjimek

\ai 7Clj| < €.

Jinak feceno, pro kazdé pevné ¢ > 0 existuje index N takovy, ze predchazejici
nerovnost plati pro vSechna ¢, 7 > N. Takové posloupnosti prvku se fika Cauchyov-
skd posloupnost. Intuitivné jisté citime, ze bud jsou v takové posloupnosti vSechny
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prvky stejné az na konecné mnoho z nich (pak bude od uréitého indexu N pocinaje
vzdy |a; — a;j| = 0) nebo se takova posloupnost ,hromadi“ k néjaké hodnoté.

Pokud by takovd hodnota a € K existovala, oc¢ekavali bychom od ni patrné
nasledujici vlastnost: pro libovolné pevné zvolené ¢islo € plati pro vsechny i, az na
konecné mnoho vyjimek,

la; —a| < e.

Rikdme v takovém piipadé, Ze posloupnost a;, i = 1,2,... konverguje k hodnoté
a € K.

Uvazme nyni jakoukoliv mnozinu A C K a pfedpokladejme, Ze nase posloupnost
je vybrand z prvku A. Pokud konverguje k a € K a navic je nekoneéné mnoho bodu
a; € A ruznych od a, hovofime o hromadném bodu mnoziny A.

Jestlize néjaka posloupnost a; € K konverguje k a € K, pak pro zvolené e vime,
7e |a; — a| < € pro vhodné N € N a v8echny ¢ > N. Pak pro i,j > N dostaneme

la; — aj] < |a; —an| + lan — a;| < 2e.

Vidime tedy, ze kazda konvergujici posloupnost je Cauchyovska.

V poli racionalnich ¢isel se mize snadno stat, ze pro takovéto posloupnosti
pifslusna hodnota a neexistuje. Napi. &slo /2 miizeme libovolné piesné piiblizit
racionalnimi ¢isly a;, ale samotnd odmocnina racionalni neni. Uspofadana pole
skalaru, ve kterém vsechny Caychyovské posloupnosti konverguji, se nazyvaji uplnd.
Naésledujici tvrzeni ¥iké, ze axiom (R13) takové chovani zarucuje:

Lemma. KazZdd Cauchyovska posloupnost redlnyjch cisel a; konverguje k redlné hod-
noté a € R.

DUkAz. Kazda Cauchyovskd posloupnost je zjevné ohranicend mnozina (dokazte si
podrobné — pro libovolné e ohrani¢ite vSechny ¢leny az na koneéné mnoho z nich!). Defi-
nujme si mnozinu

B = {x € R, z < a; pro vSechny prvky a;, az na kone¢né mnoho z nich}.

Ziejmé ma B horni zavoru, tudiz podle axiomu (R13) méa i supremum. Definujme a =
sup B. Nyni pro n&jaké € > 0 zvolme N takové, aby |a; — aj| < € pro vSechny 7,5 > N.
Zejména pak

aj >anN —€, aj < anN + €

takze an — € patii do B, zatimco any + € uz nikoliv. Souhrnné z toho dostavame, ze
la —an| < €, a proto také

la —aj| < la—an|+ |an —a;| < 2

pro vSechny j > N. To ale znaci pravé, ze a je hromadny bod posloupnosti. O

PFi jedné z moznosti, jak vybudovat redlna Cisla, postupujeme podobné jako pfi zplnovani
prirozenych Cisel na celd (abychom pFidali opaéné hodnoty) a celych na raciondlni (abychom
pridali podily nenulovych ¢&isel). Skute¢né, vhodnym formalnim zpisobem pFiddame viechny
chybéjici hromadné body pro podmnoziny raciondlnich &isel (napf. vhodnym zplsobem zave-
deme ekvivalenci na mnoziné viech Cauchyovskych posloupnosti racionalnich ¢isel). Pak se Ize
jiz snadno presvédcit, ze vSechny pozadované axiomy skute¢né dojdou naplnéni.

Dalsi teorické nuance tady neni vhodné rozebirat. Zdjemce miize ale nahlédnout napr. do
[1] pro dalsi informace i odkazy.
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5.10. Oteviené a uzaviené mnoziny. Uzaviend podmnoZina v R je takové,
ktera obsahuje i vSechny své hromadné body. Typickou uzavienou mnozinou je tzv.
uzavreny interval
[a,b] = {z € R, a <x <b}.

Zde a je redlné ¢islo nebo hrani¢ni hodnota chybi a piSeme a = —oo (minus neko-
nefno) a podobné b > a je redlné ¢islo nebo +oo. Uzavienou mnoZinu bude tvorit
i posloupnost redlnych ¢isel bez hromadného bodu nebo posloupnost s konec¢nym
poctem hromadnych bodt spolu s témito body. Zjevné je konecné sjednoceni uza-
vienych mnozin opét uzaviena mnozina.

Otevrend mnozina v R je takova mnozina, jejiz doplnék je uzavienou mnozinou.
Typickou otevienou mnozinou je otevreny interval

(a,0) ={z € R, a < x < b},

kde pro hrani¢ni hodnoty mame stejné moznosti jako vyse.
Okolim bodu a € R nazyvame libovolny otevieny interval O, ktery a obsahuje.
Je-1i okoli definované jako interval

Os(a) = (a—d,a+9)

pro kladné ¢islo ¢, hovorime o §-okoli bodu a.
Vsimnéme si, ze pro libovolnou mnozinu A je a € R hromadnym bodem A,
pravé kdyz v libovolném okoli a lezi také alespon jeden bod b € A, b # a.

Lemma. MnoZina redlnijch cisel A je oteviend, prave kdyz kazdy jeji bod a € A do
ni patri i s nejakym svym okolim.

DUKAZ. Necht je A oteviend a a € A. Kdyby neexistovalo zadné okoli bodu a
uvnité A, musela by existovat posloupnost a,, ¢ A, |a — a,| < 1/n. Pak je ovSem
a € A hromadnym bodem mnoziny R\ A, coz neni mozné, protoze doplnék A je
uzavreny.

Naopak predpokladejme, ze kazdé a € A lezi v A i s néjakym svym okolim. To
pfirozené zabraiuje, aby néjaky hromadny bod b pro mnozinu R\ A lezel v A. Je
proto R\ A uzaviend a tedy je A oteviena. O

Zjevné je libovolné sjednoceni otevienych mnozin opét otevienou mnozinou a
kazdy konec¢ny prinik otevienych mnozin je opét oteviena mnozina.

Mnozina A realnych Cisel se nazyva ohranicend, jestlize celd lezi v néjakém
kone¢ném intervalu [a, b], a,b € R. V opa¢ném ptipadé je neohranicend. Ohranic¢ena
a uzaviend mnozina se nazyva kompaktni.

5.11. Neékolik topologickych vlastnosti. Pfidejme jesté nékolik pojmil, které
nam umozni Géinné vyjadrovani. Vnitrnim bodem mnoziny A redlnych ¢isel na-
zveme takovy bod, ktery do A patii i s néjakym svym okolim. Hraniéni bod a € A
je naopak takovy, jehoZ kazdé okoli mé neprazdny prunik jak s A tak s dopliikem
R\ A. Oteviené pokryti mnoziny A je takovy systém otevienych intervali U;, i € I,
ze jejich sjednoceni obsahuje celé A. Izolovanym bodem mnoziny A rozumime bod
a € A, ktery mé okoli, jehoz prinik s A je pravé jednobodovd mnozina {a}.

Véta. Pro podmnoZiny A redlnych cisel plati:

(1) A je oteviend, prdvé kdyz je sjednocenim nejvgse spocetného systému otevie-
nych intervali,



138 5. ZRIZENT ZOO

(2) kazdy bod a € A je bud vnitini nebo hranicéni,

(3) kazdy hraniéni bod je bud izolovanym nebo hromadngm bodem A,

(4) A je kompaktni, privé kdyz kaZdd v ni obsaZend nekonecnd posloupnost md
podposloupnost konvergujici k bodu v A,

(5) A je kompaktni, pravé kdyz kazdé jeji oteviené pokryti obsahugje koneéné pokryti.

DUKAZ. (1) Zjevné je kazda oteviend mnozina sjednocenim néjakych okoli svych
bodu, tj. otevienych intervali. Jde tedy pouze o to, jestli nam jich vzdy sta¢i spocetné
mnoho. Zkusme tedy najit ,,co nejvétsi“ intervaly. Rekneme, Ze body a,b € A jsou v re-
laci, jestlize cely otevieny interval (a,b) je v A. To je zjevné relace ekvivalence a jeji tiidy
budou zjevné intervaly, které budou navic po dvou disjunktni. Kazdy z téchto intervalu
jisté musi obsahovat néjaké raciondlni ¢islo a tyto musi byt rtizné. VSech racionalnich cisel
je ale spocetné mnoho, proto mame tvrzeni dokazané.

(2) Pfimo z definic vyplyva, ze bod nemuze byt vnitini a hrani¢ni zaroveri. Necht tedy
a € A neni vnitini. Pak ovSem existuje posloupnost bodt a; ¢ A s hromadnym bodem a.
Zaroven a patii do kazdého svého okoli. Proto je a hranic¢ni.

(3) Predpokladejme, Ze a € A je hrani¢ni a neni izolovany. Pak stejné jako v posledni
argumentaci existuji body a;, tentokrat uvnitt A, jejichz hromadnym bodem je a.

(4) Predpokladejme, ze je A kompaktni, tj. uzaviend a ohrani¢end, a uvazme néjakou
nekonecénou posloupnost bodt a; € A. Tato podmnozina ma jisté supremum b i infimum a
(nebo muzeme zvolit libovolnou horni a dolni zdvoru mnoziny A). Rozdélme nyni interval
[a, b] presné na dvé poloviny [a, 2(b—a)] a [3(b— a),b]. V alespoii jedné z nich musi byt
nekoneéné mnoho prvku a;. Vyberme takovou polovinu, jeden z prvku v ni obsazenych a
nasledné tento interval opét rozdélme uvazovany interval na poloviny. Znovu vybereme tu
polovinu, kde je nekonec¢né mnoho prvki posloupnosti a vybereme si jeden z nich. Timto
zpusobem dostaneme posloupnost, kterda bude Cauchyovska (dokazte si detailné — vyzaduje
si jen pozorné hrani s odhady, podobné jako vyse). O Cauchyovskych posloupnostech
ovSem uz vime, ze maji vzdy hromadné body nebo jsou konstantni az na kone¢né mnoho
vyjimek. Existuje tedy podposloupnost s nami hledanou limitou. Z uzavienosti A zase
vyplyva, ze nami nalezeny bod musi opét lezet v A.

Opacné, jestlize kazdd v A obsazend nekoneénd podmnozina mé hromadny bod v
A, znamené to, ze vSechny hromadné body jsou v A a tedy je A uzaviena. Pokud by
nebyla mnozina A ziroven ohranicena, uméli bychom najit posloupnost stale rostouci
nebo klesajici s rozdily dvou po sobé jdoucich cisel tieba alespon 1. Takova posloupnost
bodi z A ale nemtze mit hromadny bod vubec.

(5) Nejprve se vénujme snadnéjsi implikaci, tj. pfedpokladejme, ze z kazdého ote-
vieného pokryti lze vybrat konecné. Jisté 1ze A pokryt spocetnym systémem intervalu
I, = (n—2,n+2), n €Z, a jakykoliv vybér kone¢né mnoha z nich fiké, Ze je mnozina A
ohrani¢end. Predpokladejme nyni, ze a € R\ A je hromadnym bodem posloupnosti a; € A
a predpokladejme rovnou, ze |a — an| < % Mnoziny

1 1
Jn =R\ [a n,a+ n]
pro vsechny n € N, n > 0, jsou sjednoceni dvou otevienych intervali a jisté také pokryvaji
nasi mnozinu A. ProtoZze je mozné vybrat konecné pokryti A, bod a je uvniti dopliku
R\ A véetné néjakého svého okoli a neni tedy hromadnym bodem. Proto musi byt vSechny
hromadné body A opét v A a tato mnozina je i uzaviena.

Opacny smér je opét zalozeny na existenci a vlastnostech suprem. Predpokladejme,
ze je A kompaktni a ze je dano néjaké jeji oteviené pokryti C. Z predchoziho je zjevné, ze
v A existuji nejvétsi a nejmensi prvek, které jsou zaroven rovny b = sup A a a = inf A.
Oznac¢me si ted ,nejzassi mez*, pro kterou jesté ptijde konecné pokryti vybrat:

B = {z € [a,b], a existuje vybér kone¢ného pokryti [a,z] N A z C}.
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Evidentné a € B, jde tedy o neprazdnou zhora ohrani¢enou mnozinu a existuje proto
¢ = sup B. Jde nam o to dokazat, ze ve skuteCnosti musi byt ¢ = b. Argumentace je
trochu neprehlednd, dokud si ji nenac¢rtneme na obrazku, podstata je ale snadné: Vime,
ze a < ¢ < b, predpoklddejme tedy chvili, ze ¢ < b. Protoze je R\ A oteviend, pro ¢ ¢ A
existuje okoli bodu ¢ obsazené v [a,b] a zaroven disjunktni s A. To by ale vylucovalo
moznost ¢ = sup B. Zbyva tedy v takovém piipadé ¢ € A a tedy je i néjaké okoli O bodu ¢
v otevieném pokryti C. Zvolme si body p < ¢ < ¢ v O. Opét nyni bude existovat konecné
pokryti pro [a, ] N A. To ale znadi, ze ¢ > c lezi v B, coZ neni mozné. Ptvodni volba ¢ < b
tedy vedla ke sporu, coz dokazuje pozadovanou rovnost b = c¢. Nyni ale s pomoci okoli b,
které patii do C umime najit kone¢né pokryti v C pro celé A. O

Piiklad. Urcete hromadné, izolované, hrani¢ni a vnitini body nasledujicich pod-
mnozin v R:

(1) N

(2) Q

(3) {x eR|0 <z < 1}.

Sva tvrzeni zduvodnéte.

Reseni.

(1) 0, N, N, 0

(2) R, 0,Q,0

(3) (0,1), 0,0, (0,1)

O

5.12. Limity funkci a posloupnosti. Pro diskusi limit je vhodné rozsifit mno-
zinu realnych cisel R o dvé nekonecné hodnoty +oo. Pro tyto tcely si zavadime i
pravidla pro pocitani s témito formalné pfidanymi hodnotami pro libovolna ,ko-
necna“ ¢isla a € R:

a+ 00 =00

a— 00 = —00

a-00 =00, je-lia>0
a-00=—o0, jellia<0

Okolim nekonec¢na rozumime interval (a,o0), resp. (—o0,a) je okoli —oo. Pojem
hromadného bodu mnozin rozsifujeme tak, ze co je hromadnym bodem mnoziny
A C R jestlize kazdé okoli co s ni mé neprazdny prunik, tj. jestlize je A zprava
neohranic¢ena. Obdobné pro —oo.

Protoze je uzitecné od zacatku sledovat i mozné komplexni hodnoty funkci,

rozsifime také pojem okoli do komplexni roviny. Pro kladné realné ¢islo 6 rozumime
6-okolim komplexniho éisla z € C mnozinu

Os5(2) ={w € C, |w — z| < 6}.

Definice. Necht A C R je libovolnd podmnoZina a f : A — R je redlnéa funkce
(nebo f : A — C je komplexni funkce) definovand na A a necht z¢ je hromadny
bod mnoziny A. Rikéme, ze f ma v xo limitu a € R (nebo a € C) a piseme

lim f(z) = a,

T—To

jestlize pro kazdé okoli bodu O(a) bodu a lze najit okoli O(zg) bodu zg takové, ze
pro viechny x € AN (O(xo) \ {zo}) je f(z) € O(a).
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Limita realné funkce se nazyva nevlastni, jestlize je a = +oo, V opacném pfi-
padé se nazava vlastni.

Je dtlezité si vS§imnout, ze hodnota f v bodé xy v definici nevystupuje a f v
tomto hromadném bodé viubec nemusi byt definovana! Také je ziejmé, Ze nevlastni
limity komplexnich funkci nejsou definovany.

5.13. Priklady. (1) Jestlize je A = N, tj. funkce f je definovdna pouze pro pfi-
rozena Cisla, hovofime o limitach posloupnosti realnych nebo komplexnich hodnot.
Jedinym hromadnym bodem A je pak co a piSeme pro f(n) = a,

lim a, = a.

n—oo
Podle definice to pak znamend, Ze pro kazdé okoli O(a) limitni hodnoty a existuje
index N € N takovy, ze a,, € O(a) pro viechny n > N. Ve skutecnosti jsme tedy
v tomto specidlnim p¥ipadé pfeformulovali definici konvergence posloupnosti (viz
. Rikame také, ze posloupnost a,, konverguje k a.

Pfimo z nasi definice pro komplexni hodnoty je také vidét, ze komplexni po-
sloupnost ma limitu a, pravé kdyz realné ¢asti a; konverguji k rea a zaroven ima-
ginarni ¢asti konverguji k im a.

(2) Jestlize je f definovana na intervalu A = [a,b] a ¢ je vnitinim bodem inter-
valu, hovorime o limité funkce ve vnitinim bodé jejiho defini¢niho oboru. Podivejme
se, pro¢ je dilezité v definici pozadovat f(z) € O(a) pouze pro body = # z¢ i v
tomto pripadé. Vezméme jako priklad funkci f: R — R

0 jeliz#0
flay =0 e
1 jeliz=0.

Pak zjevné limita v nule je dobfe definovana a lim,_,q = 0, pfestoze f(0) = 1 do
malych okoli limitni hodnoty 0 nepatii.

(3) Je-i A = [a,b] ohranieny interval a o = a nebo zy = b, hovofime o
limité v hrani¢nim bodé defini¢niho oboru funkce f. Jestlize je ale bod zy vnitfnim
bodem, miizeme pro ucely vypoctu limity definiéni obor zZit na [z, b] nebo [a, z¢].
Vyslednym limitam pak fikdme limita zprava, resp. limita zleva pro funkci f v bodé
2. Oznacujeme ji vyrazem 1imm—>m0+ f(x), resp. limx_ma f(x). Jako ptiklad nadm
muze slouzit limita zprava a zleva v zy = 0 pro Heavisideovu funkci h z ivodu této
casti. Evidentné je

Ilir(r)lJr h(z) =1, IIL%L h(z) = 0.
Limita lim,_,o f(z) pfitom neexistuje. Je snadné dokdzat, ze limita ve vnitinim
bodu definiéniho oboru libovolné realné funkce f existuje, praveé kdyz existuji limity
zprava i zleva a jsou si rovny.

(4) Limita komplexni funkce f : A — C existuje tehdy a jen tehdy, jestlize
existuji limity jeji redlné a imaginarni casti. V takovém pripadé je pak

lim f(z) = lim (re f(z))+i lim (im f(z)).
T—T0 T—T0 T—To
(5) Necht f je redlny nebo komplexni polynom. Pak pro kazdy bod z € R je
lim f(2) = f(xo).

Skutecng, je-li f(x) = a,a™+- - -+ ap, pak roznasobenim (2o +0)* = zf +kézi 1 +
-+ 4 6% a dosazenim pro k = 0,...,n vidime, Ze volbou dostateéné malého § se
hodnotou libovolné blizko p¥iblizime f(zo).
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(6) Uvazme nyni obzvlast osklivou funkci definovanou na celém R

(1 jelizeq
J(@) = {0 jestlize = ¢ Q.

Jisté snadno ovéiite, ze tato funkce nemd limitu v zddném bodé (dokonce ani zleva
nebo zprava).
(7) Ale definice spojitosti je jesté zaludnéjsi, nez jsme vidéli v pfedchozim
pfipadé. Definujme néasledujici funkci f : R — R:
L Sestlize z = 2 € Q, p a ¢ nesoudélna
fl@)=9q 4 a
0 jestlizexz ¢ Q
Tato funkce je spojita ve vSech iracionalnich bodech a nespojita ve vSech racionéal-
nich realnych bodech. Dikaz pfenechavame jako cviceni.

5.14. Véta. Véta o tfech limitach. Bud f, g, h rediné funkce takové, Ze exis-

tuje okoli bodu xo € R, kde plati f(z) < g(x) < h(x). Pak pokud existuji li-

mity lim f(z) = fo a lim h(xz) = ho a navic fo = hg, pak také existuje limita
T—xo T—xT0

lim g(x) = go a plati go = fo = ho.
T—To

DUKAZ. Z definice limity, pro libovolné ¢ > 0 existuje okoli U bodu xqg, ve
kterém je f(x),h(z) € (9o — &,90 + €). z podminky f(z) < g(z) < h(x) vyplyva, ze
i9(z) € (90 —e,90 +¢), tedy lim g(z) = go. O

5.15. Véta. Necht A C R je definiéni obor redlngch nebo komplexnich funkci [ a
g, wg necht je hromadny bod A a existugi limity
lim f(z)=a€R, lim gx)=>beR.
r—x0 T—x0
Potom:
(1) limita a je uréena jednoznacné,
(2) limita souctu f + g existuje a plati

lim (f(z) +g(z)) = a+0,
T—xT0
(3) limita soucinu f - g existuje a plati
Jim (F(2) - g(x)) = a -,

(4) pokud navic b # 0, pak limita podilu f/g existuje a plati
flx) _a

:ELITII() g(aj) b

DUKAz. (1) Pfedpoklddejme, Ze a a a’ jsou dvé hodnoty limity lim, ., f(x).
Pokud je a # o/, pak existuji disjunktni okoli O(a) a O(a’). Pro dostateéné mala
okoli xg ale maji hodnoty f leZet v obou naraz, coZ je spor. Proto je a = a’.

(2) Zvolme si néjaké okoli a + b, tieba Oy (a+b). Pro dostateéné malé okoli z
a x # xo bude jak f(z), tak g(x) v e—okolich bodf a a b. Proto jejich soucet bude
v 2e—okoli kyZzené hodnoty a + b. Tim je dukaz ukoncen.

(3) Obdobné postupujeme u soucinu s O,z (ab). Pro mala okoli zy se ndm hod-
noty f i g trefi do e-okoli hodnot a a b. Proto jejich sou¢in bude v poZadovaném
€2—okoli.

(4) Podobny postup ponechan jako cviéeni. O
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Poznamka. Podrobnéjsim sledovanim dikazt jednotlivych bodu véty mtzeme jeji
tvrzeni rozsitit i na nékteré nekonecné hodnoty limit: V prvém ptipadé je zapotiebi,
aby bud alespoii jedna z limit byla koneénd nebo aby obé mély stejné znaménko.
Pak opét plati Ze limita souc¢tu je soucet limit s konvencemi z Pripad ,,00 —o0¢
ale neni zahrnut.

V druhém pfipadé miize byt jedna z limit nekonec¢nd a druhd nenulova. Pak
opét plati, Ze limita soucinu je souéin limit. P¥ipad ,,0 - (£00)“ neni ale zahrnut.

V ptipadé podilu mize byt a € R a b = o0, kdy vysledek limity bude nula,
nebo a = 00 a b € R, kde vysledek bude +co podle znamének citatele a jmenova-
tele. Piipad ,,22“ neni zahrnut.

Zdtraznéme, Ze nase véta jako specidlni pripad pokryva také odpovidajici tvr-
zeni o konvergenci posloupnosti.

Priklad. Spocitejte nasledujici limity posloupnosti:

. 2n2+3n+1
1) lim = A=

n—o0

3

. 2n2+3n+1
) nlirr;o 3nZ+n+1
: n+1
) nhilolo 2n243n+17
. 2
4) lim YAntn
n— o0 n

5) lim v4n? +n — 2n.
n—oo

Reseni

. n2 . 2n43+ L
1) lim 2oB3ndl — iy 2200w — oo,

3 1

: 2n?4+3n+1 _ 7: 2+?+n72 —

2) Jim R = lim o

=0.

8‘»—* win

n+1 —
n—oo 2n°+3n+1 n—oo 2n+3+2

(2)

(3) lim — lim - 1ta
/ 2 n n e

(4) Podle véty o tfech limitdch: Vn € N : ¥ i"z < MHntn oy : 2: 15

Déle pak
4n? 2
lim Y2 = fim 22— o
n—oo n n—oo N
1
et ongd
lim = lim =
n—oo n n—oo n
Tedy i
. AV4An? +n
lm ——— =2
n—o0 n

lm VEESn—2n — lim YA 20)(VAn? fn + 2n)

n
= lim ———— =
n—oo \/An2 + n + 2n

1
= lim -

n—oo \/4777,L2+7L +2 = 4
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5.16. Spojité funkce. Necht f je redlnd nebo komplexni funkce definovand na
intervalu A C R. Rikdme, Ze f je spojitd v bodé o € A, jestlize je

lim f(x) = f(zo).

r—x

Funkce f je spojita na A, jestlize je spojita ve ve vSech bodech zy € A.

Vsiméme si, ze pro hrani¢ni body intervalu A ¥ika nase definice, Ze f v nich m4
byt spojita zprava, resp. zleva. Jiz jsme také vidéli, ze kazdy polynom je spojitou
funkei na celém R, viz [5.13(5).

7 ptedchozi véty okamzité vyplyva vétsina nasledujicich tvrzeni

Véta. Necht [ a g jsou spojité funkce na intervalu A. Pak

(1) soudet f + g je spojitd funkce

(2) soudin f - g je spojitd funkce

(3) pokud navic g(xg) # 0, pak podil f/g je dobte definovdn v néjakém okoli xy a
je spojity v xg.

(4) pokud spojitd funkce h je definovdna na okoli hodnoty f(xq), pak sloZend funkce
ho f je definovdna na okoli bodu xy a je v xg spojitd.

DUkAz. Tvrzeni (1) a (2) jsou ziejmé, doplnit diikaz potfebujeme u tvrzeni
(3). Jestlize je g(xo) # 0, pak také celé e-okoli ¢isla g(zp) neobsahuje nulu pro
dostatecné malé € > 0. Ze spojitosti g pak vyplyva, zZe na dostateéné malém d—okoli
xo bude g neulové a podil f/g tam bude tedy dobie definovan. Pak bude ovSem i
spojity v xg podle predchozi véty.

(4) Zvolme néjaké okoli O hodnoty h(f(z¢)). Ze spojitosti h k nému existuje
okoli O bodu f(zy), které je celé zobrazeno funkci h do O. Do tohoto okoli O’
spojité zobrazeni f zobrazi dostatecné malé okoli bodu xg. To je ale pravé defini¢ni
vlastnost spojitosti a diikaz je ukoncen. (I

Nyni si veelku snadno muzeme odvodit zasadni souvislosti spojitych zobrazeni
a topologie realnych cisel:

5.17. Véta. Necht f: R — R je spojitd funkce. Pak

(1) wzor f=Y(U) kazdé oteviené mnoZiny je oteviend mnoZina,

) vzor f~H(W) kaZdé uzaviené mnoZiny je uzaviend mnozina,

) obraz f(K) kazdé kompaktni mnoZiny je kompaktni mnoZina,

) na libovolné kompakini mnozZiné K dosahuje spojité zobrazeni maxima a mi-
nima.

DUKAZ. (1) Uvazme néjaky bod zo € f~1(U). N&jaké okoli O hodnoty f(xo)
je celé v U, protoze je U oteviena. Pak ovsem existuje okoli O’ bodu xq, které se
celé zobrazi do O, patii tedy do vzoru. Kazdy bod vzoru je tedy vnitini a tim je
dtkaz ukonceny.

(2) Uvazme néjaky hromadny bod zg vzoru f~1(W) a néjakou posloupnost z;,
f(z;) € W, kterd k nému konverguje. Ze spojitosti f nyni zjevné vyplyva, ze f(z;)
konverguje k f(z), a protoze je W uzaviend, musii f(xg) € W. Zfejmé jsou tedy
vsechny hromadné body vzoru W ve W také obsazeny.

(3) Zvolme libovolné oteviené pokryti f(K). Vzory jednotlivych intervalii bu-
dou sjednocenimi otevienych intervali a tedy také vytvori pokryti mnoziny K. Z
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ného lze vybrat koneéné pokryti a proto ndm stacilo koneé¢né mnoho odpovidajicich
obrazt k pokryti ptivodni mnoziny f(K).

(4) ProtozZe je obrazem kompaktni mnoziny opét kompaktni mnozina, musi byt
obraz ohraniceny a zaroven musi obsahovat svoje supremum i infimum. Odtud ale
vyplyva, ze tyto musi byt zaroven maximem a minimem hodnot. (I

5.18. Dusledek. Necht f : R — R je spojitd. Potom

(1) obraz kazdého intervalu je opét interval
(2) f na uzavieném intervalu [a,b] nabyvd vSech hodnot mezi svou mazimdlni a
minimdlni hodnotou.

DUkAz. (1) Uvazme néjaky interval A (a ponechme stranou, jestli je A uza-
vieny nebo otevieny, at uz zleva nebo zprava) a pfedpoklddejme, Ze existuje bod
y € R takovy, ze f(A) obsahuje body mensi i vétsi nez y, ale y ¢ f(A). Zna-
mend to tedy, ze pro oteviené mnoziny B; = (—o0,y) a By = (y,00) jejich vzory
Ay = f4(By) a Ay = f~1(By) pokryvaji A. Tyto mnoziny jsou pfitom opét ote-
viené, jsou disjunktni a obé maji neprazdny prunik s A. Nutné tedy musi existovat
bod = € A, ktery nelezi v By, je ale jejim hromadnym bodem. Musi vSak lezet
v By a to u disjunktnich otevienych mnozin neni mozné. Dokazali jsme tedy, ze
pokud néjaky bod y nepatfi do obrazu intervalu, musi byt vSechny hodnoty bud
zaroven vetsi nebo zaroven mensi. Odtud vyplyva, ze obrazem bude opét interval.
Vsimnéme si, ze jeho krajni body mohou a nemusi do obrazu patfit.

(2) Toto tvrzeni je pfimym dusledkem predchoziho. O

5.19. Pfirustky do ZOO. Zatim jsme v podstaté pracovali pouze s polynomy a
s funkcemi, které se z nich daji vyrobit ,,po Castech®. Zaroven jsme dovodili spoustu
vlastnosti pro obrovskou t¥idu spojitych funkci, nemame ale zatim moc prakticky
zvladatelnych prikladd. Nase tivahy ndm ted umoziuji alespoii trochu rozsirit nasi
zasobarnu funkci.

(1) Necht f a g jsou dva polynomy, které mohou mit i komplexni hodnoty (t;j.
pfipoustime vyrazy a,z" +- - -+ ag s komplexnimi a; € C, ale dosazujeme jen realné
hodnoty za ). Pak funkce

h:R\{z eR,g(x) =0} - C

h(z) = (@)
g(x)
je dobfe definovana ve vsech realnych bodech kromé korenti polynomu g. Takové
funkce nazyvame raciondalni funkce. Z véty vyplyvéa, Ze racionalni funkce jsou
spojité ve vSech bodech svého defini¢niho oboru. V bodech, kde definovany nejsou
mohou mit
e koneénou limitu, kdyz jde o spoleény kofen polynomt f i g (a v tomto pFipadé
rozsifenim jejich definice o limitni hodnotu v tomto bodé dostaneme funkci i v
tomto bodé spojitou)
e nekonecnou limitu, kdyz limity zprava a zleva v tomto bodé jsou stejné
e rizné nekonecné limity zprava a zleva.

Nézorné je mozné tuto situaci vidét na obrazku, ktery ukazuje hodnoty funkce
h(z) = (x —0.05a)(z — 2 — 0.2a)(z — 5)
z(x —2)(x —4)
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pro hodnoty a = 0 (obrazek vlevo tedy vlastné zobrazuje raciondlni funkci (z —
5)/(z —4)) a pro a =5/3.
a=0. a=1.6667

A )
R SR

'
[e2]
1

(2) Polynomy jsou pomoci s¢itani a ndsobeni skalary seskladany z jednoduchych
mocninnych funkci x — z™ s pfirozenych ¢islem n = 0,1,2,.... Samozfejmy smysl
mé také funkce x +— 27! pro viechny = # 0. Tuto definici ted rozsifime na obecnou
mocninnou funkci s n € R.

Pro n = —a s a € N definujeme

Dale jisté chceme, aby ze vztahu 0" = x pro n € N vyplyvalo b = zw. Je tieba ale
overit, ze takova b skutecné existuji. Pfedpoklddejme x > 0 a ozna¢me B mnozinu
B={y R,y >0, y* < b}. To je zfejmé zhora ohrani¢end mnozina a lze ovéfit,
ze pro b = sup M skutecné plati pozadovana rovnost.

Zdtvodnili jsme tedy existenci z® pro vSechny z > 0 a a € Q. Konec¢né, pro
a € R, x > 1 klademe

z* =sup{z¥,y € Q, y < a}.

Pro 0 < z < 1 bud definujeme analogicky (je tfeba si jen pohrat s nerovnitky) nebo
klademe pfimo z% = (%)’“ Pro z =1 je pak 1% = 1 pro libovolné a.

Obecnou mocninnou funkci z — x® mame tedy dobte definovanou pro vsechny
x € [0,00) a a € R. Nasi konstrukei ale mizeme také ¢ist nésledujicim zptsobem:
Pro kazdé pevné realné ¢ > 0 existuje dobfe definovana funkce na celém R, y — Y.
Této funkci fikdme exponencidlni funkce o zakladu c.

Na obrazcich vidime funkce x +— a” a x +— x° pro jednu konkrétni hodnotu

a = 2.5167 a b =4.5833.
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a=2.5167 b = 4.5833
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Z nasich definic je vcelku zfejmé, ze mocninné i exponencialni funkce jsou spo-
jité na celych svych defini¢nich oborech. Zaroven se ze spojitosti definice pomoci
suprem mnozin hodnot zjevné prenasi zakladni vlastnosti platné pro racionalni
c¢isla, a, x, y:
(5.5)

a®-a¥ =a*t, (a")¥ =a"".

Piiklad. Bud ¢ € R" (kladné redlné ¢islo). Ukdzeme, ze lim /c = 1.

n—oo
Reseni. Uvazme nejprve ¢ > 1. Vzhledem k tomu, Ze funkce {/c je vzhledem k n
klesajici a jeji hodnoty jsou stéle vétsi nez 1, tak musi mit posloupnost /¢ limitu
a tou je infimum jejich ¢lent. Pfedpokladejme, ze by tato limita byla vétsi nez 1,
feknéme 1 + ¢, kde € > 0. Pak by podle definice limity byly vsechny hodnoty dané
posloupnosti od jistého m mensi nez 1 + ¢ + %7 t.j. zejména /e < 1+¢e+ #.

Potom by vsak
g2 €
/e =/ W/e < tre+ =1+ <l+e,

coZ je spor s tim, Ze 1 + ¢ je infimem dané posloupnosti. (I

3. Derivace

U polynomi jsme jiz v odstavci[5.5] diskutovali, jak popisovat jednoduse velikost
rastu hodnot polynomu kolem daného bodu jeho defini¢niho oboru. Tehdy jsme
pozorovali podil , ktery vyjadfoval smérnici seény mezi body [z, f(x)] € R? a
[z + Az, f(z + Az)] € R? pro (maly) priristek Az nezavisle proménné. Tehdejsi
uvaha funguje zrovna stejné pro libovolnou realnou nebo komplexni funkci f, jen
musime misto intuitivniho ,,zmenSovani“ pfirtustku Ax pracovat s pojmem limity.

5.20. Definice. Necht f je redlnd nebo komplexni funkce s definiénim oborem
A CRazxy € A. Jestlize existuje limita
f(z) = f(zo)

lim —————~ =a
T—xT0 T — X9
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pak Fiddme, Ze f ma v bodé g derivaci a. PiSeme ¢asto a = f'(x¢) nebo a = %(azo)
piipadné a = %f(xo).
Derivace funkce je vilastni, resp. nevlastni, kdyz je takovou pfislusna limita.
Jednostranné derivace (tj. derivaci zprava a zleva) definujeme zcela stejné po-
moci limity zprava a zleva.

Z formulace definice lze o¢ekavat, ze f’(x¢) bude opét umoziiovat dobfe apro-
ximovat danou funkci pomoci primky

y = f(zo) + f'(z0)(x — o).
Takto 1ze snad vnimat nasledujici lemma, které fika, ze nahrazenim konstantniho
koeficientu f'(zg) spojitou funkei dostaneme pfimo hodnoty f.

Lemma. Redlna nebo komplexni funkce md v bodé xq vlastni derivaci, pravé kdyz
existuje na néjakém okoli O(xy) funkce 1 spojitd v x¢ a takovd, Ze pro vSechny
x € O(xg) platt

F(2) = f(20) + () (@ — 20).
Navic pak vidy (xo) = f'(x0).

DUKAZ. Nejprve predpokladejme, ze f'(xg) je vlastni derivace. Pokud m4
existovat, mé jisté tvar ¢ (x) = (f(z) — f(xo))/(x — x¢) pro v8echny = € O\ {xo}.
V bodé zy naopak definujme hodnotu derivaci. Pak jisté

Jim () = f(x0) = (o)

jak je pozadovano.
Naopak, jestlize takova funkce 1) existuje, tentyz postup vypocte jeji limitu v
xo. Proto existuje i f/(z9) a je ¥ (zo) rovna. O

5.21. Geometricky vyznam derivace. Piedchozi lemma lze nazorné vysvétlit
geometricky a tim popsat smysl derivace. Rika totiZ, Ze na grafu funkce y = f(z),
tj. na prislusné kfivce v roviné se soufadnicemi z a y, pozname, zda existuje de-
rivace podle toho, jestli se spojité méni hodnota smérnice seény prochazejici body
[0, f(20)] a [z, f(2)]. Pokud ano, pak limitn{ hodnota této smérnice je hodnotou
derivace.

Dusledek. Md-li redind funkce f v bodé xy € R derivaci f'(xg) > 0, pak pro néjaké
okoli O(xo) plati f(b) > f(a) pro vSechny body a,b € O(xg), b > a.

Je-li derivace f'(xg) < 0, pak naopak pro néjaké okoli O(xo) plati f(b) < f(a)
pro vSechny body a,b € O(xp), b > a.

DUkaAz. Uvazme prvy piipad. Pak podle pfedchoziho lematu plati f(z) =
f(zo) + ¥(x)(z — z0) a ¥(xg) > 0. Protoze je ale ¢ v xy spojitd, musi existo-
vat okoli O(z), na kterém bude () > 0. Pak ale s rostoucim z nutné poroste i

hodnota f(x).
Stejna argumentace ovéri i tvrzeni se zapornou derivaci. (|

Funkce, které maji vlastnost f(b) > f(a) kdykoliv b > a pro néjaké okoli
bodu zg se nazyvaji rostouct v bodé xy. Funkce rostouci ve vSech bodech néjakého
intervalu se nazyva rostouci na intervalu. Podobné je funkce klesajici v bodu, resp.
klesajici na intervalu, jestlize f(b) < f(a) kdykoliv je a < b. N&§ disledek tedy
fik4, ze funkce kterd méa v bodé nenulovou koneénou derivaci je v tomto bodé bud
rostouci nebo klesajici podle znaménka této derivace.
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5.22. Pravidla pro pocitani. Uvedme si nyni nékolik zdkladnich tvrzeni o vy-
poctech derivaci. Rikaji nam, jak dobie se snasi operace derivovani s algebraickou
strukturou s¢itani a nasobeni na redlnych nebo komplexnich funkcich. Posledni z
pravidel pak umoznuje efektivni vypocet derivace slozenych funkci a fikdva se mu
»chain rule“. Intuitivné jim mizeme vSem velice snadno rozumét, kdyz si derivaci
funkce y = f(x) pfedstavime jako podil pfirtistkli zavislé proménné y a nezavislé
proménné z:
3
Az
Samoziejmé pak pti y = h(z) = f(x) + g(x) je piiristek y dan soudtem piiristki
f a g a prirtstek zavislé proménné zustava stejny. Je tedy derivace souc¢tu souctem
derivaci.
U souc¢inu musime byt malinko pozorngjsi. Pro y = h(z) = f(x)g(z) je priristek

Ay = f(z + Az)g(z + Az) — f(x)g(x)
= flz+ Az)(g(z + Az) — g(2)) + (f(z + Az) - f(2))g(z)

Nyni ale kdyZ budeme zmensovat priristek Az, jde vlastné o vypocet limity souc¢tu
soucinil a o tom uz vime, Ze jej 1ze pocitat jako soucet soucinti limit. Proto z nasi
formulky lze ockavat pro derivaci souéinu fg vyraz fg’' + f'g.

Jesté zajimavéjsi je to pro derivaci slozené funkce g = h o f, kde defini¢ni obor
funkce z = h(y) obsahuje obor hodnot funkce y = f(x). Opét vypsdnim piirtstki
dostavame
, Az Az Ay

Az Ay Az’
Mizeme tedy oéekavat, ze pravidlo pro vypocet bude (ho f) (z) = b/ (f(x))f'(x).

Podéame nyni korektni formulace a dukaz:

9

Véta. Necht [ a g jsou rediné nebo komplexni funkce definované na okoli bodu
o € R a majici v tomto bodé vlastni derivaci. Potom

(1) funkce f je v bodé xo spojitd,
(2) pro kaZdé rediné nebo komplexni éislo ¢ md funkce x — c- f(x) derivaci v xg a
plati

(cf)' (o) = c(f'(x0)),
(3) funkce f + g md v xo derivaci a plati
(f +9) (x0) = f'(z0) + ¢'(20),

(4) funkce f-g md v xo derivaci a plati

(f - 9) (z0) = f'(z0)g(x0) + f(20)g' (20)-

(5) Je-li dale h funkce definovand na okoli obrazu yo = f(xq), kterd md derivaci v
bodé yo, ma také sloZend funkce ho f derivaci v bodé€ xy a plati

(hoo f) (o) = h'(f(w0)) - f'(w0)

DUKAz. (1) Predpokladejme, ze f’(xg) existuje a je vlastni (tj. neni neko-
nefnd). Pak mizeme vyjadfit pro kazdé = # xg

: J(z) = f(zo

oy = 1) = )

(z — x0) + f(x0)-
T — X0
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ProtozZe je ale limita souctu a soucinu funkeci ddna jako soucet a soucin limit (viz

Véta [5.15)), dostavame
lim f(z) = f'(x9) -0+ lim f(xo) = f(z0),

T—x0 T—XTo
coz ovéruje spojitost f v xg.

(2) a (3) Opét pfimé pouziti véty o souctech a soucinech limit funkci dava
vysledek.

(4) Prepiseme vztah pro podil priristki, ktery jsme zminili pred formulaci véty,
takto

(f-9)(x) = (f-g)(x0) _ f(x)g(x) —9(z0) | f(z) = f(wo)

9(xo)-
Tr — X Tr — X Tr — X

Limita tohoto vyrazu pro z — zy da pravé pozadovany vysledek, protoze je funkce
f spojita v xg.

(5) Podle predchoziho lematu existuji funkce 1 a ¢ spojité v bodech zy a
yo = f(x0) takové, ze

h(y) = h(yo) + (W) (y — o), f(x) = f(2o) + ¢ () (2 — 20)

na néjakych okolich xg a yo. Navic pro né plati ¢(z¢) = f/'(z0) a ©(yo) = h'(yo)-
Pak ovsem také plati

h(f () = h(f(0)) = o (f(@))(f(z) = f(20)) = (f(2))ip()(z — w0)

pro x z okoli bodu . Souéin ¢(f(x))(x) je oviem spojitd funkce v xo a jeji
hodnota v bodé z( je pravé pozadované derivace slozené funkce. (I

Dusledek. Necht f a g jsou redlné funkce, kterd maji v bodé xg vlastni derivace a
g(x0) # 0. Pak pro funkci h(z) = f(x)(g9(z)) " plati

h'(xo) = (;) (z0) = f'(x0)g(wo) — f(a?(])gl(ajo).

(9(z0))?

DUKAZ. Dokazeme si specidlni pfipad formulky pro h(z) = 2z~ 1. P¥imo z defi-
nice derivace dostavame

1 1

AT 3 —z— Az ~1

I - 1 arAzr @ S ror—ar li -
(@) = Jim N = A ArE A~ A T aAr

7 pravidel pro pocitani limit okamzité dostavame

B (xg) = —x2.
Nyni pravidlo pro derivaci slozené funkce iika, ze (¢71)" = —g? - ¢’ a kone¢né
pravidlo pro derivaci sou¢inu nam dava pravé kyzeny vzorec:
- _ - f'9—gf
(fl9) =(f-g") =fg "t —fa % = —g
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5.23. Derivace inverznich funkci. V odstavci[l.57jsme pfi obecné diskusi relaci
a zobrazeni formulovali pojem inverzni funkce. Pokud k dané funkci f : R — R
inverzni funkce f~! existuje (nezamétiujme znaceni s funkci = — (f(x))~1), pak je
déana jednoznacné kterymkoliv ze vztaht

fﬁlof:idR, fofﬁlzide

a druhy jiz pak plati také. Pokud je f definovdno na podmnoziné A C Ra f(4) = B,
je existence f~! podminéna stejnymi vztahy s identickymi zobrazenimi id4 resp.
idp na pravych stranach.

Pokud bychom védéli, Ze pro diferencovatelnou funkci f je i f~! diferencova-
telnd, pravidlo pro derivaci sloZené funkce nam fika

1= (1) (z) = (f 7 o f)'(2) = (f 1) (f(2)) - f'(2)
a tedy pfimo vime formuli (zjevné f’(x) v takovém ptipadé nemiize byt nulové)

1
(5.6) (f (@) = -
f'(x)
To dobte odpovid4 intuitivni piedstavé, ze pro y = f(z) je f/ = % zatimco pro
r=f"Yy)je (f)(y) = 2—;. Takto skuteéné mtizeme derivace inverznich funkci
pocitat:

Véta. Je-li f diferencovatelnd funkce na okoli bodu xo a f'(x¢) # 0, pak existuje
na néjakém okoli bodu yo = f(xo) funkce f=1 inverzni k f a plati vztah

Pokud je f'(xo) = 0 izolovangm nulovgm bodem derivace f'(x) a inverzni
funkce k f na okoli f(xg) existuje, pak limity zprava i zleva funkce f’ jsou v bodé
xo nevlastni.

DUKAzZ. Nejprve si povSimnéme, Ze nenulovost derivace znamend, Ze na né-
jakém okoli je naSe funkce f bud ostie rostouci nebo klesajici, viz diisledek
Proto na néjakém okoli nutné existuje inverzni funkce. Pfimo z definice spojitosti
pomoci okoli je pak tato inverzni funkce také spojita.

Pro odvozeni naseho tvrzeni nyni postaci pozorné znovu procist dikaz patého
tvrzeni véty Jen volime f misto funkce h a f~! misto f a misto piedpokladu
existence derivaci pro obé funkce vime, Ze funkce slozend je diferencovatelnd (a
vime, Ze jeji derivace je identita): Skutecné, podle lematu existuje funkce
spojita v bodé yq takova, ze

FW) = f(yo) = )y — yo),

na néjakém okoli yo. Navic pro ni plati ¢(yo) = f'(yo). Pak ovSem po dosazeni
y = f~ () také plati

z —wo = @(f T (@)(f T (z) = FH(@0)),

pro = z néjakého okoli O(xg) bodu zo. Dale plati f~1(x¢) = yo a protoze je f
bud ostie rostouci nebo klesajici, je ¢(f~1(z)) # 0 pro viechny z € O(zo) \ {z0}.
Mtzeme tedy psat

[ @) = f N wo) 1
T — o e(f~1(2))
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pro vSechny = € O(xg) \ {xo}. Prava strana tohoto vyrazu je spojitd v bodé xg a
limita je rovna ©(yo) = (f'(yo))~!, proto i limita levé strany existuje a je rovna
témuz vyrazu.

Piedpokladejme, Ze je zq izolovany nulovy bod derivace [’ a Ze inverzni funkce
na néjakém okoli f(zg) existuje. Pak je f’ na okoli bodu zy nenulovd, jeji hodnota
se ale blizi nule. Proto méa nalevo i napravo derivaci i inverzni funkce a na néjakém
levém, resp. pravém, okoli bodu zy tato neméni znaménko. Odtud jiz vyplyva, ze
existuji limity zprava i zleva pro f’ v bodé g a jsou nevlastni. O

5.24. Derivace vyssich radua. Rikame, Ze redlnd nebo komplexni funkce f mé v
bodé& x derivaci druhého fadu v bodé& x, jestlize derivace f’ existuje na n&jakém
okoli bodu x( a existuje jeji derivace v bodé x(. Piseme

f"(wo) = () (o)

nebo také £ (o). Funkce f je dvakrdt diferencovatelnd na néjakém intervalu A,
jestlize mé druhou derivaci v kazdém jeho bodé.

Derivace vyssich fadu definujeme induktivné. Zname jiz pojem prvni a druhé
derivace a fikdme, Ze redlnd nebo komplexni funkce f je k-krdt diferencovatelnd
pro néjaké piirozené éislo k v bodé xg, jestlize je (k — 1)-krat diferencovatelnd na
néjakém okoli bodu zg a jeji (kK — 1)-ni derivace ma v bodé x derivaci.

Pro k-tou derivaci funkce f(z) uzivame znageni f*) ().

Jestlize existuji derivace vSech fadt na intervalu, fikdme, ze je tam funkce f
hladkd. Vétsinou se také uzivad konvence, ze 0-krat diferencovatelnd funkce zna-
mend spojita funkce. Pouzivame pro takové funkce oznaéeni tiida funkci C*(A) na
intervalu A, kde k mtize nabyvat hodnot 0,1, ..., co. Casto piseme pouze C*, je-li
definiéni obor znam z kontextu.

Tustrovat muzeme rychle pojem derivace vyssiho fadu na polynomech. Protoze
vysledkem derivovani polynomu je opét polynom, ale derivaci se vzdy o jednicku
snizuje jeho stupen, dostaneme po koneéném poctu derivaci nulovy polynom. Ptes-
néji feceno, praveé po k + 1 derivacich, kde k je stupen polynomu, dostaneme nulu.
Samoziejmé pak existuji derivace vSech fada, tj. f € C°(R).

Pii konstrukei splajni, viz [5.7] jsme pohlidali, aby vysledné funkce byly tiidy
C?(R). Jejich tieti derivace budou po ¢astech konstantni funkce. Proto nebudou
splajny pattit do C3(R), prestoze jejich vechny derivace vyssich fadt budou nu-
lové ve vSech vnitinich bodech jednotlivych interval v interpolaci. Promyslete si
podrobné tento priklad!

5.25. Zvérinec. Zatim mame shromazdény ctyfi typy funkci:

e polynomy f definované na celém R s hodnotami v R nebo v C,

e racionélni funkce f/g definované na celém R kromé nejvyse koneéné mnoziny
kofenti polynomu g ve jmenovateli zlomku, s hodnotami v R nebo C,

e mocninné funkce x° s obecnym b € R, definované pro 2 > 0 a hodnotami v R,

e exponencialni funkce a® o libovolném zakladu a > 0 definované pro vSechna
z € R a s hodnotami v R.

Polynomy. Derivace polynomu jsme spocitali jiz v odstavci Tlustrujme nase
nastroje pro vypocet derivaci pri diskusi kofenti polynomt. Pfedné plati tzv. zd-
kladni véta algebry, kterou vSak nebudeme dokazovat:
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Véta. Kazdy nenulovy komplexni polynom f : C — C stupné alespon jedna md
koren.

Nutné tedy polynom stupné k£ > 0 ma pravé k kofenti véetné nasobnosti a
miizeme jej vzdy psat jednoznacné ve tvaru

f(@) = (x —a)™ - (z —ag)™

kde ay,...,aq jsou vSechny kofeny polynomu f a 1 < ¢1,...,¢4 < k jsou jejich
nasobnosti. Derivaci dostaneme

fl@)=ci(z—a)* . (z—ag)+ - +eglr—a) ... (v —ay)
Jestlize je ¢; = 1, bude hodnota derivace f’ v bodé a; nenulové, protoze prvni ¢len
vyrazu je nenulovy, zatimco vSechny zbyvajici po dosazeni hodnoty x = a; zmizi.
Oddobné to bude i s ostatnimi kofeny. Ovéfili jsme tedy uziteénou vlastnost, Ze
kofen a polynomu f je vicenasobny tehdy a jen tehdy, kdyZ je zaroven kofenem
derivace f’.

Protoze polynomy jen zfidka jsou vyhradné rostouci nebo klesajici funkce, ne-
muZzeme oCekdvat, Ze by existovaly globalné definované inverzni funkce k nim. Nao-
pak ovSem inverzni funkce k polynomu f existuji na kazdém intervalu mezi kofeny
derivace f’, tj. tam kde derivace polynomu je nenulova a neméni znaménko. Tyto
inverzni funkce nebudou nikdy polynomy, aZ na pfipad polynoma stupné jedna, kdy
z rovnice

1

y=axr—+b
spoc¢teme primo
x = é(y —b).
U polynomu druhého fadu obdobné
y=azx>+br+c

_ —b=£ \/b? —4a(c—y)
v 2a ’

a inverze tedy existuje (a je ddna touto formuli) jen pro x na intervalech (—oo, —5-),
(-, 00).

-2,
Pro préci s inverznimi funkcemi k polynomim nevysta¢ime s nasimi funkcemi

a dostavame v nasem zvifetniku nové piirastky.

vede k formuli

Racionalni funkce. VsSechny racionalni funkce jsou také t¥idy C'*° ve vSech bo-
dech svého defini¢niho oboru. Jejich derivace se snadno pocita pomoci formule pro
derivaci podilu. Samoziejmé bude také racionalni funkci.

Inverze také budou jako u polynomu existovat obecné jen lokalné a jsou novymi
prirustky do naseho spolecenstva funkci.

Mocninné funkce. Obecnou mocninou funkci neni tak snadné zderivovat, i kdyz
bychom mohli vérit, ze formulka

(5.7) (%) = az®?

znadma pro prirozend a bude platit i pro obecné a. K tomu totiz mame dobry dtvod,
protoze ji umime pfimo ovérit pro raciondlni a = p/q. Je-li a celé a zaporné, pak
tvrzeni primo vidime z véty o slozené funkci:

(IL‘in)/ _ ((:L,n)fl)/ _ 7(1,71)72,”1,7171 _ 7,”:L,72n+n71 _ 7”1,77171'
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Pokracujme dale s odmocninami, tj. ¢ = 1/¢. Pisme z = h(y) = yY/9, y = 29 a
pocitejme podle véty o derivaci inverzni funkce

11 1 1
hl = — = — —(¢—1)/q — l/q_l.
() gt g ot

Pro obecné raciondlni a = p/q mame

(zP/7) = ((z/7)P) = p(xl/q)p—léxl/q—l — gwp/q—l.

Nyni bychom mohli zvladnout dikaz platnosti formule pomoci spojitosti
definice mocninné funkce x® v parametru a. Vratime se radéji k dukazu z jiného
pohledu za malou chvili.

Funkce f(z) = 2° = 1 m4 samozfejmé derivaci nulovou, pro vSechny jiné
hodnoty a # 0 je derivace nenulové. Je zdporna pro a € (0,1), kladnéd pro a €
(1,00). Proto je mocninnd funkce na celém definiénim oboru (0,00) klesajici v
prvém piipadé a rostouci v druhém. Jeji inverzni funkce je opét mocninnou funkei.

Exponencialni funkce. Zbyvaji nam funkce f(xz) = a”. Zde se také budeme s
derivaci ponékud potykat. Pokud budeme umét derivovat a® ve vsech bodech =z,
bude jisté platit

aw+Aw —q® aAw -1

/ : x : / x

fla) = Jim = =" Jim = — = (0"
Naopak, pokud existuje derivace v nule, pak tento vypocet ovéruje existenci derivace
v kterémkoliv bodé a dava jeji hodnotu. Zaroven jsme oveérili platnost téhoz vztahu
pro derivace zprava a zleva.

Exponencialni funkce jsou tedy zvlastnimi pfipady funkci, kdy jejich derivace
jsou timeérné hodnotam s konstantnim koeficientem timérnosti.

Spo&téme derivaci f'(0), tj. vyraz

.oa®—1
lim
x—0 €T
a predpokladejme, Ze nase a > 1. Z definice hodnot exponencialni funkce pomoci suprem mno-
zin hodnot s raciondlnimi = je zjevné, ze exponencialni funkce a” je na celém svém defini¢nim
oboru rostouci. Sta¢i nam proto pfi vypoctu derivace zprava dosazovat za = postupné hodnoty
Zn = 1/n a dostaneme
.ooa—1 a/m—1
lim = lim
z—04 x n— oo l/n

Zkusime najit takové a, aby limita existovala a byla rovna jedné. Toho dosdhneme, pokud
budeme umét s rostoucim 7 libovolné dobie priblizovat hodnotu a'/™ k hodnoté 1 4 1/n, tj.
ekvivalentné (dle pravidel pro pocitani limit) a je s rostoucim n libovolné presné aproximovano

hodnotou ,
(+3)
an =1+ = .
n

Z binomického rozvoje je zfejmé, Ze pro kazdé kladné &islo b a pfirozené n plati (14+b)"™ > 14-nb,
dostavame proto pro dva po sobé jdouci ¢leny nasi posloupnosti podil

1+ )" (nz—l)”n:<1_i>"%>(1_1) n__

n2 n'n—1

I+ 1) n(n-1)

Je tedy nase posloupnost rostouci. Zaroven stejnym vypoétem ovéfime, ze posloupnost Cisel

1 1 1
bp=(14+ )" =1+ )1+ )"
(+n) (+n)(+n)
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je klesajici a jisté je b, > a,. OVé&Fili jsme tedy existenci limity poslounosti a, (a zaroven
vidime, Ze je rovna limité klesajici posloupnosti b,,).

vvvvvv

a Ludolfova ¢isla ), nazyvame jej Eulerovym éislem e. Je tedy

1 n
e= lim (1 + ) .
n—oo n

Na&as postup zaroven ovéril, ze existuje derivace v nule zprava exponencialni funkce
e” a je rovna jedné. Proto existuje ve vSech bodech x také derivace zprava a je rovna
e®. Nyni miuzeme spocist derivaci zleva pomoci derivaci slozenych funkei. Skutecné,

. e’ —1 . e ¥ -1 _
lim = lim —— = (e") 72 = 1.
rx—0_ x€X z—04 —X

Derivace zleva i zprava tedy pro funkei f(z) = e* existuji ve vSech bodech a jsou
si rovny.

Prirozeny logaritmus. ProtoZe je exponencialni funkce e* vSude dobie defino-
vana a kladna, existuje vSude i jeji funkce inverzni. Oznacujeme ji Inx a fikame ji
prirozeny logaritmus nebo logaritmus se zakladem e. Je definovana vztahem

Z vlastnosti mocninnych funkci, viz vztahy (5.5)), okamzité dostavame
(5.8) In(z-y)=Inz+lny, InzY=y lnz.

Derivaci pfirozeného logaritmu spocteme podle pravidla pro derivaci slozené funkce
(uzivédme jiz, ze e® je rovno své derivaci, a také defini¢ni vztah pro logaritmus):

(5.9) (In)/(y) = (In) (%) = —— = — = =

(e7) ey

Derivaci obecné exponencidlni funkee f(z) = a® mizeme nyni spocist takto:
(5.10) (a®) = (e*™*) =e*™%(zIna) = a®Ina.

Podobné také muzeme kone¢né ovéfit i formuli pro derivaci obecné mocninné
funkce pro vSechny x > 0:

(xa)/ — (ealnm)/ _ ealnm(alnm)/ _ axa—l.

Pro obecnou exponencialni funkci a® se zékladem a # 1, a > 0 také existuje
viude inverzni funkce. Rikdme ji logaritmus pri zdkladu a, piseme log, .

Vlastnosti dosavadniho osazenstva naseho zvifetniku funkci zpiehledniuje nasle-
dujici tabulka, kde jsou shrnuty vlastnosti jednotlivych obyvateld a jejich vztahy:
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funkce defini¢ni trida derivace inverze
obor
polynomy f | celé R Cc*> f’ opét polynom | f~! existuje jen lo-
kalné a mneumime
obecnou formuli
kubické celé R C? h' je opét splajn | formule s odmocni-
splajny h nami a jen lokalné
racionalni celé R kromé | C* opét racionalni | existuje jen lokalné
funkce f/g kofenti jme- funkce: % a neumime obecnou
novatele g formuli
mocninné interval Cc*= funkce ax®~! existuje vsude a je
funkce 2¢ (0, 00) opét mocninnou
funkci y'/@
exponencialni| celé R Cc*= existuje vSude a | logaritmicka funkce
funkce a* s jelna-a”® log,,
a>0,a#1

4. Mocninné rady

5.26. Vrafme se k exponencialni funkci e®. Jestlize v posloupnosti a,, = (1+ %)m
dosadime za m hodnoty m = n/x pro né&jaké pevné x € R, dostaneme

bo=(142)7, bg@:(uf)”.
n n

Pfitom, je limita b,, pro n jdouci do nekonecna opét e. Odvodili jsme tedy dulezity
vztah platny pro vSechna z € R

(5.11) e = tim (1+ %)"

Ozna¢me si n-ty ¢len této posloupnosti u, () a vyjadfeme si jej pomoci biono-
mické véty:

r  n(n—1)2? nlz™
un(@) =L s

5.12 I SRR A PR N ORI
= r+—(1—— —(1—-— - —
(5.12) 21 n 3! n n
n 1 2 , — 1
+x<1—>(1—>...<1—" )
n! n n n

Protoze jsou vsechny zavorky v soucinech mensi nez jedna, dostavame také

n

1 .
un(w) < /Un(x) - Z ﬁly
j=0
Podivejme se nyni na formalni nekone¢ny soucet
(5.13) D= =
j=0 j=0 J:

tj. vn () je pravé &astedny soudet prvnich n &lend. Podil dvou po sobé jdoucich €lenil v Fadé
jecjy1/c; = x/(n+1). Pro kazdé pevné x tedy existuje N € N takové, Ze ¢;j11/c¢; < 1/2 pro



156 5. ZRIZENI ZOO

vSechny j > N. Pro takto velké j je ovSem cj i1 < %Cj < 270=N+D ey To ale znamena, Ze
¢asteéné soucty prvnich n ¢lenl v nasem formalnim souétu jsou shora ohrani¢eny souéty
N n—N
1, 1 1
—pd —pd i
Un<zj!33 —|—j!m %
J=0 Jj=0
Posledni sumu ovSem umime snadno spocist. Jde o zvlastni pripad souctu geometrické rady
Zﬂ ¢’ . Protoze plati pro kazdé ¢
j=0

L= +q+-+q")=1-¢"

existuje limita ¢asteénych souétli v geometrické radé ‘j’io q" pravé kdy? |q| < 1 a v takovém
pripadé plati

oo k
; i 1
(5.14 ¢’ = lim ¢ =—.

Protoze &isla v, tvo¥i rostouci posloupnost, jisté také tato posloupnost konverguje. Ri-
kdme, ze fada konverguje.

Nyni si prohlédnéme pozornéji posloupnost Cisel u,,, jejiz limitou je e”. Budeme uvazovat
n > N pro néjaké pevné N (hodné velké) a zvolime si k < N pevné (docela malé). Pak
pro dostateéné velkd N umime soudet prvnich k ¢lenti ve vyjadreni un v aproximovat
libovolné presné vyrazem vy. Protoze je tato ¢ast soultu un ostfe mensi nez un samotné,
musi posloupnost wu, konvergovat k téze limité jako poslounost v,. Dokazali jsme tedy:

Véta. Ezponencidlni funkce je pro kazdé x € R vyjddrena jako limita cdstecnych
souct ve vyrazu
o0

1 1 1
1:* 72 ... 77"4 “ e 7,’74
e f1+x+2!x+ +n!z + 7EOn!x.
n—=

Pti dovozeni tohoto mimotradné dilezitého tvrzeni jsme mimodék pracovali s
nékolika uzitenymi pojmy a nastroji. Sformulujeme si je nyni obecnéji:

5.27. Definice. Nekonecnd tada je vyraz

o0

E Gnp =00+ a1 +az+---+ap+...,

n=0
kde a,, jsou realna nebo komplexni ¢isla. Posloupnost castecnych souctu je dana

P k .y Ly . . C s
svymi ¢leny s, = > _,a, a fikdme, ze fada konverguje a je rovna s, jestlize
existuje kone¢né limita ¢asteénych souctt
s = lim s,.
k—oo
K tomu, aby posloupnost s,, konvergovala, je nutné a staci, aby byla Cauchyovska.
Tzn. ze
|Sm = sn| = lant1 + - + an

musi byt libovolné malé pro dostatecné velkd m > n. Protoze je
|ans1] + -+ lam| > lans1 + -+ aml,

vyplyva z konvergence fady Y -, |an| i konvergence fady > ;- a,. Rikdme, ze
fada Y ;- a, konverguje absolutné, jestlize konverguje fada » . |an|.

Jestlize posloupnost ¢astecnych souctti fady ma nevlastni limitu, fikdme ze fada
diverguje k co nebo —oo.
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Jednoduché algebraické operace s absolutné konvergentnimi fadami se chovaji
vSechny dobfe:

Véta. Necht S =5 " jan aT =Y " by, jsou dvé absolutné konvergentni fady.
Pak

(1) jejich soucet absolutné konverguje k souctu

n:O

(2) jejich rozdil absolutné konverguje k rozdilu

S—T= Zan Zb Z —by),

n=0

(3) jejich soucin absolutné konverguje k soudinu

() (S0) Sl

DUKAZ. Prvniidruhé tvrzeni jsou bezprostiednim diisledkem obdobnych vlast-
nosti limit. T¥eti tvrzeni vyzaduje vétsi pozornost. Oznacme si

n
Cn = § an—1br.
k=0

Z predpokladi a podle pravidel pro limitu souc¢inu posloupnosti dostéavame

(23] (350) - (8] (&)

Mame tedy dokazat, ze

() (£ £)

Porovnejme si nyni vyrazy

n=0 0<i,j<k i+j=n n=0 i+ji<k
0<i,j<k 0<4,j<k

Dostavame tedy odhad
k k
(35)- (5)-35/-

K odhadu posledniho vyrazu nam poslouzi jednoduchy trik: aby mohl byt soucet
idext vétsi nez k, musi byt alesponi jeden z nich vétsi nez k/2. Jisté tedy vyraz
nezmensime, kdyz do néj pridame vice ¢lend, tj. vezmeme vsechny jako v soucinu
a odebereme pouze ty, u kterych jsou oba nejvyse k/2.

Doodabil <D aibil = >0 faibyl.

i+j>k 0<i,j<k 0<i.j<k/2
0<i,j<k

Z aibj < Z |aibj|.

itj>k itji>k
0<i,j<k 0<i,j<k
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Oba vyrazy v rozdilu jsou ale castecné soucty pro soucin S - T, maji tedy také
stejnou limitu a proto jejich rozdil jde k nule. (I

Jako obvykle si hned shrneme nékolik dalsich jednoduchych tvrzeni o fadach:

5.28. Véta. Necht S = ZZO:O an je nekonecnd tada redlnych nebo komplexnich

cisel.

(1) Jestlize S konverguje, pak lim,,_, o a,, = 0.

(2) Predpokladejme, Ze existuje limita podilii po sobé jdoucich ¢lenti fady a plati

An+1
Qnp

lim =

n—oo

Pak fada S konverguje absolutné pii |¢| < 1 a nekonverguje pfi |¢| > 1. Pfi
|g] = 1 mize fada konvergovat ale nemusi.

(3) Jestlize existuje limita
lim {/|a,| = g,
n—oo

pak pri ¢ < 1 fada konverguje, zatimco pii ¢ > 1 diverguje. Je-li ¢ = 1, mtize
konvergovat i divergovat.

DUKAz. (1) Jestlize lim,,_, a, neexistuje nebo je nenulovd, exituje pro dosta-
tedné malé ¢islo € > 0 nekoneéné mnoho ¢leni ay, s |ag| > €. Zaroven tedy musi mezi
nimi existovat nekon¢ené mnoho kladnych nebo nekone¢né mnoho zapornych. Pak
ovSem pii pridani kteréhokoliv z nich do ¢aste¢ného souc¢tu dostavame rozdil dvou
po sobé jdoucich s, a s,11 o velikosti alesponi €. Posloupnost ¢astec¢nych soucti
proto nemuze byt Cauchyovska a tedy ani konvergentni.

(2) Protoze chceme dokazovat absolutni konvergenci, miZzeme rovnou predpoklddat a; >
0. Diikaz jsme pro specidlni hodnotu ¢ = 1/2 provedli p¥i dovozeni hodnoty e® pomoci Fady.
Stejnou dvahou z existence limity podild dovodime pro dostatecné veliké N

aji1 < q-a; <q 9N ey,

To ale znamen3, ze ¢astecné soulty prvnich s, jsou shora ohraniceny soucty
N n—N 1
Sn < E a; +cN E —.
qJ
j=0 Jj=0

Je-li 0 < ¢ < 1, je mnozina viech ¢astecnych souctid shora ohrani¢end a proto je limitou nasi
fady jeji supremum.
PFi hodnoté ¢ > 1 pouzijeme obdobny postup, ale z existence limity ¢ na zacatku odvo-
dime
aj+1 < q-a; < qi(jiNJrl)CN.

To ale znamena, ze Castecné soucty prvnich s, jsou zdola ohraniceny soucty
N n—N
1
Sp > E aj + cn E —.
qJ
j=0 j=0

PFi ¢ > 0 tento vyraz poroste nad vSechny meze
(3) Duikaz je zde velmi podobny pfedchozimu pfipadu. Z existence limity ¢ < 1 vyplyva, Ze
pro kazdé q < r < 1 existuje N takové, ze pro vSechny n > N plati T\‘/m < r. Umocnénim
pak
lan] < 7"
takze jsme opét v situaci, kdy srovnavdme s geometrickou fadou. Dikaz se proto dokonci
stejné jako v pripadé podilového testu. O
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V dtkazu druhého i tietiho tvrzeni jsme vyuzivali slabsiho tvrzeni, nez je
existecne limity. Potfebovali jsme pro studované posloupnosti nezapornych vyrazt
pouze tvrzeni, ze od urcitého indexu uz budou vétsi nebo mensi nez dané ¢islo.

K takovému odhadu nédm ale postac¢i pro danou posloupnost b, uvazovat s
kazdym indexem mn supremum hodnot ¢lent s indexy vysSsimi. Tato suprema vzdy
existuji a budou tvofit nerostouci posloupnost. Jeji infimum pak oznacujeme jako
limes superior dané posloupnosti a znacime

lim sup b, .
n—o00
Vyhodou je, ze limes superior vzdy existuje, mizeme proto predchozi vysledek
(véetné diukazu) preformulovat v silnéjsi podobé:
Dusledek. Necht S = ZZOZO an je nekonecnd rada redlnych nebo komplexnich cisel.
(1) Je-li
Ap41

q = lim sup
n—oo

)

QA
pak Tada S konverguje absolutné pri ¢ < 1 a nekonverguje priq > 1. Prig=1
muZe 1ada konvergovat ale nemusi.

(2) Je-li
q = limsup {/|an,],

n—oo
pak pri ¢ < 1 Tada konverguje, zatimco pri q > 1 diverguje. Je-li ¢ = 1, miZe
konvergovat i divergovat.

Piiklad. Ukazte, ze tzv. harmonickd tada
i :
— 4
=1

diverguje.

Reseni. Pro libovolné pfirozené k je soucet prvnich 2* ¢lent fady vétsi nez k/2:

1 1. 1 1 1 1 1
I+ -+ =4+= +-+=+-+z+...,

2 3 4 5 6 7 8
D Y e —
>3 >itiTz >atatstsT:

soucet ¢lenti od 2 +1 do 2+ je totiz vzdy vétsi nez 2!-krét (jejich pocet) ¢islo 1/2!
(nejmensi z nich), coz je dohromady 1/2. O

Priklad. Rozhodnéte o nasledujicich fadach, jestli konverguji ¢i diverguji:
o0

(1)

(2)

(3)
n=1

W 3wty

3N

Il
i

8
S

n=1

1
72-2100000

118

Reseni.



.27

160 5. ZRIZENI ZOO

(1) Budeme zkoumat konvergenci podilovym kritériem:
271.+1
n+1
2
n

anJrl
Qn

n— o0 n

lim

n—oo

= lim

n—oo

=2>1,

fada tedy diverguje.

(2) Odhadneme Fadu ze spodu: vime, Ze pro libovolné piirozené n plati % < ﬁ
Pro posloupnost ¢astecnych soucti s, zkoumané fady a posloupnost ¢astecnych
sou¢tt harmonické fady s/, tedy plati:

"1 "1
snzgﬁzggzsg.

A protoze harmonicka fada diverguje (viz predchozi piiklad), diverguje i jeji po-
sloupnost ¢astecnych soucttt {s,, 152, tedy diverguje i posloupnost ¢astecnych
souctl {s, 52, tedy diverguje i zadana posloupnost.
(3) Diverguje, jedna se o ndsobek harmonické fady.
(4) Jedna se o geometrickou fadu s koeficientem ﬁ, ta bude konvergovat, bude-li

absolutni hodnota koeficientu mens$i nez 1. Vime, Ze

| 1‘ H_ﬂ H 1. /1+1 ¢§<1
= = |= — =1 = —_ _— e —
144 2 2 2 4 4 2 ’

fada tedy konverguje a umime ji dokonce secist:

> 1 1 141 .
n:1(+l) -5 i

O

5.29. Mocninné rady. Jestlize mame misto posloupnosti ¢isel a,, k dispozici po-
sloupnost funkei f,(z) se stejnym definiénim oborem A, mtZeme bod po bodu
pouzit definici fady a dostédvame pojem souctu 7ady funkci

S@) =Y fala).
n=0

Mocninnd Tada je ddna vyrazem

S(x) = i anz™.
n=0

Rekneme, ze S(x) ma polomér konvergence p > 0, jestlize S(x) konverguje pro
kazdé x spliujici |z| < p a diverguje pii |z| > p.
Véta. Necht S(z) =Y ,"  a,z" je mocninnd fada a ezistuje limita

p= lim V{a
n—oo

n*

Pak je polomér konvergece fady S roven r = p~ 1.

Mocninnd tada S(z) je spojitd na celém svém intervalu konvergence (vietné
kragnich bodd, pokud v nich konverguje) a existuje také jeji derivace S'(z),

S'(z) = Z napz™ L.
n=1
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DUKAZ. Pro ovéfeni konvergence fady mizeme pro kazdou pevnou hodnotu z
pouzit odmocninovy test z véty [5.28(3). Pocitame ptitom

lim {ap,a" = px

n—oo

a fada konverguje, resp. diverguje, jestlize je tato limita rtiznéd od 1.
Tvrzeni o spojitosti a derivaci dokazeme pozdé&ji v obecnéjsim kontextu, viz
6.25H6.27] |

Vsimnéme si také, ze muzeme pii ditkazu konvergence pouzit silnéjsi variantu
odmocninového testu a tedy 1ze polomér konvergence r pro kazdou mocninnou fadu
primo zadat fomuli

r~ = limsup Va,,.

n—0o0

5.30. Pfiklad. Prodivame se na mocninné fady

S(z) = Zx", T(x) = Z

Prvni priklad je geometrickd rada, kterou jsme se zabyvali jiz dfive, a jeji soucet
je pro vSechny z s |z| < 1

z".

3=

1
1z
zatimco |z| > 1 zarucuje divergenci. Pro x = 1 dostadvame také zjevné divergentni
fadu14+14+1+... s nekoneénym souctem, pii z = —1 jdeofadu 1 —1+1—...,
jejiz ¢astecné soucty nemaji limitu vibec.

Véta 3) ukazuje, ze polomér konvergence druhého prikladu je také jedna,
protoze existuje

S(z)

1 n+1
1. n
lim | =z lim =z
Pro z = —1 tu dostaneme divergentni radu 1+ % + % +... (dokazte si jako cviceni!).
Naopak, fada T(—1) = —1+ 3 — & + ... konverguje. Vyplyva to z obecngjsiho

platného tvrzeni:

Otade T = ZZOZO b, s redlnymi ¢leny fekneme, ze je alternujici, jestlize je zna-
ménko dvou po sobé jdoucich ¢lent vidy opacné. Pokud je navic |b,| klesajici po-
sloupnost a pro fadu 7' plati nutnd podminka konvergence z[5.28] tj. lim, o by, = 0,
pak fada konverguje. Ditkaz ted nebudeme provadét, vyplyne z obecnéjsich vysledkii
pozdéji, viz 77.

Piiklad.7. Urcete polomér konvergence nasledujicich mocninnych fad:

1 1
r= ==,
2

lim sup
n—oo

An L1

An
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viz tloha ??. Dand mocniné fada tedy konverguje pro redlnd z € (—3,1),

pripadné pro komplexni |z| < % Vsimnéme si, ze fada je divergentni pro x =

5 (jde o harmonickou fadu) a naopak konverguje pro z = —3 (alternujici

harmonicka fada). Rozhodnout o konvergenci pro libovoné x lezici v komplexni

roviné na kruznici o poloméru % je tézsi otazka a presahuje rdmec naseho kurzu.
(2) Opét diky prechozimu ptikladu vime, ze

1
1+

n

= lim sup
n—oo

lim sup
n—oo

1+i| 2

‘ 1 ’ V2
je tedy polomér konvergence dané mocninné fady r = /2.

O

5.31. Zvérinec. S mocninnymifadaminadm do naseho spolecenstvi ptibyla spousta
novych piikladd hladkych funkci, tj. funkci libovolnékrat diferencovatelnych na ce-
lém svém defini¢nim oboru. Pohrejme si chvili s nejvyznamnéj$im a prvnim nasim
prikladem, exponencidlou

1 1
e =14z+ -2+ - +—a"+....
2 n!

Tato mocninnné fada ma polomér konvergence nekoneény a dobfe proto de-
finuje hladkou funkci pro vSechna komplexni ¢isla . Jeji hodnoty jsou limitami
hodnot (komplexnich) polynomt s redlnymi koeficienty a ze spojitosti tedy musi
pro ni platit i obvyklé vztahy, které jsme pro realné hodnoty proménné x jiz odvo-
dili. Zejména tedy plati

etV =e”.eY,

viz (5.5) a véta ). Dosadme si hodnoty x = i - t, kde i € C je imagindrni
jednotka, t € R libovolné.
. 1 1 1 1
it _ e Bt By S s B
e =141t 2t 13!t +4!t +z5!t
a zjevné tedy je komplexné konjugované &islo k z = e ¢&islo Z = e~ *. Proto
|zl =z-z=¢"-e"=e"=1

a viechny hodnoty z = e’ proto lezi na jednotkové kruznici v komplexni roving.

Reélné a imaginarni slozky bodu na jednotkové kruznici pfitom byvaji popiso-
vany pomoci goniometrickych funkci cosf a sinf, kde 0 je patti¢ny thel. Derivaci
parametrického popisu bodi kruznice,

t»—>e”

11
1

dostédvame vektory ,rychlosti“, které budou dany vyrazem (lze napi. zderivovat
skuteéné zvl4st redlnou a imagindrni slozku a secist vysledky)

i (eit)/ — . el

a jejich velikost proto také bude porad jednotkova. Odtud lze tusit, Ze celou kruznici
obéhneme po dosazeni hodnoty parametru rovného délce oblouku, tj. 27 (i kdyz ke
skutenému ovéfeni této skuteénosti budeme potfebovat integralni pocet). Takto
byva Ludolfovo cislo m také definovano. Mzeme se ale nyni aspori ¢astecné ujistit
pohledem na nejmensi kladné kofeny realné ¢asti ¢asteénych soucttt nasi rady, tj.
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prislusnych polynomu. Jiz pfi fadu deset nam vyjde ¢islo 7 presné na 5 desetinnych
mist.

Dostali jsem tedy pfimou definici goniometrickych funkci pomoci mocninnych
fad:

. 1 1 1 1
it L1 4a_ L6 (1K 2k
(5.15) cost =rtee" =1 5t gt G!t +- 4 (=1) (2k)!t +...
. 1 1 1 1
N P (. 5_ L (_1\E 2k+1
(5.16) sint =ime" =t 3!15 +5!t 7!75 +- 4 (-1) (2k‘+1)!t +

Tlustraci konvergence fady pro funkci cos je vidét na obrazku. Jde o graf pfislus-
ného polynomu stupné 68. Pri postupném vykresleni ¢astecnych souctu je vidét, ze
aproximace v okoli nuly je velice dobra a prakticky beze zmén. S rostoucim radem

se pak zlepsuje i dale od pocatku.
\/ \7 \/2 [

sin?t + cos?t =1

'
[

v b
| U T TN T T N I .

'
=
3}

Ptimo z definice vyplyva znamy vztah

a také z derivace (e')’ =ie® vidime, 7e
(sint)’ = cost, (cost) = —sint.

Tentyz vysledek lze samoziejmé ovérit piimo derivaci nasich fad ¢len po ¢lenu.

Piedpoklddejme, Ze ¢y je nejmensi kladné éislo, pro které je e~ = —eo tj.
prvni kladny nulovy bod funkce cost. Podle nasi definice Ludolfova ¢isla je tg = %TF.
Pak e~%2t0 = (e~%0)2 = ¢i2t0 3 jde proto o nulovy bod funkce sint. Samozfejmé pak
plati pro libovolné ¢

eildhto+t) — (gitoydk  git — 1 it

Jsou tedy obé funkce goniometrické funkce periodicke s periodou 27. Z nasich definic
je pritom vidét, ze je to nejmensi jejich perioda.

Nyni mizeme snadno odvodit vSechny obvyklé vztahy mezi goniometrickymi
funkcemi. Uvedeme na ukézku nékolik z nich. Nejprve si v§imnéme, Ze definice
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vlastné fika
L i —it
cost = i(e +e™)

int— (et — ety
sin 2Z_(e e ™)

Soucin téchto funkci jde tedy vyjadfit jako
sintcost = l(e“ —e M)(e e = l(em —e 2 = 1 sin 2t
44 4 2 '

Dale mtizeme vyuzit nasi znalost derivaci:
1 . 2 . / 2 2
cos 2t = (§ sin 2t)’ = (sintcost)’ = cos”t — sin“t.
Vlastnosti dalsich goniometrickych funkci
sint

tgt = — tgt = (tgt)™?
gt=_——. cotgt = (tgt)

se snadno odvodi z jejich definice a pravidel pro derivovani. Grafy funkci sinus,
cosinus, tangens a cotangens jsou na obrazcich (postupné Cerveny a zeleny vlevo,
Gerveny a zeleny vpravo):

107

-
T T S S R B

' ——
- L

KR
| —

Cyklometrické funkce jsou inverzni ke goniometrickym. ProtoZe jsou goniome-
trické funkce vSechny periodické s periodou 27, jsou jejich inverze definované vzdy
jen v rdmci jedné periody a to jeSté jen na ¢asti, kdy je dana funkce bud rostouci
nebo klesajici. Jsou to funkce

arcsin = sin™~*
s definiénim oborem [—1,1] a oborem hodnot [—7/2,7/2]. Déale

arccos = cos !

s defini¢nim oborem [—1,1] a oborem hodnot [0, 7], viz obrazek vlevo.
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Zbyvaji jesté funkce (zobrazené na obrizku vpravo)

arctg = tg_1

s defini¢nim oborem [—o0, co] a oborem hodnot [—m/2, /2] a koneéné

arccotg = cotgf1
s defini¢nim oborem [—o0, 0o] a oborem hodnot [0, 7).
Velice Casto se také vyuzivaji tzv. hyperbolické funkce

1 1
sinhx = i(ex —e "), coshx = i(ez +e7 7).

Nazev naznacuje, ze by funkce mohly mit néco spoleéného s hyperbolou. Pfimy
vypocet dava (druhé mocniny se v rozndsobenych dvojélenech vSechny odeétou a
zlstanou smiSené ¢leny)

1
(coshz)? — (sinhx)? = 25
Body [cosht,sinht] tedy skute¢né parametricky popisuji hyperbolu v roviné. Pro
hyperbolické funkce 1ze snadno odvodit podobné identity jako pro funkce goniome-
trické. Mimo jiné je pfimo z definice snadno vidét

(e®e™®) =1.

coshx = cos(iz), isinh x = sin(iz)
(ovéite si jako cvideni).

Priklad. Sectéte:

U N B B
Hlt gttt ta T

ReSeni. Porovname tvar sou¢tu s mocninnym rozvojem funkei sinh a cosh a do-
stavame vysledek

sinh(1) + 2 cosh(1)
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5.32. Poznamky. Mocninné fady muzZzeme zcela stejné definovat takto:
o0
S(x) = Z an(z — o))",
n=0

kde zg je libovolné pevné zvolené realné ¢islo. Vsechny nase predchozi tivahy jsou
porad platné, jen je tfeba mit na paméti, Ze se vztahuji k bodu x(. Zejména tedy ta-
kové fada konverguje na intervalu (zg —p, zo+p), kde p je jeji polomér konvergence.
Rikédme, Ze S je mocninnd vada se stiedem v xq.

Déle plati, Ze ma-li mocninna fada y = T'(x) hodnoty v intervalu, kde je dobfe
definovédna fada S(y), potom i hodnoty funkce S o T jsou vyjaddfeny mocninnou
fadou, kterou dostaneme formalnim dosazenim y = T'(z) za y do S(y).

Zejména lze takto pocitat ¢leny mocninnych fad zadavajicich inverzni funkce.
Nebudeme zde uvadét seznam formuli, snadno se k nim dostaneme napiiklad v
Maplu procedurou ,series”.



KAPITOLA 6
Diferencialni a integralni pocet

2véfinec ted mdme, ale co s nim?
— naucime se s nim zachdzet. . .

V minulé kapitole jsme si postupné hrali bud s mimoradné velikymi tfidami
funkci — vSechny spojité, vSechny diferencovatelné apod. — nebo jen s konkrét-
nimi funkcemi — napf. exponencialni, goniometrické, polynomy atd. Méli jsme ale
pfitom jen minimum néstroji a vSe jsme podcitali tak fikajic na kolené. Ted déme
dohromady nékolik vysledkti, které umozni snéze pracovat s funkcemi pfi modelo-
vani redlnych problémt.

1. Derivovani
Zacneme nékolika jednoduchymi vysledky o derivovani funkci.

6.1. Vé&ta. Necht funkce f : R — R je spojita na intervalu [a,b] a diferencovatelnd
uwnity tohoto intervalu. Jestlize plati f(a) = f(b), pak ezistuje c € (a,b) takové, Ze

/'(e) = 0.

DUkAz. Protoze je funkce f spojitd na uzavieném intervalu (tj. kompaktni
mnoziné), ma na ném maximum a minimum. Pokud by maximum i minimum mélo
stejnou hodnotu f(a) = f(b), pak by funkce f byla konstantni a tedy i jeji deri-
vace by byla nulova ve vSech bodech intervalu (a,b). Pfedpokladejme tedy, ze bud
maximum nebo mimimum je jiné a nechf nastava jedno z nich ve vnitinim bodé c.
Pak ovSem neni mozné, aby v ¢ bylo f’(c) # 0, protoze to by v tomto bodé byla
byla funkce f bud rostouci nebo klesajici (viz a jisté by tedy v okoli bodu ¢
nabyvala vétsich i mensich hodnot, nez je f(c). O

Pravé dokazanému tvrzeni se fikd Rolleova véta. Z ni snadno vyplyva nasledujici
dusledek, znamy jako véta o stredni hodnote.

6.2. Véta. Necht funkce f: R — R je spojitd na intervalu [a,b] a diferencovatelnd
uwniti tohoto intervalu. Pak existuje ¢ € (a,b) takové, Ze

o = 1O =10

DUKAz. Dukaz je prostym zdpisem geometrického vyznamu tvrzeni: k seéné
mezi body [a, f(a)] a [b, f(b)] existuje tecna, kterd je s ni rovnobéznd (namalujte si
obrézek). Rovnice nasi sefny je

y =g = f()+ L0

167
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Rozdil h(z) = f(x) — g(x) udava vzdalenost grafu od seény (v hodnotach y). Jisté
plati h(a) = h(b) a

b) — f(a)

Wz = f'(z) — f(i

@) = /) - O

Podle pfedchozi véty existuje bod ¢, ve kterém je h'(c) = 0. O

Vétu o stfedni hodnoté mtizeme také prepsat ve tvaru:

(6.1) fb) = f(a) + f'(e)(b - a).

V ptipadé parametricky zadané kiivky v roving, tj. dvojice funkci y = f(¢),
x = g(t), je stejny vysledek o existenci rovnobézné tecny k seéné krajnimi body
popséan takto:

Dusledek. Necht funkce y = f(t) a x = g(t) jsou spojité€ na intervalu [a,b] a
diferencovatelné uvniti tohoto intervalu a ¢'(t) # 0 pro vdechny t € (a,b). Pak
existuje bod c € (a,b) takovy, Ze plati

DUKAZ. Opét spoléhdme na pouziti Rolleovy véty. Polozime proto
h(t) = (f(b) = f(a))g(t) — (9(b) — g(a)) f(t).
Nyni h(a) = f(b)g(a) = f(a)g(b), h(b) = f(b)g(a)—f(a)g(b), takze existuje ¢ € (a,b)

takovy, ze h'(c¢) = 0. Protoze je ¢'(¢) # 0, dostavame pravé pozadovany vztah. O

Podobné tvaha jako v poslednim tvrzeni vede k mimoradné uzitecnému nastroji
pro pocitani limit funkci. Je znam jako L’Hospitalovo pravidlo:

6.3. Véta. Predpokladejme, Ze f a g jsou funkce diferencovatelné v okoli bodu
zo € R, ne vsak nutné v bodé xo samotném, a necht existuji limity

lim f(z) =0, lim g(z) = 0.
r—Xo

r—Xo
Jestlize existuje limita
!
lim f()

0 g'()

pak existuje i limita
lim 1)

a JSou St rovny.

DUKAZ. Bez Gjmy na obecnosti mtizeme predpokladat, ze v z¢ maji funkce f
a g nulovou hodnotu.

Vysledek je opét jednoduse predstavitelny pomoci obrazku. Uvazujme body
[g(x), f(z)] € R? parametrizované proménnou x. Podil hodnot pak odpovida smér-
nici seny mezi body [0,0] a [f(x), g(x)]. Zroven vime, Ze podil derivaci odpovida
smérnici teény v prislusném bodé. 7Z existence limity smérnic tecen tedy chceme
dovodit existenci limity smérnic secen.



1. DERIVOVANTI 169

Technicky lze vyuzit véty o stfedni hodnoté v parametrickém tvaru. Predné si
uvédomme, zZe v tvrzeni véty implicitné predpokladame existenci vyrazu f'(z)/g' (z
na néjakém okoli ¢, zejména tedy pro dostatecné blizké body ¢ k o bude ¢’(c) # 0

@) @) =) )

a—zo g(x)  a—wo g(x) — g(wo) 20 g'(ca)’
kde ¢, je ¢islo mezi zg a . Nyni si vSimnéme, Ze z existence limity
f'(x)

ml}llzgo g’(m)

vyplyva, ze stejnou hodnotu bude mit i limita libovolné posloupnosti vzniklé dosa-
zenim hodnot x = x,, jdoucich k g do f'(x)/¢'(x). Zejména tedy mizeme dosadit
jakoukoliv posloupnost ¢, pro z,, — x¢ a proto bude existovat i limita

f'(ex)

r—x0 g’(cx)
a posledni dvé limity zjevné budou mit stejnou hodnotu. Dokazali jsme tedy, ze
nase hledana limita existuje a ma také stejnou hodnotu. O

6.4. Dusledky. Jednoduse lze rozsirit L’'Hospitalovo pravidlo i pro limity v ne-
vlastnich bodech +c0 a v pfipadé nevlastnich hodnot limit. Je-li, napt.

lim f(z) =0, lim g(z)=0,

potom je lim, o, f(1/2) = 0 a lim,_o, g(1/2) = 0. Zaroven z existence limity
podilu derivaci v nekone¢nu dostaneme

/@) o PUEY) ) @)

lim = = = .
a=04+ (9(1/z))"  2=04 ¢'(1/z)(=1/2?) a0+ g'(1/z)  =—oo g'(z)
Pouzitim predchozi véty tedy dostavame, ze v tomto pripadé bude existovat i limita

podilu
f@) L f0f) )

1 = |1im = l1m .
e—oo g(x) @04 g(1/z)  2—o0 g'(2)
Jesté jednodussi je postup pii vypoctu limity v pripadé, kdy

lim f(z) = +oco, lim g(z) = +oc.
T—x0

T—x0
Staci totiz psat
im —= = lim ,
v—a0 g(z)  e—wo 1/f(x)
coz je jiz ptipad pro pouziti L’Hospitalova pravidla z predchozi véty. Lze ale i
dokéazat, ze L'Hospitalovo pravidlo plati ve stejné formé pro nevlastni limity:

f@) Y9

Véta. Necht [ a g jsou funkce diferencovatelné v okoli bodu xo € R, ne vsak nutné
v bodé xy samotném, a necht existuji limity lim, ., f(z) = o0 a lim, ., g(x) =
+oo. Jestlize existuje limita

)

im

A g @)

1Pro samu existenci limity v obecném smyslu to vzdy nutné neni, nicméné pro tvrzeni
L’Hospitalovy véty je to potfebné. Podrobnou diskusi je mozné najit (vygooglovat) v populdrnim
élanku ”R. P. Boas, Counterexamples to LHopitals Rule, The American Mathematical Monthly,
October 1986, Volume 93, Number 8, pp. 644-645.”
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pak existuje i limita
lim —f(z)
A g@)

a JSou St rovny.

DUKAZ. Opét lze vyjit z véty o stfedni hodnoté. Zakladem je vyjadieni podilu tak,
abychom dostali do hry derivaci:
flz)  fl@)  f@)-fy) g(z)—9()

9(@)  flx) = fly) 9(z)—g(y) 9(x)
kde y volime néjaky pevny ze zvoleného okoli zo a = nechame blizit k x¢. Protoze jsou
limity f i g v o nekone¢né, muzeme jisté predpokladat, ze rozdily hodnot v x a y jsou u
obou funkci pfi pevném y nenulové.
Pomoci véty o stfedni hodnoté miizeme nyni nahradit prostfedni zlomek podilem
derivaci ve vhodném bodé ¢ mezi = a y a vyraz ve zkoumané limité dostava tvar

9(w)

fl@) _1=5@ (o

T fw o g(ce)’
9(z) 1-44 g'(0)

kde ¢ zavisi na x i y. Pfi pevném y a = jdoucim k z¢ jde prvni zlomek zjevné k jednicce.
Kdyz zaroven budeme y priblizovat k xg, bude se nam druhy zlomek libovolné presné blizit
k limitni hodnoté podilu derivaci. O

6.5. Priklady uziti. Vhodnymi tipravami sledovanych vyrazu lze vyuzit L'Hospi-
talova pravidla také na vyrazy typu oo — oo, 1°°, 0- 0o apod. Zpravidla jde o prosté
prepsani vyrazt nebo o vyuziti néjaké hladké funkce, napf. exponencidlni. Uvedme
alespon dva priklady hned:

. 1 1 . 2x —sin2x
lim =lim ——

sin2r 2z

z—0 z—0 2xsin2x
. 2 —2cos2x
= lim —
z—0 28in 2x + 4x cos 2x
4sin 2x

9

lim . =
z—0 4 cos2x + 4 cos2x — 8xsin 2x

pricemz ziskané tvrzeni je tfeba ¢ist od konce. Tj. z existence posledni limity (podil
druhych derivaci) vyplyva existence limity podilt prvnich derivaci a z toho plyne
existence i hodnota ptivodni limity.
Druhy ptiklad nam ukaze souvislost aritmetického a geometrického priameéru z
n hodnot. Aritmeticky prameér
MY (zy, ... 2,) = w

je specidlnim pfipadem tzv. mocninného primeéru stupné r:

1
M) = <wl+n+xn) .

Specidlni hodnota M~! se nazyva harmonicky primér. Spoc¢téme si nyni limitni

hodnotu M" pro r jdouci k nule. Za timto icelem spoc¢teme limitu pomoci L’Hospitalova
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pravidla (jde o vyraz 0/0):

lm In(M" (z1,...,2z,)) = lim
r—0 r—0 r
ziInzi+--4z) Inx,
—1; n

n
Inz; +---+Inz,
== " :h'l"a;l.....];n.

Odtud tedy je primo vidét, ze

ling) M"(x1,...,2p) = VX1 ... Ty,

r—

coz je hodnota zndma pod nazvem geometricky prumeér.

6.6. Vyznam druhé derivace. Jiz jsme vidéli, Ze prvni derivace funkce je jejim
linedrnim pfiblizenim v okoli daného bodu a Ze ze znaménka nenulové derivace
vyplyva, Ze funkce je v bodé xg rostouci nebo klesajici. Body, ve kterych je prvni
derivace nulova se nazyvaji kritické body dané funkce.

Je-li z( kriticky bod funkce f, muze byt chovani funkce f v okoli bodu zq
jakékoliv. Vidime to jiz z chovéani funkce f(z) = z™ v okoli nuly pro libovolné
n. Pro lichd n > 0 bude f(x) rostouci, pro sudd n naopak bude nalevo klesajici
a napravo rostouci, doséhne tedy v bodé xy své miniméalni hodnoty mezi body z
(dostate¢né malého) okoli bodu xy = 0.

Tentyz pohled miZzeme aplikovat na funkci f’. Jestlize totiz je druhé derivace
nenulova, urcuje jeji znaménko chovani derivace prvni. Proto v kritickém bodé
xo bude derivace f’(x) rostouci pti kladné druhé derivaci a klesajici pti zdporné.
Jestlize je ale rostouci, znamenené to, zZe nutné bude zdporna nalevo od kritického
bodu a kladna napravo od néj. Funkce f v takovém piipadé je klesajici nalevo od
kritického bodu a rostouci napravo od néj. To znamend, Ze ma funkce f v bodé xg
minimum ze vSech hodnot z néjakého malého okoli bodu xg.

Naopak, je-li druha derivace zaporna v xg, je prvni derivace klesajici, tedy
zapornd vlevo od xg a kladné vpravo. Funkce f bude tedy mit v bod€ zy maximalni
hodnotu ze vSech hodnot na né&jakém okoli.

Funkce diferencovatelna na (a,b) a spojité na [a, b] m4 jisté na tomto intervalu
absolutni maximum a minimum. Muze ho doséhnout pouze bud na hranici nebo
v bodé s nulovou derivaci, tj. v kritickém bodé. Pro diskusi extrémi nam tedy
mohou stacit kritické body a druhé derivace pomizou urcit typy extrémi, pokud
jsou nenulové. Pro presnéjsi diskusi ale potiebujeme lepsi nez linearni aproximace
zkoumanych funkci. Proto se nejprve budeme vénovat tivaham v tomto sméru a
teprve poté se vratime k diskusi prubéhu funkci.

6.7. Tayloriv rozvoj. Jako prekvapivé jednoduché vyuziti Rolleovy véty ted od-
vodime mimotadné dilezity vysledek. Rikava se mu Tayloriv rozvoj se zbytkem.

Intuitivné se k nému mtizeme dostat obracenim nasich iivah kolem mocninnych
fad. Mame-li totiz mocninnou fadu

S(z)=> an(z—a)"
n=0
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a derivujeme-li ji opakované, dostavdme mocninné fady (vime, Ze je mozné takovy
vyraz derivovat ¢len po ¢lenu, i kdyZ jsme to jesté nedokazali)
o0
SH) (z) = Z nn—1)...(n—k+ 1)a,(z —a)" "
n=~k
V bodé x = a je tedy S (a) = klaj. Mizeme tedy naopak ¢ist posledni tvrzeni
jako rovnici pro a; a ptavodni fadu prepsat jako

-y %S(k)(a)(x —a)n.
n=0""

Jestlize misto mocninné fady mdme néjakou dostateéné hladkou funkci f(z), je
tedy na misté se ptat, zda ji mizeme vyjadfit jako mocninnou fadu a jak rychle
budou konvergovat ¢asteéné soucty (tj. pfiblizeni funkce f polynomy). Nase tivaha
pravé naznacila, ze mizeme ocekavat v okoli bodu a dobrou aproximaxi polynomy,
tzv. Taylorovymi polynomy k—tého rddu:

PLf(@) = f(a) + f/(@)(w —a) + 51" (@)(x — ) + - + 2 (@) — o).

Pfesnd odpovéd vypada podobné jako véta o stiedni hodnoté, jen pracujeme s
vySSimi stupni plynomi (tzv. Tayloriv rozvoj se zbytkem):

Véta. Necht je f(z) funkce k—krdt diferencovatelnd na intervalu (a,b) a spojitd na
[a,b]. Pak pro kaZdé x € (a,b) existuje ¢islo ¢ € (a,x) takové, Ze

f@) = f(a) + f’(a)(fc —a) 4+ ﬁf”ﬁ"”(a)(m —a)*" %f(k)(C)(x —a)

= Peaf@) + PO — )t

DUKAz. Definujme zbytek R (tj. chybu pfi aproximaci pro pevné zvolené x) takto

f(@) =Perf(z) + R

tj. R = 47(z — a)* pro vhodné é&islo r (zavislé na z). Nyni uvazujme funkci () defino-
vanou
k—1

F(¢) = Z

L HOOE -9+ (e - o)

Jeji derivace je

)+ Z( I 9 - 2O - )

1

o9
_ 1 (k) k-1 1 o1
= mf @z —-9) _mr(w_f)
= ﬁu — & (M) - ),

protoze vyrazy v sumé se postupné vzajemné rusi. Nyni si sta¢i vSimnout, ze F(a) =
F(z) = f(x) (pfipomérme, Ze = je pevné zvolend ale pevna hodnota). Proto podle Rolleovy
véty existuje ¢islo ¢, a < ¢ < z, takové, ze F’(c) = 0. To ale je pravé pozadovany vztah. [
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Pokud tedy umime odhadnout velikost k—té derivace na celém intervalu, do-
staneme pifimo odhady chyb. Speciadlnim pfipadem je samoziejme véta o stiedni
hodnoté coby aproximace radu nula, viz . Dobrym ptikladem jsou tady tieba
goniometrické funkce. Iterovanim derivace funkce sinx dostaneme vzdy bud sinus
nebo cosinus s néjakym znaménkem, ale v absolutni hodnoté budou hodnoty vzdy
nejvyse jedna. Dostavame tedy pfimy odhad rychlosti konvergence mocninné rady

|J)|k+1
(k+ 1)

Vidime tedy, ze pro x vyrazné mensi nez k bude chyba malé, pro x srovnatelné s k
nebo vétsi ale bude obrovska.

|sinz — (P sin)(x)| <

Piiklad. Urcete Taylorovy rozvoje TF (k-tého fadu v bodé ) z nasledujicich funkci:
(1) T¢ z funkce sinz,

(2) T} 7z funkce %

Reseni.

(1) Spocitdme hodnoty prvni az ttet{ derivace funkce f = sin v bodé 0: f(0)

cos(0) = 1, f®(0) = —sin(0) = 0, f®(0) = —cos(0) = —1, dale £(0) T)
Taylortuv rozvoj 3-tiho fadu funkce sin(z) v bodé 0 je tedy
T3 (sin(x)) = = — éxB.
(2) Opét f(1) =e,
rm o= S-S =
x 2 x
F@ %72% %(1)—6
x z2 b x
F® % —3% % 6;64 (1) = —2¢
Dostavame tedy Tayloruv rozvoj tietiho fadu funkce % v bodé 1:
Tf’(%) =e+ g(x —1)? - g(x —1)? = e(—g%3 + :%CQ —2x + %)
O

P¥iklad. Urcete Taylortiv polynom T§ funkce sin a pomoci véty 6.6 odhadnéte
chybu polynomu v bodé 7 /4.
Reseni. Podobné jako v predchozim piikladu uréime
TS (sin(z)) = = — 1:173 + ixS
6 120

Dle veéty pak odhadneme velikost zbytku (chyby) R. Podle véty existuje ¢ €
(0, 7) takové, ze
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6.8. Analytické a hladké funkce. Je-li f v bodé a hladka, pak miZeme napsat
formalné mocninnou fadu

o0

S@) =3 1 f P - a)".

n=0

Taylorova véta nam tika, ze pokud tato mocninné fada ma nenulovy polomér kon-
vergence, pak je S(x) = f(z) na pfislusném intervalu. Takovym funkcim Fikdme
analytické funkce v bodé a. Funkce je analytickd na intervalu, je-li analyticka v
kazdém jeho bodé.

Ne vsechny hladké funkce jsou ale analytické. Ve skuteCnosti lze dokazat, Ze
pro kazdou posloupnost ¢isel a,, umime najit hladkou funkci, jejiz derivace fada k
budou tato cisla ay.

Abychom si alespon predstavili podstatu problému, ukazeme si funkci, ktera
ma v nule vSechny derivace nulové, je vSak vSude kromé tohoto bodu nenulova:

flx) = e l/e”

Je dobte definovana hladka funkce pro vSechny body x # 0. Derivaci dostaneme
f(z) = f(z) - 2273 a iterovanou derivaci dostaneme soudet kone¢né mnoha ¢lentt
tvaru C - f(z) - 7%, kde C je néjaké celé éislo a k je pfirozené ¢islo. Pro kazdy
vyraz P (x)efl/ ‘”2, kde P je néjaky polynom, lze opakovanou aplikaci L’Hospitalova
pravidla snadno zjistit, Ze jde limitné k nule, pfi z jdoucim k nule. Dodefinujeme-li
tedy hodnoty vSech derivaci nasi funkce v nule rovnici

ziskame hladkou funkci na celém R. Je vidét, ze skutecné jde o nenulovou funkci
vSude mimo x = 0, vSechny jeji derivace v tomto bodé jsou ale nulové. Samoziejmé
to tedy neni analyticka funkce v bodé xg = 0.

Snadno miuzeme nasi funkci modifikovat takto:

(z) = 0 jeliz <0
I = o102 jeliz>0"

Opét jde o hladkou funkci na celém R. Dalsi tpravou muzeme ziskat funkci nenu-
lovou ve v8ech vnitinich bodech intervalu [—a, a], @ > 0 a nulovou jinde:

0 je-li |z] > a
h(;L) = { 1 2+%

ex?-a"a?  je-li |x] < a.

Tato funkce je opét hladka na celém R. Posledni dvé funkce jsou na obrazcich,
vpravo je pouzit parametr a = 1.
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0 1 2 3 4 -0,4 -0,2 0 02 04
X X
Nakonec jesté ukazeme, jak l1ze dostat hladké analogie Heavisideovych funkci.
Pro dvé pevné zvolend redlna ¢isla a < b definujeme funkei f(x) s pouzitim vyse
definované funkce g takto:

g(z —a)
T = s ayr oo

Zjevné je pro kazdé x € R jmenovatel zlomku kladny (pro kazdy z intervalii ur-
¢enych cisly a a b je totiz alespon jeden ze s¢itanct jmenovatele nenulovy a tedy
je cely jmenovatel kladny). Dostavame z naseho defini¢niho vztahu proto hladkou
funkei f(z) na celém R. P¥i 2 < a je pfitom jmenovatel zlomku pfimo dle definice
funkce g nulovy, pfi > b je citatel i jmenovatel stejny. Na dalsich dvou obrazcich
jsou préavé funkce f(z) a to s parametry a = 1 —«, b = 1+ a, kde nalevo je & = 0.8
a napravo « = 0.4.

alpha=.8 alpha = .40000

13 1 (;—
0'85 o,sé
0 65 0,65
0 45 0,45
0 25 0,25

0,5 1 15 2 0 0,5 1 15 2

X X

6.9. Popis lokalniho chovani funkci. Uz jsme se setkali s vyznamem druhé
derivace pri popisu kritickych bodid. Ted zobecnime diskusi kritickych bodt pro
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vsechny fady. Budeme v dalsim uvazovat funkce s dostatecnym poc¢tem spojitych
derivaci, aniz bychom tento pfedpoklad pfimo uvadéli.

Rekneme, 7ze bod a v definiénim oboru funkce f je kriticky bod Fddu k, jestlize
plati

@)= =fB@) =0, & (a)#0

Piedpokladejme, ze f**+1(a) > 0. Pak je tato spojita derivace kladna i na jistém
okoli O(a) bodu a. Tayloriv rozvoj se zbytkem ndm v takovém piipadé dava pro
vSechna z z O(a)

(@) = @)+ Gyl e = o).

Je proto zména hodnot f(z) v okoli bodu a ddna chovanim funkce (x — a)*+!.

Je-li pfitom k + 1 sudé ¢islo, jsou nutné hodnoty f(z) v takovém okoli vétsi nez
hodnota f(a) a zjevné je proto bod a bodem lokdlniho minima. Pokud je ale k
sudé ¢islo, pak jsou hodnoty vlevo mensi a vpravo vétsi nez nez f(a), extrém tedy
ani lokdlné nenastava. Zato si mizeme v8imnout, ze graf funkce f(z) protind svoji
teénu y = f(a) bodem [a, f(a)].

Naopak, je-li f**1(a) < 0, pak ze stejného déivodu jde o lokalni maximum pfi
lichém k a extrém opét nenastava pro k sudé.

Rikame, ze funkce f je v bodé a konkdvni v bodé a, jestlize se jeji graf nachézi
v jistém okoli cely pod teénou v bodé [a, f(a)], tj.

f(@) < fla) + f'(a)(z — a).

Rikéme, Ze funkce f je konvezni v bodé a, jetlize naopak je jeji graf nad te¢nou v
bodé a, tj.

f(@) = fa) + f'(a)(z — a).
Funkce je konvexni nebo konkavni na intervalu, jestlize ma tuto vlastnost v kazdém

jeho bodé.
7 Taylorova rozvoje druhého radu se zbytkem dostavame

£(2) = F@) + £/ (@) — @) + " (e)(w — ).

Proto je zjevné funkce konvexni, kdykoliv je f/(a) > 0, a je konkdvni, kdykoliv

f"(a) < 0. Pokud je druhd derivace nulova, miizeme pouzit derivace vyssich radu.
Bod a nazyvame inflexni bod funkce f, jestlize graf funkce f prechazi z jedné

strany teny na druhou. Napisme si Tayloriv rozvoj tfetiho fadu se zbytkem:

§@) = @) + P @@ - a) + 31" @)(@ - 0 + ¢ (0w - a)"

Je-li a nulovy bod druhé derivace takovy, ze f"”/(a) # 0, pak je tfeti derivace
nenulovd i na néjakém okoli a jde proto zjevné o inflexni bod. Znaménko tieti
derivace nam v takovém pfipadé urcuje, zda graf funkce prechézi te¢nu zdola nahoru
nebo naopak.

Posledni dobrou pomtckou pro nacrtek grafu funkce je zjisténi asymptot, tj.
pfimek, ke kterym se blizi hodnoty funkce f. Asyptotou v nevlastnim bodé co je
proto takova pfimka y = ax + b, pro kterou je

ILm (f(x) —ax —b) =0.
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Pokud asymptota existuje, plati

lim (f(z) —azx) =0

Tr— 00
a tedy existuje i limita

lim @ =a

r—oo I
Pokud ovsem existuji posledni dvé limity, existuje i limita z definice asymptoty,
jde proto i o podminky dostatecné. Obdobné se definuje a pocitd asymptota i v
nevlastnim bodé —oc.

Timto zptsobem dohledame vSechny potencidlni pfimky spliiujici vlastnosti
asymptot s konec¢nou redlnou smeérnici. Zbyvaji ndm ptipadné piimky kolmé na osu
x: Asymptoty v bodech a € R jsou pfimky x = a takové, ze funkce f ma v bodé a
alespon jednu nekonec¢nou jednostrannou limitu.

Napf. racionalni funkce lomené maji v nulovych bodech jmenovatele, které
nejsou nulovymi body c¢itatele, asymptotu.

Spoétéme aspoii jeden jednoduchy piiklad: Funkce f(z) = x—{—% ma za asymptoty
pfimky y = x a = 0 (ovéfte podrobné!). Derivaci obdrzime

flx)=1—2"2 f'(z) =223

Funkce f’(z) ma dva nulové body +1. V bodé z = 1 m4 funkce lokdlni minimum,
v bodé x = —1 lokalni maximum. Druhé derivace neméa nulové body v celém defi-
niénim oboru (—o0,0) U (0,0), f tedy nemé zadny inflexni bod.

/7

e e e e S )" R S S S S e S m s

e

Priklad.1. Do rovnostranného trojuhelnika o strané a je vepsan pravouhelnik
(jedna jeho strana lezi na strané trojuhelnika, zbylé dva vrcholy lezi na zbylych
strandch trojihelnika). Jaky miize mit maximalné obsah?

Reseni. Vepsany pravotuhelnik mé strany x, v/3/2(a—x), tedy obsah v/3/2(a—x)x.
Maximum pro x = a/2, tedy maximalni obsah je (v/3/8)a?. O

X

Piiklad. V devét hodin rano vylezl stary vik z nory N a v ramci ranni rozcvicky
zacal béhat proti sméru hodinovych rucicek po kruznici o poloméru 1km, kolem
svého oblibeného pafezu P a to rovnomérnou rychlosti 4 km/h. Ve stejnou dobu
vyrazila Karkulka z domu D k babicce sidlici v chaloupce C rychlosti 4 km/h
(po piimce). Kdy si budou nejbliz a jaka tato vzdélenost bude? Soufadnice (v
kilometrech): N = [2,3], P =[3,3], D =[0,0], C = [5,5].
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Reseni. Vlk se pohybuje po jednotkové kruznici, jeho tthlova rychlost je tedy stejna
jako jeho absolutni rychlost a jeho drahu mtzeme v zavislosti na ¢ase popsat na-
sledujicimi parametrickymi rovnicemi:

x(t) = 2 — cos(4t), y(t) = 2 — sin(4t),
Karkulka se pak pohybuje po dréaze
z(t) = 2V2t, y(t) = 2v/2t.
Naleznéme extrémy (Ctverce) vzdélenosti p jejich drah v case:
p(t) = (2 — cos(4t) — 2v/2t)% 4 (2 — sin(4t) — 2v/2t)?
p'(t) = 16(cos(4t) — sin(4t))(V2t — 1) + 32t + 4v/2(cos(4t) + sin(4t)) — 16v/2

Resit algebraicky rovnici p/(t) = 0 se ndm nepodaii (ani to nelze), zbyva pouze
najit feseni numericky (pomoci vypocetniho softwaru). Zjistime, Ze lokdlni minima
nastavaji pro ¢t = 0,31 a poté pro t = 0,97, kdy bude vzdélenost vlka a Karkulky
asi 5 metru. Je zfejmé, ze pujde i o globalni minimum. |
Piiklad. Vysetrete priubéh funkce

In(x)’
a nacrtnéte jeji graf.
Reseni.
(1) Nejprve uréime defini¢ni obor funkce: R\ {1}.
(2) Nalezneme intervaly monoténnosti funkce: nejprve nalezneme nulové body de-
rivace:
_In(z) -1

f/(x)—m =0

Tato rovnice ma kofen e. Déle vidime, ze f’(x) je na intervalu (0,1) i (1,e)
zédpornd, tedy je f(z) na intervalu (0,1) i na (1,e) klesajici, déle je f’(z) na
intervalu (e, 00) kladna a tedy f(z) rostouci. Ma tedy funkce f jediny extrém v
bodé e a to minimum. (také bychom o tom mohli rozhodnout pomoci znaménka
druhé derivace funkce f v bodé e, je totiz f*)(e) > 0)

(3) Urc¢ime inflexni body:

_In(z) -2
z1n’(z)

Tato rovnice mé kofen e?, ktery musi byt inflexnim bodem (extrém to jiz byt
nemtize vzhledem k pfedchozimu bodu).

(4) Asymptoty. Funkce méd asymptotu pfimku x = 1. Déle hledejme asymptoty s
kone¢nou smérnici k:

() 0

e .1
In@@) _ lim —— =0.
x a—oo In(z)

k=1lim,_o

Pokud asymptota existuje, ma tedy smérnici 0. Pokrac¢ujme tedy ve vypoctu

><h—r>noo IH(I) SO rh—>Holo ln(x) = %%

a protoze limita neni kone¢na, asymptota s kone¢nou smérnici neexistuje.

Prabéh funkce:
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2. Integrovani

6.10. Newtonuv integral. Piedpoklddejme, Ze zndme na intervalu [a, b] redlnou
nebo komplexni funkci F(z) redlné proménné z a jeji derivaci

Fl(z) = f(x).
Jestlize rozdélime interval [a, b] na n ¢asti volbou bodu
(6.2) a=29 <z < <Tp=0>b
a priblizime hodnoty derivaci v bodech x; vyrazy
Flai:) — F(x:
f(x) ~ (xl-l‘l) (‘xl)
Tit1 — L4
dostavame souctem

ﬂw_me:ifw??:jvﬂ4mﬂ_xg:iym@4mﬂ—@y
=0 1T =0

Funkci F' nazyvame antiderivace nebo neurcity integrdl k funkci f a posledni vyraz
pro redlnou funkei f(z) zjevné pfiblizné vyjadiuje plochu vytyfenou grafem funkce
f, soufadnou osou x a pfimkami z = a, © = b (véetné znaménka zohlediujiciho
pozici plochy nad nebo pod osou x — namalujte si obrézek!). D4 se tedy oéekédvat,
ze takovou plochu skute¢né spoc¢teme jako rozdil hodnot antiderivace v krajnich
bodech intervalu. Tomuto postupu se také fika Newtonuv integrdl. Piseme

b
/fmm:wwm

V pripadé komplexni funkce f je i redlnd a imaginarni ¢ast jejiho integralu jedno-
znacné dana realnou a imaginarni ¢asti f, budeme proto v dalsim pracovat vyhradné
s realnymi funkcemi.

V dal$im skute¢né ukézeme, Ze lze rozumné definovat pojem plocha v roviné
tak, aby ji bylo mozné pocitat pravé uvedenym zptusobem. Newtonav integral mé ale
jednu podstatnou vadu — jeho vycisleni vyzaduje znalost antiderivace. Tu obecné
neni snadné spocist i kdyz ukazeme, ze ke vSem spojitym funkcim f existuje. Proto
budeme napied diskutovat i jinou definici integralu.

= F(b) - F(a).
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e viw

¢ena jednozna¢né az na konstantu. Skuteéné, pokud je F'(z) = G'(x) = f(x), pak
Taylortv rozvoj prvniho fadu se zbytkem v bodé a dava

F(r) — G(z) = F(a) — G(a) + (f(c) = f(¢)(x — a) = F(a) — G(a)

na néjakém okoli bodu a. Pokud by ale z¢p < b bylo supremem hodnot, pro které
tento vztah jesté plati, opétovnou volbou tohoto bodu za a dosdhneme rozsiteni
tohoto vztahu i napravo od néj. Musi tedy platit na celém intervalu. S poukazem
na toto pozorovani budeme neurcity integral také zapisovat ve tvaru

Flt) = / @)z + C.

6.11. Riemannuv integral. Pro definici integralu vyuZijeme piimo intuitivni
avahy, kterou jsme v minulém odstavci odivodnovali souvislost Newtonova inte-
gralu s velikosti plochy.

Uvazme realnou funkei f definovanou na intervalu [a, b] a zvolme déleni
tohoto intervalu, spolu s vybérem reprezentanta &; jednotlivych ¢asti, tj. a = zg <

21 < -+ < m, =bazaroven & € [x;_1,2;], i = 1,...,n. Normou takového déleni
nazyvame ¢islo min{z; — x;_1}. Riemanniv soucet odpovidajici zvolenému déleni
= = (xo,...,Z,) a reprezentanttum & je dan vyrazem

n

Sz¢ = Zf(&) (i — wi1)

i=1

Rekneme, Ze Riemanniiv integrdl funkce f na intervalu [a,b] existuje, jestlize pro
kazdou posloupnost déleni s reprezentanty (Zg, &) s normou déleni jdouci k nule
existuje limita

:S7

lim SEk 3
k—o0

jejiz hodnota navic nezévisi na volbé posloupnosti déleni a reprezentantii. PiSeme
v takovém pripadé opét

S = /ab f(x)dz.

Tato definice nevypada prili§ prakticky, nicméné nam dovoli sformulovat a do-
kazat nékteré jednoduché vlastnosti Riemannova integralu.

Véta. (1) Je-li f omezend redlnd funkce definovand na redlném intervalu [a,b] a
¢ € [a,b] néjaky vnitini bod, potom integrdl f; f(z)dx ezistuje tehdy a jen tehdy
kdyZ existuji oba integrdly f; f(x)dx a fcb f(x)dx. V takovém pripadé pak také plati

/abf(x)dx = /acf(m)d:ch/cbf(x)dx.

(2) Jsou-li f a g dvé redlné funkce definované na intervalu [a,b], a existuji-li
integrdly f: f(@)dx a f:g(x)da:, pak existuje také integrdl jejich souctu a plati

/ab(f(x) +g(x))dx = /ab f(x)dx + /abg(x)d;c.
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(3) Je-li f redlnd funkce definovand na intervalu [a,b], C € R konstanta a
existuje-li integrdl [ f(x)dx, pak existuje také integrdl [’ C - f(x)dx a plati

/ab O fle)de = C - /ab F(@)da.

DUKAzZ. (1) Pfedpokladejme nejprve, ze existuje integral pies cely interval.
Jisté se lze pri jeho vypoctu omezit na limity Riemannovych souctd, jejichz déleni
maji bod ¢ mezi svymi délicimi body. Kazdy takovy soucet dostaneme jako soucet
dvou dil¢ich Riemannovych souc¢tii. Pokud by tyto dil¢i soucty v limité zavisely
na zvolenych rozdélenich a reprezentantech, pak by celkové soucty nemohly byt v
limité na volbach nezavislé (staci ponechat jednu posloupnost déleni podintervalu
stejnou a druhou ménit tak, aby se limita zménila).

Naopak, jestlize existuji Riemannovy integraly na obou podintervalech, jsou
libovolné presné aproximovatelné Riemannovymi soucty a to navic nezévisle na je-
jich volbé. Pokud do libovolné posloupnosti Riemannovych souctt pfes cely interval
[a, b] pfidame jeden délici bod ¢ navic, zménime hodnotu celého souctu i ¢astecnych
souctl pres intervaly pat¥ici do [a, ¢] a [c, b] nejvySe o ndsobek normy déleni a moz-
nych rozdilt omezené funkce f na celém [a,d]. To je ¢islo jdouci libovolné blizko
k nule pfi zmensujici se normé déleni. Proto nutné i castecné Riemannovy soucty
nutné konverguji k limitam, jejichz souc¢tem je Riemanntv integral ptes [a, b].

(2) V kazdém Riemannové souctu se soucet funkei projevi jako soucet hodnot ve
vybranych reprezentantech. Protoze je nasobeni realnych ¢isel distributivni, vyplyva
odtud pravé dokazované tvrzeni.

(3) Stejnd tvaha jako v predchozim pfipadé. |

6.12. Vé&ta. Pro kaZdou spojitou funkci f na koneéném intervalu [a,b] existuje
jeji Riemanniv integrdl fab f(z)dx. Navic, je funkce F(t) zadand na intervalu [a, b]
pomoci Riemannova integrdlu

F(t) = /at flx)dx

antiderivact funkce f na tomto intervalu.

DUKAzZ. Pro dilkaz existence pouzijeme alternativni definici, kterd nahrazuje
vybér reprezentatti a prislusné hodnoty f(&;) pomoci suprem hodnot f(x) v pfislus-
ném podintervalu, resp. pomoci infim f(z) tamtéz. Hovoiime o hornich Riemanno-
vych souctech, resp. dolnich Riemannovych souctech (nékdy také o tzv. Darbouzové
integrdlu). Protoze je naSe funkce spojitd, je jisté i omezend na uzavieném inter-
valu a proto jsou vSechna vyse uvazovana suprema i infima konecna. Je tedy horni
soucet piislusny déleni = zadan vyrazem

n

SE,sup = Z sup f(g) . (I’l — xi—l)
i=1 xi—1<E<w;
Zatimco dolni Riemanntv soucet je

n

SE,inf = ZIVIIEEQEI f(f) : (:Ul - fL'i—l).
i=1 ==
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ProtozZe zjevné pro kazdé déleni s reprezentanty (Z,£) plati
SE,inf < SE,S < SE,sup

a infima i suprema lIze libovolné presné aproximovat skuteénymi hodnotami, bude
Riemanniv integral existovat pravé kdyz bude existovat pro libovolné posloupnosti
déleni s normou jdouci k nule limita hornich i dolnich souctii a tyto si budou rovny.
Dokazeme, ze tomu tak skute¢né musi byt.

Tvrzeni. Necht je funkce f omezend na uzavieném intervalu [a,b]. Pak

Ssup = lgf SE,supa Sint = sup SE,inf

jsou limity vsech posloupnosti hornich, resp. dolnich, soucti s normou jdouct k nule.

DUKAZ. Pokud zjemnime néjaké rozdéleni Z; na Z5 pridanim dalSich bodd, ziejmé
bude
SEl,sup 2 SEZ,supy SEl,inf S SEQ,inf-

Kazda dvé déleni maji spole¢né zjemnéni, jsou tedy hodnoty

Ssup - H_lf SE,supy Sinf = Sup SE,inf

dobrymi kandidaty na limity hornich a dolnich souctt. Skutecné, pokud existuje spolecna
limita hornich souc¢tti S nezavisla na zvolené posloupnosti déleni, musi to byt pravé Ssup,
a podobné pro dolni soucty.

Naopak, uvazme néjaké pevné zvolené déleni = s n vnitfnimi délicimi body intervalu
[a,b], a jiné déleni E1, jehoz norma je hodné malé ¢islo §. Ve spoleéném zjemnéni =
bude jen n intervalt, které budou do souc¢tu Seup prispivat pfipadné mensim prispévkem
nez je tomu v Z1. Protoze je f omezend funkce na [a,b], bude kazdy z téchto piispévki
ohranic¢eny univerzalni konstantou krat velikost intervalu. Pfi zvoleni dostate¢né malého ¢
tedy nebude vzdalenost Sz, sup 0d Seup vice nez dvakrat vzdalenost Sz qup 0d Seup. Prave
jsme ukazali, Ze pro libovolné ¢islo ¢ > 0 umime najit takové § > 0, Ze pro vSechna déleni s
normou nejvyse ¢ bude |Sz sup —Sz| < €. To je pfesné tvrzeni, ze ¢islo Ssup je limitou vSech
posloupnosti hornich souétit s normami déleni jdoucimi k nule. Uplné stejné se dokaze i
tvrzeni pro soucty dolni. O

Prozatim jsme ze spojitosti nasi funkce f vyuzili pouze to, Ze kazda takova
funkce je na konecném uzavieném intervalu omezena. Zbyva nam ale ukazat, ze pro
spojité funkce je Sgup = Sing. Ze definice spojitosti vime, Ze pro kazdy pevné zvoleny
bod = € [a,b] a kazdé okoli O.(f(x)) existuje okoli Os(x) takové, ze f(Os(x)) C
Oc(f(x)). Toto tvrzeni lze prepsat takto: jsou-li y, z € Os(x), tzn. mimo jiné plati

je také f(y), f(z) € O(f(x)), tzn. mimo jiné plati
1f(y) = f(2)] < 2e
Budeme potiebovat globalni variantu takového tvrzeni:

Tvrzeni. Necht je [ spojitd funkce na uzavieném konecném intervalu |a,b]. Pak

pro kaZdé &islo € > 0 existuje takové éislo § > 0, Ze pro viechny z,y € [a, b] spliujict
ly — 2| <0 plati |f(y) — f(2)| <e.
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DUKAZ. Protoze je kazdy kone¢ny uzavieny interval kompaktni, umime jej cely po-
kryt konecné mnoha okolimi Os (. () zmitiovanymi v souvislosti se spojitosti vyse, pficemz
jejich polomér §(x) zavisi na stiedu = zatimco ¢éisla e budeme uvazovat pofad stejné. Zvo-
lime koneéné za § minimum ze vSech (koneéné mnoha) 6(z). Nase spojita funkce f tedy
mé pozadovanou vlastnost (pouze zaménujeme ¢isla € a § za jejich dvojndsobky). O

Nyni jiz snadno dokonc¢ime cely diikaz existence Riemannova integralu. Zvolme
si € a 0 jako v poslednim tvrzeni a uvazujme jakékoliv déleni = s n intervaly a
normou nejvys 0. Pak
n n
sup  f(&) - (wi—mia) =Y inf_ f(€)- (@ —mia)

-1 <E<T; 1 Ti—1SESw

i=1 i=

<> sup F(O - inf f(O)] - (i —@ima)

1 mio1<E<w Ti—1<E{<T;
<e-(b—a).

Vidime tedy, Ze se zmensujici se normou déleni jsou k sobé horni a dolni soucty
libovolné blizké. Proto infima a suprema splyvaji. To jsme potiebovali ukazat.

Vime jiz, Ze pro spojitou funkei f na intervalu [a, b] existuje pro kazdé ¢ € [a, b]
integrél f(: f(x)dx. Zvolme jako vySe k pevnému malému ¢ > 0 ¢islo § > 0 tak,
aby |f(x + Ax) — f(x)| < € pro vSechna 0 < Az < §. Potom ovSem pii pouziti
dostatené jemného déleni intervalu [a,t + At] dostaneme

< ([+Atf(x)dx - /:f(t)dt> - f(t)‘ <

Skutecné, priblizenim integrali kterymkoliv Riemannovym souctem s délenim =,
v némz je t jednim z vnitinich bodu, dostaneme séitance f(&)(x; — xi—1) s & €
[t,t + At] (ostatni se vyrusi v rozdilu). Vsechny hodnoty f(&;) jsou ale k f(¢) blize
nez o e.

To ovSem znamend, ze existuje v bodé ¢ derivace funkce F'(t) zprava a je rovna
f(t). Stejné dokézeme vysledek pro derivaci zleva a celd véta je dokdzand. O

Dulezité poznamky. (1) Pfedchozi dvé véty nam fikaji, Ze integral je linedrni
zobrazeni

/:C[a,b]—>R

vektorového prostoru spojitych funkei na intervalu [a, b] do realnych ¢isel (tj. line-
arni forma).

(2) Dokézali jsme, ze kazda spojita funkce je derivaci néjaké funkce. Newtontv
a Riemannuv integral tedy jako koncepty pro spojité funkce splyvaji. Riemannav
integral spojitych funkei lze proto spoéist pomoci rozdilu hodnot F(b) — F(a) an-
tiderivace F'.

(3) V prvnim pomocném tvrzeni v ditkazu pfedchozi véty jsme dokazali dilezité
tvrzeni, Ze pro omezenou funkci f na intervalu [a,b] vzdy existuji limity hornich
souctt i dolnich souct. Rika se jim také horni Riemanniv integrdl a dolni Rie-
mannuv integrdl. Takto 1ze pro omezené funkce ekvivalentné definovat i Riemannuv
integral (jak jsme kone¢né v dukazu i éinili).

(4) V dalsim tvrzeni v dikazu jsme odvodili dileZitou vlastnost spojitych
funkei, které se tikd stejnomérnd spojitost na uzavieném intervalu [a,b]. Zjevné
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je kazda stejnomérné spojita funkce také spojita, naopak to ale na otevienych in-
tervalech platit nemusi.

(5) Uvazme funkci f na intervalu [a, b], kterd je pouze po ddstech spojitd. To
znamena, ze je spojitd ve vsech bodech ¢ € [a,b] kromé kone¢né mnoha bodi ne-
spojitosti ¢;, a < ¢; < b. Vzhledem k aditivnosti integralu vici intervalu pfes ktery
se integruje, viz (1), existuje podle posledni véty v takovém pripadé integral

= /atf(x)dx

pro vSechna ¢ € [a, b] a derivace funkce F'(t) existuje ve vSech bodech ¢, ve kterych
je f spojita. Navic se snadno ovéfi, Zze ve zbyvajicich bodech je funkce F'(t) spojita,
je to tedy spojitd funkce na celém intervalu [a,b]. P¥i vypoctu integrdlu pomoci
antiderivaci je zapotfebi volit jeji jednotlivé Casti tak, aby na sebe navazovaly. Pak
bude i cely integral vy¢islen jako rozdil v krajnich hodnotéach.

6.13. Integrace ,,po paméti. Neurcity integral nam formalné dovoluje spocist
Riemanniv integral pro kazdou spojitou funkci. Nicméné prakticky byva zejména
pouZitelny tam, kde v integrované funkci umime derivaci pfimo uvidét. K tomu
v jednoduchych pfipadech staci ¢ist tabulky pro derivace funkci v nasem zvéfinci
naopak. Dostavame tak napt. nasledujici tvrzeni pro vsechna a € R a n € Z,

n# —1:
/ad:c:aac—i—c
/ax"dxzix"‘ﬂ—i—C
n+1
1
/e‘m dr = — e +C
a
/gdx:alnx—l—C’
T
/acosbxdxz%sinbx—FC
/asinbxdx:—%cosbz+6’

acos bz sin” bx dor = ¢ sin" o + C
b(n+1)

asinbx cos” bx dx = e cos" b + C
b(n+1)

/
/
/atgbxdm =-3 ln(cosbx) +C
=
/7
| ==

x—arctg( >+C

a?

7x2dx—arccos( )+C’

dac = arcsin ( ) +C
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kde ve vSech pripadech je zapotfebi zvazit defini¢ni obor, na kterém je neurcity
integral dobfe definovan.

K takovymto tabulkovym hodnotéam lze relativné snadno dodavat dalsi jedno-
duchymi pozorovanimi vhodné struktury integrovanych funkci. Napft.

F@
/f(ac) dex =In f(z) + C.

6.14. Integrace per partes a substituci. Vypocet integrdlu pomoci antideri-
vace (neurcitého integralu), spolu s pravidlem

(F-G)(t)=F'(t)- G(t) + F(t) - G'(t)

pro derivaci souc¢inu funkci, dava nasledujici formuli pro neurcity integral
Flz)-Glz) +C = / F(2)G(2) dx + / F2)G' (z) da.

Tato formule se vétsinou pouziva v pripadé, Zze jeden z integralti napravo mame
pocitat, zatimco druhy umime pocitat lépe.
Uvedme si néjaké ptiklady. Nejprve spoc¢teme

I = /xsinxdm.

V tomto piipadé pomuze volba F(z) = z, G'(z) = sinz. Odtud G(x) = — cosz,
proto také

Iz—xcosx—/—cosxdx: —xcosx +sinx + C.
Obvyklym trikem je také pouzit tento postup s F'(z) = 1:
1
/lnxdx:/1-lnxdx:xlnm—/fxdx:xlnx—x—l—a
T

Dalsi uziteény vzorec je odvozen z derivovani slozenych funkei. Je-li F'(y) =

fy) ay = p(x), potom

D) _ priy) - o/

a tedy F(y) + C = [ f(y) dy lze spoéist jako

qu»+c=/3wmnwwwx

Dosazenim z = ¢~ !(y) pak dostaneme piivodné pozadovanou antiderivaci. Castéji
zapisujeme tuto skutecnost takto:

/&@my:/fw@»¢@Mx

a hovofime o substituci za proménnou y. Pfimo na trovni Riemannovych souctt
je mozné substituci porozumét snadno tak, ze prirastky v proménné y a v = jsou
vzajemné ve vztahu popsaném formalné jako
dy = ¢'(x) dx
ktery odpovida vztahu % = ¢'(x) a snadno jej spocitdme vypoctem derivace.
Jako pfiklad ovéfime touto metodou pfedposledni integral v seznamu v
Pro integral

1
= | ——dz
/\/1—332
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zvolime substituci x = sint. Odtud dx = cost dt a dostavame

dt =t+C.

1 1
I= / ——————costdt = /7costdt = /
V1 —sin?t Veos?t
Zpétnym dosazenim t = acrsin x dopocitame jiz zndmy vzorec I = arcsinz + C.

P1i substitucich je tifeba dat pozor na skuteénou existenci inverzni funkce k
y = ¢(x) a pfi vypoctu urditého integrélu je tfeba Fadné piepocitavat i meze.

6.15. Piiklad. Casto vede pouziti substituci a metody per partes k rekurentnim
vztahiim, ze kterych teprve lze dopocist hledané integraly. Spoctéme si alespon
jeden priklad. Metodou per partes pocitame

I, = [ cos™xdr= [ cos™ 'xcosxdx

m
= cos™ ' xsinx — (m — 1) /cosm*2 x(—sinx)sinx dz
=cos™ txsinz 4 (m — 1) /cosm*2 zsin® z d.

Odtud diky vztahu sin®z = 1 — cos? 2 dostévame
ml,, =cos™ tasing + (m — 1)1,
a pocatecni hodnoty jsou
Ip=z, I,=sinzx.

K témto typtm integralti se substituci x = tgt Casto prevadi integraly, kde
integrovand funkce zavisi na vyrazech tvaru (z2 + 1). Skutec¢né, napt. pro

dx
5= [ @iy

dostavame touto substituci dx = cos™2tdt

dt
Jk :/ 5= /cos%_ztdt.
cos?t (—Sg;z; + 1)
Pro k = 2 je vysledkem
1 . 1 tgt
JQ = 5(COStSlHt+t) = 5 (]W +t)

a proto také po zpétné substituci ¢ = arctg z
1 x
Jo= - ——= +arctgz C.
72 (1 + a2 Tarts ) -

Pii pocitani urcitych integrald je mozné celou rekurenci rovnou pocitat po
vycisleni v zadanych mezich. Tak napiiklad je okamzité vidét, ze pri integraci pres



.16

2. INTEGROVANI 187

interval [0, 27] je

27
Iy = dx = [2]3™ = 2n
0

2
I :/ cosz dr = [sinz]2™ =0
0

27 ,
) 0 ro suda m
I, :/0 cos"" xdx = {m P

#==Im—2 pro licha m

Pro sudé m = 2n tedy dostavame ptrimo vysledek

2
on (2n—-1)(2n—-3)...3-1
dr = 2
/0 oS rar m(2n—2)...2

zatimco u lichych m je to vzdy nula (jak bylo mozné ptimo uhddnout z grafu funkce
cos x).

Piiklad.1. Vypoctéte:

(1) [xcosz dz

(2) [Inzdz

Reseni. V obou piipadech fesime metodou per partes.

(1) zsinx + cosx
(2) zlnz — =

Priklad.2. Vypoctéte:

(1) fog sin z sin 2z dx
(2) [sin®xsin 2z da

Reseni.

sin? x

I

Priklad.3. Dokazte, Ze

1 1 1 3
3 sin*z = ~1 cos(2x) + 6 cos(4x) + 6

Reseni. Funkce na pravé a levé strané rovnosti maji shodné derivace, tudiz se lisi o
realnou konstantu. Tuto konstantu uréime porovnanim funkénich hodnot v jednom
bodé, napriklad bodé 0. Hodnota obou funkei je v nule nulovd, jsou si tedy rovny.
O

6.16. Integrace racionalnich funkci lomenych. U raciondlnich funkci lome-
nych si midzeme pri integraci pomoci nékolika zjednodusenimi. Zejména v pripadé,
Ze je stupen polynomu f v Citateli vétsi nebo roven stupni polynomu g v jmenova-
teli, je rozumné hned z kraje délenim se zbytkem pfevést integraci na soucet dvou
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integralt. Prvni pak bude integraci polynomu a druhy integraci vyrazu f/g se stup-
ném g ostfe vétsim, nez je stupen f. Toho skutec¢né dosdhneme prostym vydélenim
polynom1i:
f=a-g9+h, ! =q+ﬁ~
g g
MizZeme tedy zrovna piedpoklddat, Ze stupell g je ostfe vétsi neZ stupen f. Dalsi
postup si ukazme na jednoduchém piikladé. Zkusme si rozebrat, jak se dostaneme

k vysledku
flz)  4x4+2 =2 6

g(z) _x2+3a:+2_x—|—1+x—|—2’

ktery jiz umime integrovat pfimo:

4 2

Predevsim prevedenim souc¢tu zlomku na spole¢ného jmenovatele tuto rovnost snadno
ovéfime. Pokud naopak vime, Ze lze nas vyraz rozepsat ve tvaru

dr+2 A n B
243x4+2 x+1 z+2

a jde ndm pouze o vypocet koeficientii A a B, muzeme pro né ziskat rovnice po-
moci roznasobeni obou stran polynomem z? + 3z + 2 ze jmenovatele a porovnanim
koeficient u jednotlivych mocnin = ve vyslednych polynomech napravo i nalevo:

dxr+2=A(z+2)+B(x+1) = 2A+B=2, A+B=4.

Odtud jiz pfimo vychézi nas rozklad. Riké se mu rozklad na parcidlni zlomky.
Zkusme nyni zobecnit naSe pozorovani. Predpokladejme, Ze jmenovatel g(z)
nasi raciondlni funkce lomené mé pravé n ruznych realnych kofent ai,...,a, a
predpokléddejme, Ze naopak ¢itatel f(z) ani jedno z téchto ¢isel jako kofen nema.
Pak jsou body ay,. .. a, pravé vSechny body nespojitosti funkce f(z)/g(x) a nabizi

vz

se tedy jako co nejjednodussi s¢itance v sou¢tu s podobnou vlastnosti vyrazy tvaru

px)
(x —a;)™

Chceme Gspésné pouzit stejny postup pro vypocet jako v pfedchozim jednoduchém
prikladé. Musime si proto hlidat, abychom po roznasobeni uméli dosazenim vhod-
nych hodnot za volné koeficienty v polynomech p(z) dostat napravo i nalevo stejné
polynomy. Podbizi se tedy hledat scitance, kde n; bude nasobnost kofene a;, za-
timco p(z) bude polynom stupné n; — 1. Ovéite si, Ze takova volba napliiuje pravé
sformulovany zamér. Napf. 1ze snadno spocist, ze

x—4 _ -5 5x — 16
CrD@—22 9z+1) @22

Takto to skuteéné projde vzdy, kdy ma polynom g(x) v Citateli pravé tolik redlnych
korent vEetné nasobnosti, kolik je jeho stupen. Opét uz umime integrovat vysledné
sc¢itance. Prvni typ jsme uz vidéli. Druhy typ rozdélime na soucet dvou zlomki:

or — 16 5 -2 6 1 5 1 6 1

9z —-22 9 (z—22 9 @-22 9 z—2 9(z—2)2
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tyto uz opét integrovat umime. Mohli jsme samoziejmeé jiz rovnou hledat ptvodni
rozklad na parcialni zlomky ve tvaru

r—4 A B C

(z+1)(z—-2)2 =x+1 et (x —2)2°
Obdobné muzeme vzdy spocist rozklad na parcialni zlomky u mocniny stupné n —
bude v ném n séitanct s konstantou v ¢itateli a postupné naristajicimi mocninami
piislusného linearniho faktoru ve jmenovateli.

Zbyva oSetfit jesté pfipad, kdy redlnych kofenti neni dostatek. Vzdycky ale
existuje rozklad g(z) na linedrni a kvadratické faktory (ty kvadratické odpovidaji
dvojicim komplexné sdruzenych kofent). Kazdy takovy kvadraticky faktor lze upra-
vit na soudet ¢tverctt (z—a)?+b%, budeme pro zjednoduseni rovnou pocitat s x?+b2.
Opét stejny pozadavek na pocet volnych koeficientii a stupné nam naznacuje, ze
bude mozné hledat prislusné séitance ve tvaru

Bx+C
(x —a)? + b2’
Obdobné jako v pifpadé nésobnych kofent se i v pifpadé mocniny (2% + b?)" ta-
kového faktoru druhého fadu vzdy podari najit odpovidajici rozklad na parcialni
zlomky tvaru

Al.’E + B1 Anx + Bn
e N N (PR LR T

Konkrétni vysledky lze také snadno ozkouSet v Maplu pomoci volani procedury
yconvert(h, parfrac, x)“, které rozlozi vyraz h v proménné x na parcialni zlomky.

Vsechny vysSe uvedené parcidlni zlomky uz umime integrovat. Pfipoménme, ze
ty posledni zminéné vedou mimo jiné na integraly diskutované v Ptikladu [6.15

Celkové mizeme shrnout, ze racionalni funkce f(x)/g(x) lze pomérné snadno
integrovat, pokud se poda¥{ najit p¥islusny rozklad polynomu ve jmenovateli g(z).
Pfi vypoctu urcitych integrali jsou ale problematické body nespojitosti racionalnich
funkci lomenych, v jejichz okoli jsou tyto funkce neohranic¢ené. Tomuto problému
se budeme obecné vénovat v nasledujicim odstavci.

6.17. Nevlastni a nekonecné integraly. Jak jsme pravé vidéli, obcas musime
pracovat s uréitymi integraly pres intervaly, v nichz jsou i body, kde integrovana
funkce f(x) mé nevlastni (jednostranné) limity. V takovém piipadé neni integrovana
funkce ani spojita ani omezend a proto pro ni nemusi platit nami odvozené vysledky.
Hovofime o ,nevlastnim integralu®.

Jednoduchym vychodiskem je diskutovat v takovém pripadé urcité integraly
na mensich intervalech s hranici blizici se problematickému bodu a zkoumat, zda
existuje limitni hodnota takovychto urcitych integralti. Pokud existuje, fekneme,
Ze prislusny nevlastni integral existuje a je roven této limité. Uvedeme postup na
jednoduchém prikladé:

2 dx
je nevlastni integral, protoze je mé funkce f(z) = (2 — )~/* v bodé b = 2 limitu
zleva rovnou oo. V ostatnich bodech je integrovana funkce spojitd. Zajimame se
proto o integraly

2—0 2 2

dx 4 4 4

I = / - _ / g dy = [yg/ﬂ _ 293/4 _ %s3/1
Jo 2—x  Js 3 s 3 3

I =
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Vsimnéme si, ze jsme ve vypoctu substituci dostali integral s prepoctenou horni
mezi § a dolni mezi 2. Oto¢enim mezi do obvyklé polohy jsme do vyrazu ptidali
jedno znaménko — navic.

Limita pro § — 0 zprava zjevné existuje a spocitali jsme tedy nevlastni urcity
integral

3/4

4
=2
3

I—/2 dzx
B 0 \4/2—1'

Stejné budeme postupovat, pokud je zadano integrovani pres neohraniceny in-
terval. Hovofime o nekonecnych integrdalech. Obecné tedy napt. pro a € R

oo b
= / fayde = lim [ f(z)dr,

a

pokud limita vpravo existuje. Obdobné muzeme mit horni mez integrovani kone¢nou
a druhou nekone¢nou. Pokud jsou nekonecné obé, pocitame integral jako soucet
dvou integralii s libovolné pevné zvolenou pevnou mezi uprostred, tj.

/_O;f(x)d:c:/:Of(x)dx-s-/aoof(x)dx

Existence ani hodnota nezavisi na volbé takové meze, protoze jeji zménou pouze
o stejnou kone¢nou hodnotu ménime oba sc¢itance, ovsem s opac¢nym znaménkem.
Naopak limita pfi které by stejné rychle sla horni i dolni mez do +co miize vést k
odlisnym vysledktim! Napt-.

“ 1
/_ xdr = [51:2](1(1 =0,

a

prestoze hodnoty integrali faoo xdr s jednou pevnou mezi utecou rychle k nekon-
¢enych hodnotam.

Ukazme si opét vypocet nekonecného integralu na piikladé (jeden z typt par-
cidlnich zlomki, integral vyfesime snadno substituci 22 + a? = t, 2z dx = dt)

/°° T -1 1" L1 1
5 5.5 AT = 1IN | —/——5—5¢ = lim R —— — .
o (22 +a?)? b—oo [2(x2 +a?)], booo\ 2024202 2a? 2a?

Pii vypoctu uréitého integralu z racionalni funkce lomené musime peclivé rozdé-
lit zadany interval podle bodu nespojitosti integrované funkce a spocitat jednotlivé
nevlastni integraly kazdy zv1ast. Navic je nutné rozdélit cely interval tak, abychom
vzdy integrovali funkci neohranic¢enou pouze v okoli jednoho z krajnich bodd.

Piiklad. Urcete plochu lezici napravo od primky x = 3 a dale ohrani¢enou grafem

funkce y = zg—l_l a osou x.
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Reseni. Plocha je dana nevlastnim integralem floo ﬁ dz. Vypocteme jej meto-
dou rozkladu na parcialni zlomky:

1 B Ax+ B n C
3 —1 - 2o+l -1
1 = (Az+B)(z-1)+C@*+x+1)

1
* 3
22:1=C-B — B-—%
1
?:0=A4+C = Az—g

a muzeme psat

< 1 1 [ 1 T+ 2
de = - — dx
1 xd—1 3/ (x—1) 22+z+1

Nyni uréime zv1ast neurcity integral f e _H +1 dz:
2
/L dr =
2 +ax+1
x+ 1 3 1 substituce u prvniho integralu
= /71 22 3dx+7/71 ;3 dr= t=a*+z+1
(@+3)?+q  2J (@+3)*+3 dt = 2(z + 1) do
1 1 3 1 substituce u prvniho integralu
PP B T

1 34 1 substituce u druhého integralu
_ 2
—= +1 u = -2=sds
v3? ) V3
1

= ;l( +x+1)+ \[/ =

1 2 1
= 5 In(z? + 24+ 1) + \/garctan(u) =3 ln(a:2 +z +1) + V3arctan < x\/—g ) .

Celkem pak pro nevlastni integral muzeme psat:

é
< 1 1 1 2 1
/1 ﬁdflﬁ = géli}l'go [ID|SC1|21n(I2+$+1)\/§arCtan (x\/g>:|3
1 1 1 20 +1
= gélirgo (31n6—1|—2ln(62+6+1)—\/§arctan (\;g)) -

1 1 V3 7
3 In(2) + 6 In(13) + 3 arctan (\/ﬁ) =

1 1 V3 7
= 5 In(13) — 3 In(2) + 3 arctan <\/§> -
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79671 ‘ 1 lim v/3arctan (25+1)
B =
VaZ4+z+1| 3i—o0 V3
1 1 7
= —-In(13)+ —arctan | —= | — = In(2) — —
§109)+ Jganctan (5 ) = 1) - 3

O

6.18. Priklady uziti integralu. Sama definice Riemanova integralu byla odvo-
zena od predstavy velikosti plochy v roviné se souradnicemi x a y ohrani¢ené osou
x, hodnotami funkce y = f(x) a hraniénimi pfimkami z = a, x = b. Pfitom je
plocha nad osou z déana s kladnym znaménkem zatimco hodnoty pod osou vedou
ke znaménku zapornému. Ve skutecnosti vime pouze, co je to plocha rovnobéznos-
ténu urcéeného dvéma vektory, obecnéji ve vektorovém prostoru R™ vime, co je to
objem rovnobéznosténu. Plochy jinych podmnozZin je teprve tfeba definovat. Pro
nékteré jednoduché objekty jako tFfeba mnohouhelniky je definice dana pfirozené
predpokladanymi vlastnostmi. Nami vybudovany koncept Riemannova integréalu je
mozné zatim piimo pouzit pouze k méfeni ,,objemu“ jednorozmérnych podmnozin.
O podmnoziné A C R fekneme, Ze je (Riemannovsky) méfitelnd, jestlize je funkce
x:R—R

(z) = 1 jestlizejex e A
Xald) = 0 jestlizejex ¢ A

Riemannovsky integrovatelnd, tj. existuje integral (at uz s kone¢nou nebo nekonec-
nou hodnotou)

) = [t

o0
Funkci x 4 fikdme charakteristickd funkce mnoziny A. VSimnéme si, Ze pro interval
A = [a,b] jde vlastné o hodnotu

oo b
/ XA(x)dx:/ dx =b—a,

presné jak jsme ocekavali. Zaroven ma takovato definice ,velikosti“ ocekavanou
vlastnost, ze mira sjednoceni dvou Riemannovsky meéfitelnych disjunktnich mno-
Zin vyjde jako soucet (detailné tu ani nebudeme dokazovat). Pokud ale vezmeme
spocetné sjednoceni, takova vlastnost jiz neplati. Napf. staci vzit mnoZinu Q vSech
raciondlnich ¢isel jakozto sjednoceni jednoprvkovych podmnozin. Zatimco kazda
mnozina o koneéné mnoha bodech mé podle na$i definice miru nulovou, charakte-
ristickd funkce xg neni Riemannovsky integrovatelna.

Pro definici plochy (objemu) ve vicerozmérnych prostorech budeme umét po-
uzit koncept Riemannova integralu, az jej zobecnime do vicerozmérného pfipadu.
Nicméné je dobré si uz ted povSimnout, Ze skuteéné ptivodni pfedstava o ploSe rovin-
ného utvaru uzavieného vyse uvedenym zpusobem grafem funkce bude bezezbytku
naplnéna.

Stredni hodnota funkce f(x) na intervalu (kone¢ném nebo nekoneéném) [a, b]
je definovana vyrazem

b
m= ﬁ/ f(z)dx.

Z definice je m vyska obdélnika (s orientaci podle znaménka) nad intervalem [a, b],
ktery ma stejnou plochu jako je plocha mezi osou z a grafem funkce f(x).
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Nami vybudovany integral jde také dobfe pouzit pro vypocet délky krivky ve
vicerozmérném vektorovém prostoru R™. Pro jednoduchost si to predvedeme na
ptipadu kiivky v roviné R? se soufadnicemi z, y. Mé&jme tedy parametricky popis
kiivky F : R — R2,

F(t) = [g(), f(t)]
a predstavme si ji jako drahu pohybu. Derivaci tohoto zobrazeni dostaneme hod-
noty, které budou odpovidat rychlosti pohybu po takovéto draze. Proto celkova
délka kiivky (tj. drdha urazend za dobu mezi hodnotami ¢ = a, ¢ = b) bude déna
integralem pfes interval [a,b], kde integrovanou funkci h(t) budou pravé velikosti
vektortt F'(t). Chceme tedy spoéist délku s rovnou

b b
- / () dt = / VIOE+ (@O dt.

Ve specidlnim piipadé, kdy kfivka je grafem funkce y = f(x) mezi body a < b
obdzime pro jeji délku

5= / VIt (@) de

Tentyz vysledek lze intuitivné vidét jako disledek Pythagorovy véty: pro linearni
prirustek délky kiivky As odpovidajici pfirustku Az proménné x spocteme totiz

praveé
As = /Az? + Ay?

a to pfi pohledu pfimo na nasi definici integralu znamena

b 2
_ / dy
3—/a 1+<dx> dx

Jako snadny priklad spoc¢teme délku jednotkové kruznice jako dvojnasobek integralu
funkce y = V1 — 22 v mezich [—1, 1]. Vime jiz, Ze musi vyjit ¢islo 27, protoze jsme
takto c¢islo 7 definovali.

s o o

=2 dxr = 2[arcsinx|_ ; = 2.

/ T o = arsinal
Jestlize v predchozim vypoétu budeme poéitat s y = vr2 — 22 = ry/1 — (x/r)?
meze budou [—r, ], dostaneme substituci = rt déku kruznice o poloméru 7:

r)
=2 dt = 2rfarcsinz]! ; = 27
1_x/r / Lt = rlarcsinall, = 2
tzn. Ze je skutecné délka kruznice linedrné zavisla na jejim poloméru.
Podobné plochu takové kruznice spoc¢teme substituci x = rsint, dv = r cost dt
(s vyuZitim vysledku pro I> v [6.15))
2 2

™/ 2
—2/ V2 —a2dr = 212 / (:os2tdt:%[costsint—|—15]7T/7T2/2 2.
—r —m/2

Dalsi obdobou téhoz principu je vypocet povrchu nebo objemu rotacniho télesa.
Pokud vznikne téleso rotaci grafu funkce f kolem osy x v intervalu [a, b], vznika pfi
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pfirastku Az néartst plochy o nasobek As délky kiivky zadané grafem funkce f a
velikosti kruznice o poloméru f(z). Plocha se proto spoéte formuli

b b
A =2 [ fla)ds=2n [ f0)V/TH (PR de,

kde ds = y/dx? 4+ dy? je dan pfirtistkem délky kiivky y = f(x).
Objem stejného télesa naroste pii zméné Ax o nasobek tohoto pfiristku a
plochy kruZnice o poloméru f(x). Proto je dan formuli

b
V(p =7 [ (1) da.

Jako priklad uziti poslednich dvou vzorci odvodime znamé formule pro plochu
jednotkové sféry a objem jednotkové koule.

Ay = 271'/j ryv1-— (I/T)Q\/l—l(w dt = 271'1"/j dt = 412

" 1 4] 4
V., = 7r/ r?—2?de=2rm? — 7 [31’3] = gwrg.

—r —r

Priklad. Odvodte vzorec pro vypocet povrchu a objemu kuzele.

Pomoci nevlastniho integralu také umime rozhodnout o konvegenci Sirsi t¥idy
nekoneénych fad nez doposud:

6.19. Vé&ta. Integralni kriterium konvergence ¥ad. Bud' ), f(n) fada ta-
kovd, Ze funkce f : R — R je kladnd a nerostouci na intervalu (1,00). Pak tato
rada konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje intergrdl

/100 f(x)da.

DUKAzZ. Pokud interpretujeme integral, jako plochu pod kiivkou, je kriterium
ziejmé.

Pokud dana fada diverguje, pak diverguje i fada ) .-, f(n). Pro libovolné
k € N mame pro k-ty ¢astecny soucet s} (Fady bez prvniho ¢lene) nerovnost

k k
sz,:Zf(n)</l f(z)de,

nebot s) je dolnim sou¢tem Riemannova integralu flk f(x)da. Pak ale je

k—oo

oo k
/ f(z)dz = lim / f(z)dx > klim $), = 00,
J1 1 c— 00

a uvazovany integral diverguje.
Predpoklademe nyni, ze dany integral konverguje a ozna¢me k-ty Castecny sou-
cet dané rady jako si. Potom mame nerovnosti

oo k
/ f(z)dz = lim f(z)dz < lim s; < oo,
1 k—oo Jq k—oo

nebot sx je hornim souétem Riemannova integrélu flk f(x) da a predpokaddme, ze
dana tada konverguje. 0

Piiklad.3. Rozhodnéte, zda nasledujici sumy konverguji ¢i diverguji:
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00 1
a) nlnn’
n=1

118

b)

1
n2’

n=1

Reseni. Vsimnéme si nejprve, Ze ani u jedné z uvazovanych fad neumime o jeji

konvergenci rozhodnout na zakladé podilového ¢i odmocninového kriteria (vSechny

limity lim || i lim /a, jsou rovny 1). Pomoci integralniho kriteria pro kon-
n—oo n—oo

an

vergenci fad pak dostavame:

a)
———de= [ Zdt= lim [In(®)]) =
[;m@L At gim, lin(t))o = oo,

dana rada tedy diverguje.

b)
o0 4
/ % dr = lim [—1} =1,
1 x 0—00 x 1

a dana rada tedy konverguje.

3. Nekonecné rady

Jiz jsme se pfi budovani naseho zvitetniku funkci setkali s mocninnymi fadami,
jsme si fikali, ze takto ziskdme t¥idu analytickych funkci, ale nedokazovali jsme
tehdy ani to, Ze jsou mocninné fady spojitymi funkcemi. Snadno nyni ukazeme,
ze tomu tak je a ze skute¢né umime mocninné fady i diferencovat a integrovat po
jednotlivych séitancich. Pravé proto ale také uvidime, Ze neni mozné pomoci moc-
ninnych fad ziskat dostatecné Sirokou tfidu funkci. Napf. nikdy tak nedostaneme
jen po Castech spojisté periodické funkce, které jsou tak dulezité pro modelovani a
zpracovani audio a video signald.

6.20. Jak ochocené jsou fady funkci? Vratme se nyni k diskusi limit posloup-
nosti funkci a souctu fad funkci z pohledu uplatnéni postupa diferencidlniho a
integralniho poc¢tu. Uvazujme tedy konvergentni fadu funkci

S(x) =) fal@)
n=1

na intervalu [a, b]. Pfirozené dotazy jsou:
e Jsou-li vSechny funkce f,(x) spojité v néjakém bodé zy € [a,b], je spojitd i
funkce S(z) v bodé z¢?
e Jsou-li v8echny funkce f,(z) diferencovatelné v a € [a,b], je v ném diferenco-
vatelnd i funkce S(z) a plati vztah S’(z) =Y 02 fh(x)?
e Jsou-li v8echny funkce f, () integrovatelné na intervalu [a, b], je integrovatelnd

i funkce S(z) a plati vztah S'(z) = >0, fr(z)?

Ukazeme si nejprve na prikladech, ze odpovédi na vSechny ti¥i takto kladené
otazky jsou ,NE!“. Poté ale najdeme jednoduché dodateéné podminky na kon-
vergenci fady, které naopak platnosti vSech t¥i tvrzeni zajisti. Rady funkci tedy
obecné moc zvladatelné nejsou, nicméné si umime vybrat velikou t¥idu takovych,
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se kterymi se uz pracuje velmi dobfe. Mezi né samoziejmé budou patfit mocninné
rady.

Uvazme funkce f,(z) = (sinz)™ na intervalu [0, n]. Hodnoty téchto funkci
budou ve vSech bodech 0 < z < 7 nezdporné a mensi nez jedna, kromé x = g, kde
je hodnota 1. Proto

0 pro vSechna r # 3

i, 5.0 - {

n—0o0 1 prox=73.
Zjevné tedy je limita posloupnosti funkci f,, nespojitou funkci. Tentyz jev umime na-
jit 1 pro fady funkci, protoze soucet je limitou ¢aste¢nych souctt. Staci tedy v pred-
chozim ptikladé vyjadfit f, jako n-ty éasteény soudet. Napt. f1(x) =sinz, fo(z) =
(sinx)? — sinx, atd. Levy obrazek vykresluje funkce f,s(x) pron =1,...,10.

Obrazek na pravo vykresluje f,,(z) = 2(1—2%)" na intervalu [—1, 1] pro hodnoty

n=m? m=1,...,10. Na prvni pohled je zjevné, ze

lim f,(z) =0,
v8echny funkce f,(z) jsou hladké, ale v bodé x = 0 je jejich derivace
£200) = (1 —2®)" = 2n2*(1 — 2?)" oz = 1

nezévisle na n. Limitni funkce pro posloupnost f, pfitom ma samoziejmé vsude
derivaci nulovou!

Protipfiklad k tietimu tvrzeni jsme uz vidéli. Charakteristickou funkeci xq ra-
cionalnich ¢isel muzeme vyjadrit jakou soucet spocetné mnoha funkci, které budou
oCislovany pravé racionalnimi ¢isly a budou vzdy vsSude nulové, kromé mnoziny
bodi, podle které jsou pojmenovany, kde jsou rovny 1. Riemannovy integraly vSech
takovych funkci budou nulové, jejich soucet ale neni Riemannovsky inegrovatelnou
funkei.

6.21. Stejnomérna konvergence posloupnosti a fad funkci. Zjevnym du-
vodem neuspéchu ve vsech tfech predchozich prikladech je skutecnost, ze rychlost
bodové konvergence hodnot f,(z) — f(x) se bod od bodu velice lisi. Pfirozenou
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myslenkou tedy je omezit se na takové pripady, kdy bude naopak konvergence pro-
bihat priblizné podobné rychle po celém intervalu.

Rikame, ze posloupnost funkci f,,(z) konverguje stejnomérné na intervalu [a, b]
k limité f(z), jestlize pro kazdé kladné (malé) ¢islo e existuje (velké) prirozené ¢islo
N € N takové, 7e pro véechna n > N a vSechna x € [a, b] plati

[fn(z) = f(@)] <e

Graficky si definici mtuzeme predstavit tak, ze do pasu vzniklého posunutim limitni
funkce f(z) na f(z)=+e pro libovolné malé, ale pevné zvolené kladné e, vzdy padnou
v8echny funkce f,(x), az na kone¢né mnoho z nich. Tuto vlastnost zjevné nemél
prvni a posledni z predchozich prikladi, u druhého ji postradala posloupnost deri-
vaci f/.

O radé funkci fekneme, ze konverguje stejnomérné na intervalu, jestlize stejno-
mérné konverguje posloupnost jejich ¢astecnych soucti.

Nasledujici tii veéty lze struéné shrnout tvrzenim, ze vsechna tii obecné ne-
platna tvrzeni v plati pro stejnomérnou konvergenci (pozor ale na jemnosti u
derivovani).

6.22. Véta. Necht f,(x) je posloupnost funkci spojitych na intervalu [a,b], kterd
na tomto intervalu stejnomérné konverguje k funkci f(x). Pak je také f(x) spojitd
funkce na intervalu [a,b].

DUkAz. Checeme ukdzat, Ze pro libovolny pevny bod zy € [a,b] a jakékoliv
pevné zvolené malé ¢ > 0 bude |f(z) — f(xo)| < € pro vSechna x dostate¢né blizka
k . Z definice stejnomérné spojitosti je pro nase ¢ > 0

[fu() = f(2)] <€
pro vSechna = € [a,b] a vSechna dostatecné velkd n. Zvolme si tedy néjaké takové

n a uvazme § > 0 tak, aby |f,(x) — fu(z0)| < € pro vSechna x z §-okoli z¢ (to je
mozné, protoze vSechny f, () jsou spojité). Pak

[f (@) = f(xo)| <[f(x) = fu@)| + [fu(®) = fulzo)| + [fn(w0) — f(20)| < 3€

pro vSechna x z nami zvoleného §-okoli bodu x. (I

6.23. Véta. Necht f,(x) je posloupnost Riemannovsky integrovatelnych funkci na
koneéném intervalu [a,b], které stejnomérné konverguji k funkci f(x). Pak také f(x)
je integrovatelnd a plati

b b b
lim fulx)de = / (lim fu(z))dx = / f(z)dx.
n—oo a a n—oo a

DUKAz. Diikaz se opird o zobecnéni vlastnosti Cauchyovskych posloupnosti
¢isel na stejnomérnou konvergenci funkci. Timto zptisobem umime pracovat s exis-
tenci limity posloupnosti integrald, aniz bychom ji potifebovali znat.

Rekneme, Ze posloupnost funkci f,(z) na intervalu [a,b] je stejnomérné Cau-
chyovskd, jestlize pro kazdé (malé) kladné ¢islo e existuje (velké) pfirozené ¢islo N
takové, ze pro vSechna x € [a,b] a vSechna n > N plati

|fn(33) - fm(x)| < €.

Ziejmé je kazd4 stejnomérné konvergentni posloupnost funkei na intervalu [a, ]
také stejnomérné Cauchyovska na témze intervalu. Toto pozorovani nam uz staci k
dtikazu nasi véty, zastavime se ale naptfed u uzite¢ného obraceného tvrzeni:
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Tvrzeni. KaZdd stejnomérné Cauchyovskd posloupnost funkci f,(x) na intervalu
[a,b] stejnomérné konverguje k néjaké funkci f na tomto intervalu.

DUKAZ. Z podminky Cauchyovskosti posloupnosti funkci okamzité vyplyva,
ze také pro kazdy bod x € [a,b] je posloupnost hodnot f,(z) Cauchyovskou po-
sloupnosti redlnych (pfipadné komplexnich) ¢isel. Bodové tedy nutné konverguje
posloupnost funkei f,,(x) k néjaké funkei f(z).

Ukézeme, Ze ve skutecnosti konverguje posloupnost f,, (x) ke své limité stejno-
mérné. Zvolme N tak velké, aby

|fn(2) = fm(2)| <€

pro néjaké predem zvolené malé kladné € a vSechna n > N, x € [a, b]. Nyni zvolime
pevné jedno takové n a odhadneme

@) = F@)] = i [£u(@) = ()] < e
pro vSechna x € [a, b]. O

Konecéné se vratime ke snadnému dtkazu véty: Pfipomenme, ze kazda stej-
nomeérné konvergentni posloupnost funkci je také stejnomérné Cauchyovska a ze
Riemannovy soucty pro jednotlivé ¢leny nasi posloupnosti konverguji k f: fn(x)dx
nezavisle na vybéru déleni a reprezentantii. Proto jestlize plati

|f’"’(x) - fm(x)‘ <€

pro vSechna x € [a, b], pak také

/ab fn(x)de — /ab fm () dx

Je tedy posloupnost ¢isel fab fn(x) dx Cauchyovské a proto konvergentni. Soucasné
ale také diky stejnomérné konvergenci posloupnosti f,(z) plati pro limitni funkci
f(z) ze stejného duvodu, Ze jeji Riemannovy soucty jsou libovolné blizké Rieman-
novych souc¢tim pro funkce f,, s dostatetné velkym n a limitni funkce f(x) bude
tedy opét integrovatelné. Zaroven

bfn(a:) dx — bf(x) dx
[, e |

a musi proto jit o spravnou limitni hodnotu. 0

< elb—al.

< ¢€lb—al.

Pro prislusny vysledek o derivacich je tfeba zvysené pozornosti ohledné pted-
poklad:

6.24. Vé&ta. Necht f,(x) je posloupnost funkci diferencovatelngch na intervalu
[a,b], kterd na tomto intervalu stejnomérné konverquje k funkci f(x). Ddle necht
jsou vSechny derivace g,(x) = f](x) spojité a necht konverguji na témze intervalu
stejnomérné k funkci g(x). Pak je také funkce f(z) diferencovatelnd na intervalu

[a,b] a plati zde f'(z) = g(x).

DUKAZ. Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze vSechny nase funkce
spliwuji fn(a) = 0 (v opacném piipadé je pozménime o konstanty a na vysledku
uvah se nic nezméni). Pak ovSem muZeme psat pro vSechny z € [a, b]

fulz) = /w gn(t) dt.
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Protoze ale funkce g, stejnomérné konverguji k funkci ¢g na celém [a, ], tedy tim
spiSe na intervalech [a, z], kde a < 2z < b, plati také

f@) = [ "t dr.

Protoze je funkce g coby stejnomérna limita spojitych funkci opét spojitou funkci,
dokéazali jsme vse potiebné, viz Véta o Riemannové integralu a antiderivaci. [

6.25. Dusledek. Pro nekonecné tady mizeme predchozi vysledky shrnout takto:
Uvazme funkce fn(x) na intervalu I = [a,b].

(1) Jsou-li vechny funkce f,(z) spojité na I a fada S(z) = > 0" falx) kon-
verguje stejnomérné k funkci S(x), je i funkce S(x) spojitda na I.

(2) Jsou-li vSechny funkce f,(x) spojité diferencovatelné na I, a obé fady

S@)=) fale), T(x)=)_ fu(e)

konvergugi stejnomérné, pak je také funkce S(x) spojité diferencovatelnd a plati
S'(x) =T(x), t.

(ﬁ_oj fn<x>)/ - g:lf;(w)

(8) Jsou-li vSechny funkce f,(x) Riemannovsky integrovatelné na I a tada
S(z) = S°°° fu(z) konverguje stejnomérné k funkei S(x) na I, je tamtés inte-
n=1
grovatelnd i funkce S(x) a plati vztah

P& > b
/ (Zl fula) ) do = S [ oy

6.26. Test pro stejnomérnou konvergenci. Nejjednodussim zptisobem pro zjis-
téni stejnomérné konvergence funkci je porovnéani s absolutni konvergenci vhodné
posloupnosti. Rikédva se tomu ¢asto Weierstrassiv test. Pfedpokladejme tedy, Ze
méme Fadu funkci f,,(z) na intervalu I = [a, b] a Ze navic zname odhad

‘fn(x” <a, €R

pro vhodné redlné konstanty a,, a véechna = € [a,b]. Okamzité mtuzeme odhadnout
rozdily ¢éstecnych souctlt si(z) = Zizl fn(z) pro rtzné indexy k. Pro k > m
dostavame

k k k
sk(@) —sm@) < | Y ful@)| < D @< Y]
n=m-+1 n=m-+1 n=m-+1

Pokud je fada (kladngch) konstant Y | a, konvergentni, pak bude samozfejmé
posloupnost jejich c¢astecnych souctu Caychyovska. Pravé jsme ale spocetli, ze v
takovém piipadé bude posloupnost ¢astecnych souctii s, (x) stejnomérné Caychy-
ovské. Diky tvrzeni dokdzanému pied chvili v jsme tedy pravé dokizali nasle-
dujici

Tvrzeni. Necht f,(x) je posloupnost funkci definovanych na intervalu I = [a,b]
a plati | f,(z)| < a,, € R. Je-li fada &isel Y " | a,, konvergentni, pak fada S(x) =
Yoo fu(z) konverguje stejnomérné.



200 6. DIFERENCIALNI A INTEGRALNI POCET

6.27. Dusledky pro mocninné fady. Weistrassiv testu je velice uziteény pro
diskusi mocninnych rad

S(x) = Z an(x — x9)"
n=1

se stfedem v bodé zy. Pii nasem prvnim setkdni s mocninnymi fadami jsme ukéa-
zali v 7e kazd4 takova fada konverguje na (xg — 0,9 + ¢), kde tzv. polomér
konvergence § > 0 miize byt také nula nebo oo. (viz také [5.32)). Zejména jsme v
dtikazu véty [5.29| pro ovéreni konvergence fady S(x) pouzivali srovnani s vhodnou
geometrickou posloupnosti. Podle Weistrassova testu je proto fada S(x) stejno-
mérné konvergentni na kazdém kompaktnim (tj. koneéném) intervalu [a,b] uvnitf
intervalu (zg — 0, g + 0). Dokézali jsme tedy

Dusledek. Kazdd mocninnd fada S(z) je ve vSech bodech uvniti svého intervalu
konvergence spojitd a spojité diferencovatelnd. Funkce S(x) je také integrovatelnd
a derivovdni i integrovani lze provadeét clen po clenu.

Ve skutecnosti plati také tzv. Abelova véta, ktera rika, ze mocninné rady jsou
spojité i v hrani¢nich bodech svého defini¢niho oboru (véetné pripadnych nekonec-
nych limit). Tu zde nedokazujeme.

Pravé dokazané prijemné vlastnosti mocninnych rad zaroven poukazuji na hra-
nice jejich pouzitelnosti pfi modelovani zavislosti néjakych praktickych jevit nebo
procesil. Zejména neni mozné pomoci mocninnych fad dobfe modelovat po ¢astech
spojité funkce. Jak uvidime v zapéti, je mozné pro konkrétnéji vymezené potieby
nachdazet lepsi sady funkei f,,(z) nez jsou hodnoty f,(z) = 2™. Nejzndméjsimi pii-
klady jsou Fourierovy rady a tzv. wawelety, které pribolizime v dalsi kapitole.

Priklad. Sectéte radu
=1
pBerrs

n=1
oo

Népovéda: [ 32+ = L.
2

v ’ v . ’ . ’ o0
ReSeni. Zaménou sumace s integraci dostaneme integral [;° (307, —hr)de =
In 2. ]



KAPITOLA 7
Spojité modely

jak Sikovné zachytit nelinarni zmény?
— porddné€ si je linedrné priblizme. ..

V této kapitole se budeme snazit podat stru¢né naznaky, jak lze relativné jedno-
duse pouzivat nastroje diferencidlniho a integralniho poc¢tu. V jistém smyslu pijde
o postupy a nastroje podobné, jako jsme jiz vidéli v kapitole tfeti. Jen misto ko-
nec¢né rozmérnych vektort budou nase objekty nebo jejich stavy ¢asto prezentovany
pomoci funkci.

1. Fourierovy rady

7.1. Vzdalenosti funkci. Zvolme si pevné néjaky interval I = [a,b], konecny
nebo nekonecny. Koncept integrovani muzeme velice intuitivnim zptisobem vyuzit
pro vyjadreni vzdélenosti funkci definované na I: Pro kazdé dvé (redlné nebo kom-
plexni) funkce f, ¢ na I zkusime definovat jejich vzdalenost ||f — g| jako plochu
oblasti vymezené mezi jejich grafy, tj.

b
Hf—w2=/|ﬂw—ngdx

Samoziejmé je tieba predpokladat, ze tento Riemannuv integral existuje. Velikost
[| ]| funkee f je pak jeji vzdalenost od funkce nulové, tj.

b
szfumww.

Pro jednoduchost budeme pracovat s mnozinou § = S[a,b] omezenych a po
¢astech spojitych redlnych funkei na I, ale tvahy lze rozsifovat podle potfeby (Casto
ale za cenu zna¢né technické namahy).

7 nami jiz dokazanych vlastnosti integrovani je okamzité vidét, ze S je vekto-
rovy prostor a ze nami pravé uvazovana velikost je odvozena z dobfe definovaného
symetrického bilinearniho zobrazeni

@mszuwwm

které ma vSechny vlastnosti skalarniho souc¢inu. V konec¢nérozmérném piipadé jsme
takto definovali velikost vektort v odstavci[2.37} Nyni je to naprosto stejné a pokud
zuzime nasi definici na vektorovy prostor generovany nad redlnymi ¢isly jen konecné
mnoha funkcemi f1,..., fi, dostaneme opét dobfe definovany skalarni soucin na
tomto konecnérozmérném vektorovém podprostoru.

Jako piiklad uvazme funkce f; = 2%, i = 0,..., k. Jimi je v S generovan (k+1)—
rozmérny vektorovy podprostor Ry[z] vSech polynomt stupné nejvyse k. Skalarni

201
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soucin dvou takovych polynomu je dan integralem. Kazdy polynom stupné nejvyse k
je vyjadien jednoznacnym zptisobem jako linearni kombinace generatortu fo, ..., fx.
Pokud by navic nase generatory mély tu vlastnost, ze

(7.1) i f) = {‘1) proé 7
proi =j

jde o tzv. ortonormdlni bazi. Pripomenme si v této souvislosti proceduru Grammovy—
Schmidtovy ortogonalizace, viz ktera z libovolného systému generatoru f; vy-
tvofi nové ortogondlni generdtory g; téhoz prostoru, tj. (g;,g;) = 0 pro vSechny

1 # jJ. Spo¢teme je pritom postupné jako gy = f1 a formulemi
Je+1, 9i
ge+1 = fep1 +argr + -+ aege, a; = <g||21>
K3

pro ¢ > 1.
Aplikujme tuto proceduru na prvni tii polynomy 1,z, 2% na intervalu [—1,1].
Dostaneme g; = 1,

1 1
92:£C—7/ r-ldv-1=2z—-0=x

lgall* J—1
2 1 b, 1 Lo
3 =2 — —— z“-lde -1 - —— z“-xdr-x
g 5 ldz-1 5 d
lgull® /- lg2l1* /-1
1
2
=z — .
3

Piislusna ortogondlni béze prostoru Ry[z] na intervalu [—1,1] je tedy 1,x,2? — 3.
Normalizaci, tj. vhodnym nasobenim skalarem tak, aby prvky v bazi mély velikost
jedna dostaneme ortonormalni bazi

_ /1 _ /3 _ L1 /552

Takovym ortonormdlnim generatorim Ry[z] se ¥ikd Legendreovy polynomy.

7.2. Ortogonalni systémy funkci. Pfipomenme si vyhody, které ortonormélni
béaze podprostortt mély pro konec¢nérozmérné vektorové prostory. Muzeme pokra-
¢ovat v predchozim piikladu polynomi a uvazovat tieba V = Ry[z] pro libovolné
k > 2. Pro libovolnou funkci A € V' bude funkce

H = <h, h1>h1 + <h, h2>h2 + <h7 h3>h3

jednoznacéné urcenou funkci, kterd minimalizuje vzdélenost ||h — H|| mezi vSemi
funkcemi v Ry[z]. Koeficienty pro nejlepsi aproximaci zadané funkce pomoci funkce
z vybraného podprostoru je mozné tedy ziskat prosté integraci.

Uvedeny priklad podbizi nasledujici zobecnéni: Kdyz provedeme proceduru
Grammovy-Schmidtovy ortogonalizace pro vsechny monomy 1,z,z2,..., tj. pro
spocetny systém generatori, co z toho vznikne? Nebo jesté obecnéji — co se stane,
kdyz zvolime uplné libovolny spocetny systém linearné nezavislych funkci v S ta-
kovy, ze kazdé dvé rtzné z nich maji nulovy skalarni souc¢in? Takovému systému
funkci na intervalu I fikdme ortogonalni systém funkci. Jestlize jsou vSechny funkce
fn v posloupnosti po dvou ortogonélni a zarovei je pro vSechna n velikost || f,,|| = 1
normovana, hovorime o ortonormdalnim systému funkci.
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Necht tedy tvori posloupnost funci f,, ortogonalni systém po ¢astech spojitych
funkei na intervalu I = [a,b] a pfedpoklddejme, ze pro konstanty ¢, konverguje
fada

Fz) =Y cafn
n=1

stejnomérné na I. Pak snadno vyjadiime skalarni soucin (F, f,,) po jednotlivych
s¢itancich (viz Dusledek [6.25) a dostaneme

oo b
(Ff) =3 en [ @) fulo)de = eall £l
m=1 a
Mame tedy tuSeni, v jakou priblizné odpovéd je mozné doufat, a docela prehledné
nam ji skutecné dava nasledujici véta:
7.3. Véta. Necht f,, n =1,2,..., je ortogondlni posloupnost funkci Riemannov-

sky integrovatelnych na I = [a,b] a necht g je libovolnd funkce Riemannovsky inte-
grovatelna na I. Oznacme

b
e = | fall 2 / fu()g(z) da.

(1) Pro libovolné pevnén € N ma ze vSech linedrnich kombinaci funket f1,. .., fn
nejmensi vzddlenost od g vyraz

hn =Y cifi(®).
i=1
(2) Rada cisel S_°7, 2| full? vidy konverguje a plati

n=1 Cn
e}
> allfall® < llgl*
n=1

(8) Vzddlenost g od édstecnych soucti s, = Zszl Cnfn jde v limité k nule, tj.
lim [lg — sx)* =0,
k—o0
tehdy a jen tehdy, kdyz
(o]
> allfall® = llgl*
n=1

Jesté nez se pustime do dikazu, zkusime lépe porozumét vyznamu jednotli-
vych tvrzeni této véty. Protoze pracujeme s tiplné libovolné zvolenym ortogonalnim
systémem funci, nemizeme ocekavat, ze 1ze dobfe aproximovat jakoukoliv funkci
pomoci linedrnich kombinaci funkci f;. Napf. kdyz se omezime u ortogonélnich po-
lynomii pouze na sudé stupné, urc¢ité budeme dobfe aproximovat pouze sudé funkce.
Nicméné hned prvni tvrzeni nam tiké, ze vzdycky budeme dosahovat nejlepsi mozné
aproximace ¢astecnymi soucty. Druhé a tfeti tvrzeni pak mtizeme vnimat jako analo-
gii ke komym pramétiam do podprostort vyjadienych pomoci soufadnic. Skutecné,
ze pokud k dané funkci g bodové konverguje fada F'(xz) = >~ | ¢, fn, pak je funkce
F(z) kolmym prumétem g do vektorového podprostoru vsech takovychto fad.

Na druhé strané ale nase véta nerikda, ze by ¢asteéné soucty uvazované rady
musely bodové konvergovat k néjaké funkci. Tj. fada F(z) nemusi byt obecné kon-
vergentni ani v pfipadé, kdy nastane rovnost v (3). Pokud ale napf. existuje konec¢na
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hodnota > | |¢;| a vechny funkce f,, jsou stejnomérné omezené na I, pak ziejmé
fada F'(x) konverguje v kazdém .

DUKAZ. Zvolme libovolnou linedrni kombinaci f = 22:1 G [rn, & spocCtéme jeji
vzdalenost od g. Dostavame

k b k 2
Hg - Zanan2 = / (g - Z anfn) dx
n=1 a n=1
b b k b k 2
:/ gZdaj—2/ Zanfngdat+/ (Zanfn> dx
a @ n=1 a n=1

k

k
=lgl> =2 anca+>_arllfal?
n=1 1

n=

k
= g% + D IfalP((cn — an)? = c3).
n=1

Evidentné lze posledni vyraz minimalizovat pravé volbou a, = ¢, a tim je prvni
tvrzeni dokazano.
Dosazenim této volby dostavame tzv. Besselovu identitu
k k
lg = > entfall® = lgl? = D_ Al fal?,
n=1 n=1
ze které okamzité diky nezapornosti levé strany vyplyva tzv. Besselova nerovnost
k
Y callfall? < llgll*.
n=1
Tim je dokadzano druhé tvrzeni, protoze kazda neklesajici a shora omezena po-
sloupnost redlnych ¢isel mé limitu (a je ji supremum celé mnoziny hodnot prvkiu

posloupnosti).
Jestlize v Besselové nerovnosti nastane rovnost, hovorime o tzv. Parsevalovée
rovnosti. P¥imo z definic vyplyva nyni tvrzeni (3). O

Ortonogonalni systém funkci nazveme uplny ortogondlni systém na intervalu
I = [a, b], jetlize plati Parsevalova rovnost pro kazdou funkci g s konec¢nou velikosti
|lg]| na tomto intervalu.

7.4. Fourierovy fady. Pfedchozi véta naznacuje, ze umime se spocetnymi orto-
gonalnimi systémy f,, funkci pracovat velice podobné jako s koneénymi ortogonal-
nimi bazemi vektorovych prostort, jsou tu ale zasadni rozdily:

e Neni snadné fici, jak vypada cely prostor konvergentnich nebo stejnomérné
konvergentnich fad F(z) =Y " | ¢y fn-

e Pro danou integrovatelnou funkci umime najit jen nejlepsi mozné priblizeni
takovou fadou F'(x).

V piipadé, Ze misto ortonogonalniho systému f, mame systém ortonormalni,
jsou formulky ve vété o néco jednodussi, zadné dalsi zlepSeni ale nenastane.
Jako pékny priklad na integrovani 1ze elementarnimi metodami ovérit, Ze systém
funkci
1, sinx, cosz, sin2x, cos2x, ..., sinnx, cosnx, ...
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je ortogonalni systém na intervalu [—m, 7| (a také na kterémkoliv jiném intervalu
o délce 27). Rady z piedchozi véty odpovidajici tomuto systému nazyvame Fou-
rierovy Tady. I v obecném piipadé diskutovaném vyse se nékdy hovoii o obecnych
Fourierovych fadach vzhledem k ortogonédlnimu systému funkci f,,. Koeficienty c,
se pak nazyvaji Fourierovy koeficienty funkce f.

Na intervalu [—7, 7] jsou velikosti vSech funkci kromé& prvni vzdy /7, prvni ma
velikost v/27. Lze dokézat, Ze nas systém funkei je Gplnym ortogonalnim systémem,
nebudeme to zde ale dokazovat. Ve smyslu vzdalenosti funkci definované pomoci
naseho skaldrniho soué¢inu proto budou éasteéné soucty Fourierovy fady F'(x) pro

libovolnou funkei g(z) s koneénym integralem f; g(z)?dx, tj.

ao
=5 Z ap, cos(nz) + by, sin(nx))

s koeficienty

L — T J—m

1 (" 1 /"
ap, = 7/ g(x) cos(nzx)dx, b, = 7/ g(z) sin(nz) dz,
vzdy konvergovat k funkci g(z).

Z obecnéjsich uvah lze dovodit, ze z konvergence v tomto smyslu vzdy vyplyva
bodova konvergence ¢astecnych soucti ve skoro vSech bodech = € I. Nebudeme zde
ale ani vysvétlovat, co znamena ,skoro vSechny*, ani nebudeme takovy vysledek
dokazovat.

Jako ptiklad Fourierovy fady si uvedeme Fourierovu fadu pro periodickou
funkci vzniklou z Heavisideovy funkce zGzenim na jednu periodu. Tj. nase funkce
¢ bude na intervalu [—m, 0] rovna —1 a na intervalu [0, 7] bude rovna 1. Protoze
jde o funkci lichou, jisté budou vSechny koeficienty u funkei cos(nx) nulové, a pro
coeficienty u funkci sin(nz) spoc¢teme

b=~ / " gla)sin(nr) da = > /0 sin(nz) d = (1 (~1)").

™) _x i

Vysledné Fourierova fada je tedy tvaru

g(z) = i(sin(m) + %Sin(Sm) + %sin(Sx) +.. )

a soucet jejich prvnich péti a prvnich padesati ¢lent je na nasledujicich dvou ob-
razcich.

Vsimnéme si, ze se zvySujicim se poctem c¢lentl fady se vyrazné spfesnuje apro-
ximace s vyjimkou stéle se zmensujiciho okoli bodu nespojitosti, na némz je ale
maximum odchylky stale zhruba stejné. Je to obecna vlastnost Fourierovych rad,
které se rika Gibbsuv jev. PovSimnéme si také, Ze v samotném bodé nespojitosti
je hodnota aproximujici funkce pravé v poloviné mezi limitami zprava a zleva pro
Heavisideovu funkci.
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t=2. t=24.

Samoziejmé nelze ocekavat, ze by konvergence Fourierovych fad pro funkce g s
body nespojitosti mohla byt stejnomérna (to by totiz g musela byt coby stejnomérna
limita spojitych funkci sama spojital).

Bez podrobného diikazu si uvedeme nésledujici vétu podavajici uceleny obrazek
o bodové konvergenci Fourierovych fad. Nejde o nutné podminky konvergence a v
literatufe lze najit fadu jinych formulaci. Tato je ale jednoducha a postihuje velké
mnozstvi uziteénych pripadi.

Véta. Necht g je po cdstech spojitd a po cdstech monotonni funkce na intervalu
[—7, 7. Pak jeji Fourierova fada F(x) konverguje na [—m, ] a jeji soudet je
o roven hodnoté g(xzg) v kaZdém bodé x¢ € [—w, x|, ve kterém je funkce g(x)
spojitd,
o v kaZdém bodé nespojitosti xy funkce g(x) roven

;(znm g(z)+ lim g<x>),

+ —
— Iy T—xy

e v kragnich bodech intervalu [—7, ] je roven

;( lim g(z)+ lim g(ac)).

z——7t T—T

Pokud navic je funkce g(x) spojitd, periodickd s periodou 27 a vsude existuje jeji
po castech spojitd derivace, pak konverguje jeji Fourierova Tada stejnomérné.

7.5. Wavelety. Fourierovy fady a dalsi z nich vychazejici nastroje jsou vyuzivany
ke zpracovani riznych signalti, obrazkd apod. Povaha pouzitych periodickych goni-
ometrickych funkei a jejich prosté skalovani pomoci zvétsujici se frekvence zaroven
omezuji jejich pouzitelnost. V. mnoha oborech proto vyvstala pfirozend potieba
nalézt sikovnéjsi tplné ortogonalni systémy funkci, které budou vychézet z predpo-
kladané povahy dat a které bude mozné efektivnéji zpracovavat.

Takovy systém se lze naptiklad vytvorit volbou vhodné spojité funkce ¢ s
kompaktnim nosi¢em, ze které sestrojime spocetné mmnoho funkci v;;, j,k € Z,
pomoci dyadickych translaci a dilataci:

V() = 27227z — k).
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Pokud tvar materské funkce 1) dobfe vystihuje mozné chovani dat, a zaroven jeji
potomci 1)1 tvoii iplny ortogonalni systém, pak se zpravidla dobfe daii konkrétni
zpracovavany signal aproximovat pomoci jen nékolika malo funkci.

Nebudeme zde zachazet do podrobnosti, jde o mimoradné zivy smér vyzkumu i
zéklad komercnich aplikaci. Zajemce snadno najde spoustu literatury. Na obrazku
je ilustrovéna tzv. Daubechies matefskd wavelet D4(z) a jeji dcera D4(273x — 1).

1,2+ 1,24
0,84 0,84
0,4+ 0,44

AN
L e s s e W s e s e
-1 1 \2{ 3 4 14 5 10 15 20 30
t i t

[N

2. Integralni transformace

7.6. Integralni operatory. V piipadé koneénérozmérnych vektorovych prostort
jsme mohli vnimat vektory jako zobrazeni z kone¢né mnoziny pevné zvolenych gene-
ratort do prostoru souradnic. Nejjednodussi linearni zobrazeni zobrazovala vektory
do skalari (tzv. linedrni formy) a byla definovana pomoci jednorddkovych matic
jako soucet soucinti téchto souradnic s pevné zvolenymi hodnotami na generato-
dobné zaddna maticemi. Velice podobné umime pfistoupit k linedrnim operacim na
prostorech funkeci.

V pripadé vektorového prostoru S vSech po castech spojitych funkci na inter-
valu I = [a,b] se linedrni zobrazeni S — R nazjvaji (redlné) linedrni funkciondly.
Jednoduse je mizeme zadat dvéma zpusoby — pomoci vyéisleni funkce (pfipadné
jejich derivaci) v jednotlivych bodech nebo pomoci integrovani. Piikladem funkci-
onalu L tedy muze byt vycisleni v jediném pevném bodé xy €

L(f) = f(zo)
integraln{ funkcionél pak je zaddn pomoci pevné zvolené funkce g(x)
b
L) = [ (o) de
Funkce g(x) zde hraje roli vahy, se kterou p¥i definici Riemannova integralu bereme

jednotlivé hodnoty reprezentujici funkci f(z). Nejjednodussim ptikladem takového
funkcionalu je samoziejmé Riemanntv integral samotny, tj. pfipad s g(z) = 1 pro
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vsechny body x. Dobrou pfedstavu dava také volba

{O je-li |z| > a

g9(x) = ezt

je-li |z| < a.
To je funkce hladka na celém R s kompaktnim nosi¢em v intervalu (—a, a), viz
V bodé z = 0 ma pfitom hodnotu jedna. Integralni funkcional

b
- / @)y — 2) da

je mozné vnimat jako ,,rozmlzené zprimeérovani“ hodnot funkce f kolem boduz =y
(obrazek funkce g je v — ve svém stfedu ma hodnotu jedna a hladkym mono-
tonnim zptsobem se plynule pfimkne k nule ve vzdalenosti a na obé strany). Jesté
lepsi volbou je z tohoto pohledu libovolna funkce g jejiz integral pies celou redlnou
osu je jednicka.

7.7. Konvoluce funkci. Pohled na integralni funkcional L, jako na zprtméro-
vané chovani funkce f v okoli daného bodu je nazornéjsi pro pripad nevlastnich
mezi integralu a = —oo, b = co. Misto prostoru S vSech po ¢astech spojitych funkei
na R budeme uvazovat po castech spojité a v absolutni hodnoté integrovatelné
funkce f v roli argumentu pro nas funkcional. Volny parametr y muze byt vniman
jako nova nezavisld proménna a nase operace tedy ve skutecnosti zobrazuje funkce

opét na funkce f — f:

o0
) =L = [ fa)gty - a)da,
o0
Této operaci se rika konvoluce funkci f a g, znacime ji f * g. VétSinou se konvoluce
definuje pro realné nebo komplexni funkce s kompaktnim nosi¢em na celém R.

Pomoci transformace ¢t = z — x se snadno spocte

— 00
(Fe0)6) = [ f@glc—ayda=~ [ fe - tgde= (g (o).
o0
je tedy konvoluce coby binarni operace na dvojicich funkci s kompaktnimi nosici
komutativni.

Konvoluce je mimotfadné uzitecny nastroj pro modelovani zptisobu, jak mu-
Zeme pozorovat experiment nebo jak se projevuje prostiedi pfi prenosu informaci
(napf. analogovy audio nebo video signél ovliviiovany Sumy apod.). Argument f
je prenasenou informaci, funkce g je volena tak, aby co nejlépe vystihovala vlivy
prostredi ¢i zvoleného technického postupu.

Konvoluce jsou jednim z mnoha pfipad obecnych integrélnich operatort na

prostorech funkeci
b
= [ F@k

s jadrem danym funkci dvou proménnych k : R? — R. Defini¢ni obor takovych
funkcional je nutné vzdy volit s ohledem na vlastnosti jadra tak, aby vzdy existoval
pouzity integral.
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7.8. Fourierova transformace. Teorie integralnich operdtori s jadry a rovnic, které je
obsahuji je velice uzite¢nd a zajimava zaroven, bohuzel pro ni zde ted ale nemame dost prostoru.
ZaméFime ted alespof na jeden mimoFadné dulezity pfipad, tzv. Fourierovu transformaci F,
kterd Gzce souvisi s Fourierovymi fadami. Pfipomenme si zakladni formuli pro parametrizaci
jednotkové kruznice v komplexni roviné s rychlosti obihdni w = 27/T, kde T je &as jednoho
obéhu:

iwt ..
e’ = coswt + isinwt.

Pro (redlnou nebo komplexni) funkci f(t) mizeme spodist jeji tzv. komplexni Fourierovy ko-
eficienty jako komplexni Cisla

] 7 pyerieme
Cp = — t)e "Nt dt.
T J_ 72

Pfitom plati vztahy mezi koeficienty a, a b, Fourierovych fad (po pfepoctu formuli pro tyto
koeficienty pro funkce s obecnou periodou délky T) a té€mito Cisly ¢,
Cn = %(an —ibn), C_p= %(an + iby)

a pri redlném f jsou samozfejmé ¢, a c_,, komplexné konjugované. Oznalime-li w, = wn,
bude tedy pivodni funkce f(¢) s konvergujici Fourierovou fadou rovna

f(t) = Z cnent,

n=—oo

Pfi pevné zvoleném T vyjadfuje vyraz Aw = 27/T pravé zménu ve frekvenci zplisobenou
narustem n o jednicku. Je to tedy pravé diskrétni krok, se kterym pfi vypocltu koeficient(
Fourierovy fady ménime frekvence. Koeficient 1/7" u formule pro c, je pak roven Aw/2m,
takze muzeme Fadu pro f(t) prepsat jako
> T/2 _ o
t — . A —lWnT d 1Wn, X
s0= 3 g(aw [ e e
Predstavme si nyni hodnoty w, pro vSechna n € Z jako vybrané reprezentanty pro malé
intervaly [wn,wn+1] 0 délce Aw. Pak nd$ vyraz ve vnit¥ni velké zavorce v posledni formuli pro
f(t) ve skuteénosti vyjadfuje s€itance Riemannovych souétd pro nevlastni integral
1 o iwt
— w)e™" dw
o ) 9(w)
kde g(w) je funkce nabyvajici v bodech w,, hodnoty
T/2

o) = [ Jaye o o

—T/2
Predpoklddejme, Ze naSe funkce f je integrovatelnd v absolutni hodnoté pres celé R. Pak
muzeme limitné prejit 7' — oo a dojde ke zejmniovani normy Aw nasich intervali. Zaroven se
dostaneme v poslednim vyrazu k integrélu

o) = [ f@)e " do

MuzZeme tedy poloZit pro (kazdou v absolutni hodnoté Riemannovsky integrovatelnou) funkci
fnaR

F(H(w) = f(w) = \/% /jo £t ot g

Této funkci f fikdime Fourierova trasnformace funkce f. Prechozi Gvahy pak ukazuji, Ze pro
~rozumné" funkce f(t) bude také platit

10 =F PO = o= [ Fwre do.
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Tim ¥ikdme, Ze existuje k pravé definované Fourierové transformaci F inverzni operace F 1,
které rikdme inverzni Fourierova transformace.

Vsimnéme si, Zze Fourierova transformace a jeji inverze jsou integralni operatory se skoro
shodnym jadrem k(w,t) = e™*?,

7.9. Vlastnosti Fourierovy transformace. Fourierova transformace zajimavym zplso-
bem prevraci lokalni a globalni chovani funkci. Za¢néme jednoduchym prikladem, ve kterém
najdeme funkci f(t), kterd se ztransformuje na charateristickou funkci intervalu [—Q, ], tj.
f(w)y=0pro|w| >Qa f=1pro|w| <Q. Inverzni transformace F~* nam dava

f@t) = L /Q ¢t = {l ei“trz -2 l(emt )
V2r ) _q V2 it _a 2t 21

= % sin(2t).
Pfimym vypoétem limity v nule (L'Hospitalovo pravidlo) spolteme, ze f(0) = 2Q(2x)
nejblizsi nulové body jsou v t = 7/ a funkce pomérné rychle klesd k nule mimo pocatek
x = 0. Na obrazku je tato funkce znazornéna zelenou kfivkou pro £2 = 20. Zaroven je vynesena
Cervenou kfivkou oblast, ve které se s rostoucim €2 nase funkce f(¢) stéle rychleji ,vIni®.
Omega = 20.000

—1/2
)

20

-/r-\y \1/:;-\\-//‘-\/1\\!/ T T

1 2 3
V t

V dal$im prikladu spoétéme Fourierovu transformaci derivace f'(t) pro n&jakou funkci
f. Pro jednoduchost pfedpoklddejme, Ze f ma kompaktni nosié, tj, zejména F(f') i F(f)
skuteéné existuji a pocitejme metodou per partes:

A = o= [ roe a

= L e—iwtf) +

T g | Swear
— wF(f)w)

Vidime tedy, Ze Fourierova transformace prevadi (infinitesimalni) operaci derivovéni na (alge-
braickou) operaci prostého nasobeni proménnou. Samoziejmé miZeme tento vzorec iterovat,
tj.

F(f)w) =~ F(f), ..., F(f™) = "0 F(f).

Dal$i mimoradné dalezZitou vlastnosti je vztah mezi konvolucemi a Fourierovou transfor-
maci. Spoc¢téme, jak dopadne transformace konvoluce h = f * g, kde opét pro jednoduchost
predpokladame, ze funkce maji kompaktni nosice. P¥i vypocltu prohodime poradi integrova-
nani, coz je krok, ktery ovéfime teprve v diferencidlnim a integralnim poctu pozdéji, viz 7?7. V
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dalsim kricku pak zavedeme substituci t — z = u.

F(h)(w) m/ (/ f(x t—x)dx)e_i“’tdt
\/ﬂ/ (/ Oog(t —xz)e ! dt) dx
= \/—27 /_w f(x) (/_Z g(u) e ™t du> da
([ ([

=V2rF(f)- Flg)

Podobny vypocet ukazuje i obracené tvrzeni, ze Fourierova transformace soulinu je, az na
konstantu, konvoluce transformaci.

1

F(f-9) NG

Jak jsme si uvadéli vyse, konvoluce f % g velice casto modeluje proces naseho pozorovani

néjaké sledované veli¢iny f. Pomoci Fourierovy transformace a jeji inverze nyni mizeme snadno

rozpoznat plvodni hodnoty této velic¢iny, pokud zname konvolu¢ni jadro g. Prosté spoéteme
F(f *g) a podélime obrazem F(g). Hovofime o dekonvoluci.

Vratme se nyni jesté k prvnimu prikladu s inverzni transformaci k charakteristické funkci

fa intervalu [—9, Q]. Zkusme provést limitni pfechod pro € jdouci k nekone¢nu a oznaéme

V276(t) kyzenou limitni ,funkci” pro F~*(fo)(t). Pro soudin s libovolnym obrazem F(g)

plati
“(fa - F(9)(2) \ﬁ/ Y fa)(z —t) dt.

P¥i Q — oo prejde vyraz nalevo k F~!(F(g))(2) = g(2), zatimco napravo dostavame

o) = [ 0o~y

— o0

F(f)* F(g)-

Nase hledana §(t) tedy vypada na ,funkci”, kterd je vSude nulovd, kromé jediného bodu ¢t = 0,
kde je tak ,nekonecnd“, ze integrovanim jejiho soucinu s libovolnou integrovatelnou funkci
g dostaneme pravé hodnotu g v bodé ¢ = 0. Neni to samoziejmé funkce v nasem smyslu,
nicméné jde o objekt &asto pouzivany. Rika se ji Diracova funkce § a korektné ji lze popsat
jako tzv. distribuci. Z nedostatku ¢asu nebudeme distribuce podrobnéji rozebirat a omezime se
na konstatovani, ze si Ize dobre Diracovo § predstavit jako jednotkovy impulz v jediném bodé.
Fourierova transformace jej pak pretransformuje na konstantni funkci F(4)(w) = \/% Naopak
mnohé funkce, které nejsou integrovatelné v absolutni hodnoté na R transformuje Fourierova
transformace na vyrazy s Diracovym §. Napf.

F(cos(nt))(w) = \/g(é(n —w)+0(n+w)).

7.10. Poznamky o dalSich transformacich. Pokud pouzijeme Fourierovu transformaci
na lichou funkci f(t), tj. f(—t) = —f(t), pfispévek integrace soucinu f(t) a funkce cost se
pro kladna a zdporna ¢ vyrusi. Dostaneme proto pfimym vypoctem

F(f)(w) = _21/ f(t) sinwt dt.

Vysledna funkce je opét licha, proto ze stejného divodu i inverzni transformaci lze spocist ob-
dobné. Vynechanim imaginarni jednotky ¢ dostdvdme vzdjemné inverzni transformace, kterym
se fikd Fourierova sinusova transformace pro liché funkce:

= \/g/ooo f(t)sinwtdt, f(t) = \/g/ooo fs(t)sinwt dt.
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Obdobné se definuje Fourierova cosinovd transformace pro sudé funkce.

Fourierovu transformaci nelze dobfe vyuzit pro funkce, které nejsou integrovatelné v ab-
solutni hodnoté pres celé R (minimalné nedostavame opravdové funkce). Laplaceova transfor-
mace se chova docela podobné jako Fourierova a tuto vadu nema:

L(f)(s) = F(s) / F(t)e" dt.

Integralni operator £ ma velice rychle se zmensujici jadro, proto bude existovat £(p(t)) na-
priklad pro kazdy polynom p a vSechna kladnd s. Obdobné jako pro Fourierovu transformaci
dostaneme prostym vypoc¢tem per partes vztah pro Laplaceovu transformaci derivované funkce
pri s > 0:

L(f'(1)(s)

/ FOe d=[e 5 +s [ foe
0) + s£(f)(5)-

Vlastnosti Laplaceovy transformace a fadu dalSich zejména v technické praxi pouZzivanych
transformaci je mozné snadno dohledat v literature.

3. Diferencialni rovnice

7.11. Linearni a nelinearni modely. Pojem derivace jsme zavedli, abychom
mohli pracovat s okamzitymi zménami studovanych veli¢in. Ze stejnych duvodi
jsme kdysi v tvodni kapitole zavadeéli diference a pravé vztahy mezi hodnotami
veli¢in a zménami téch samych nebo jinych veli¢in vedly k rovnicim. Nejjednodussim
modelem bylo trodeni vkladii nebo pijcek (a totéz pro tzv. Malthusidnsky model
populace). Ptirtistek byl amérny hodnoté, viz V ramci spojitého modelovani
by stejny pozadavek vedl na rovnici vztahujici derivaci funkce y'(z) s jeji hodnotou

(7.2) y'(x) =7-y(x)
s konstantou tmeérnosti r. Je snadné uhodnout reseni této rovnosti
ylx) =Ce"™

s libovolnou konstantou C'. Tuto konstantu uréime jednoznac¢né volbou tzv. poca-
teéni hodnoty yo = y(zo) v néjakém bodé . Pokud by ¢ast riistu v naem modelu
byla dana konstatnim ptsobenim nezavislém na hodnoté y nebo x, mohli bychom
pouzit rovnici s konstantou s na pravé strané

(7.3) y(z)=r-y(z)+s

Zjevné bude fesenim této rovnice funkce y(z) = Ce’™ —2. K tomuto zivéru je
velice lehké dojit, pokud si uvédomime, Ze mnoZinou véech feSeni rovnice
je jednorozmérny vektorovy prostor, zatimco FeSeni rovnice se obdrzi pricte-
nim kteréhokoliv jednoho jejiho feSeni ke vSem FeSenim piedchozi rovnice. Lze pak
snadno najit konstantni feseni y(z) = &k pro k = —2.

Podobné se nam v odstavci podarilo vytvorit model popula¢niho ristu
zalozeny na predpokladu, Ze zévislost poméru zmény velikosti populace p(n + 1) —
p(n) a jeji velikosti p(n) je v afinni zévislosti na samotné velikosti populace. Nyni
bychom tentyz vztah pro spojity model patrné formulovali pro populaci p(t) zavislou
na case t jako

(7.4) P = p(t) (—p(t) +7)
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tj. pti hodnoté p(t) = K pro velkou konstantu K je pfiristek nulovy, zatimco pro
p(t) blizké nule je pomér rychlosti rustu populace k jeji velikosti blizky 7, coz je
malé ¢islo v fadu setin vyjadiujici rychlost riistu populace za dobrych podminek.

Neni jisté snadné vytesit bez znalosti teorie takovou rovnici, nicméné jako cvi-
Ceni lze jisté oveérit, ze nasledujici funkce fesenim pro kazdou konstantu C je

K

PO = TreRe

[ e e e s S S L B S B S m s s e s s s

0 50 100 150 200
t

Srovnanim cerveného grafu této funkce s volbou K = 100, r = 0,05 a C =1
(prvni dvé jsme takto pouzili v posledni odpovidéa ptiblizné poc¢atecni hodnoté
p(0) = 1) s obrazkem Vvidime, ze skutecné oba pristupy k modelovéani populaci
davaji docela podobné vysledky. Pro srovnani vystupu je také do obrazku zelené
vkreslen graf feSeni rovnice s touz konstantou 7 a pocatecni podminkou.

7.12. Diferencialni rovnice prvniho ¥addu. Obecné rozumime (oby¢ejnou) di-
ferencialni rovnici prvniho fadu vztah mezi derivaci funkce ¢/ (x) v proménné z, jeji
hodnotou y(z) a samotnou proménnou, ktery lze zapsat jako

F(y'(z),y(z),z) =0

néjakou pevnou funkci F, kterda kazdé trojici redlnych cisel prifadi jedno realné
¢islo. Na tuto obecnost nejsme zatim pripraveni a budeme diskutovat jen specialni
ptipady rovnic. Pokud je alespon rovnice explicitné vyfresena vzhledem k derivaci,
tj.

y'(x) = f(z,y(x)),

muzeme si dobfe graficky predstavit, co takova rovnice zadava. Pro kazdou hodnotu
(x,y) v roviné si totiz muzeme pfedstavit Sipku udavajici vektor (1, f(z,v)), tj.
rychlost se kterou nam rovnice grafu feSeni prikazuje pohybovat se rovinou. Napf.
pro rovnici dostaneme takovyto obrazek (i s vynesenym feSenim pro poc¢atecni
hodnotu jako vyse).
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Intuitivné 1ze na zakladé takovych obrazka ocekavat, ze pro kazdou pocatecni
podminku bude existovat pravé jedno feSeni nasi rovnice. Takové tvrzeni skutecné
plati pro vSechny rozumné funkce f, napt. hladké. Nebudeme je tu dokazovat.

Uziteénym typem rovnic, pro ktery mame elementarni postup k feseni jsou tzv.
rovnice se SEPATOVANYMi PrOMENNYM:

(7.5) v (x) = f(z) - g(y(x))

pro dvé dostatecné hladké funkce jedné redlné proménné [ a g. Obecné feSeni tu
Ize ziskat integraci, tj. nalezenim primitivnich funkci

G(y)z/g%, F(x):/f(x)dx.

Pak totiz spo¢tenim funkce y(z) ze vatahu F(x) + C = G(y) s libovolnou konstan-

tou C' vede k FeSeni, protoze derivovanim této rovnosti (s pouzitim pravidla pro
1 / _

9y Yy (x) = f(x)

derivovani slozené funkce G(y(x)) dostaneme skuteéné
Jako priklad najdéme feseni rovnice

y(@) = - y(a).

Pimym vypoétem dostaneme In |y(z)| = 322 + C. Odtud to vypada (alespon pro
kladnd y) na

y(z) = e2”1C = D e3%"

kde D je nyni libovolna kladna konstanta. Zastavme se ale pozornéji u vysledné
formule a znamének. Konstantni feseni y(z) = 0 vyhovuje nasi rovnici také a pro
zéporna y muzeme pouzit stejné reseni s zapornymi konstantami D. Ve skutecnosti
muze byt konstanta D jakdkoliv a nasli jsme feSeni vyhovujici jakékoliv pocatecni
hodnote.

Zkuste si stejnym postupem vytesit nelinearni model z predchoziho odstavce,
jde o docela primocare fesitelny postup tohoto typu.

7.13. Linearni diferencialni rovnice. Jiz jsme pfemysleli o operaci derivovani
jako o linearnim zobrazeni z (dostatecné) hladkych funkei do funkei. Pokud derivace
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(%)j jednotlivych fada j vynasobime pevnymi funkcemi a;(z) a vyrazy secteme,
dostaneme tzv. linedrni diferencidlni operdtor:
y(x) = D(y)(«) = ar(2)y™ (z) + - + a1 (2)y' () + aoy(x)-
Resit piislusnou homogenni linedrni diferencidlni rovnici pak znamena najit funkci
y spliujici D(y) = 0, tj. obrazem je identicky nulova funkce.
Ze samotné definice je zfejmé, ze soucet dvou feseni bude opét FeSenim, protoze
pro libovolné funkce y; a yo plati

D(y1 +y2)(z) = D(y1)(x) + D(y2) ().

Obdobné je také konstantni nasobek Feseni opét feSenim. Celd mmnozina vSech
FeSeni linedrni diferencidlni rovnice k-tého fadu je tedy vektorovym prostorem. Byt
neméame ted prostiedky na jeho dtikaz, plati tvrzeni, Ze tento vektorovy prostor je
vzdy dimenze k. Proto muzeme vzdy Feseni zadat jednoznac¢né pocateénimi pod-
minkami na hodnotu prvnich (k—1) derivaci a samotné hodnoty funkce y v jednom
bodé xg.

To vse jisté pripomind situaci s homogennimi linearnimi diferen¢nimi rovnicemi,
se kterymi jsme se potykali v odstavci [3.6] tfeti kapitoly. Analogie jde i dale v
okamziku, kdy jsou vSechny koeficienty a; diferencialniho operatoru D konstantni.
Uz jsme vidéli u takové rovnice prvniho fadu , Ze Tesenim je exponenciila
s vhodnou konstantou u argumentu. Stejné jako u diferen¢nich rovnic se podbizi
vyzkouset, zda takovy tvar fefeni y(z) = e s nezndmym parametrem A\ miize
splnit rovnici k—tého fadu. Dosazenim dostaneme

D(e’\””) = (ak)\k +ap N T A+ ao(:r)) e

Parametr \ tedy vede na feSeni linearni diferencialni rovnice s konstantnimi ko-
eficienty tehdy a jen tehdy, kdyZ je A kofenem tzv. charakteristického polynomu
ap\F + -+ a1\ + ag. Pokud ma tento polynom k réiznych kofent, dostdvame bazi
celého vektorového prostoru reseni. Pokud je A nasobny kofen, pfimym vypoctem
s vyuzitim toho, Ze je pak také kofenem derivace charakteristického polynomu, do-
staneme, Ze je feSenim i funkce x e’®. Podobné pak pro vy$si ndsobnost ¢ dostédvame
¢ rtzngch feseni et z e, ... zlel”.

U obecné linearni diferencialni rovnice predepisujeme nenulovou hodnotu dife-
rencialniho operatoru D. Opét uplné analogicky k iivaham o systémech linearnich
rovnic nebo u linearnich diferen¢nich rovnic primo vidime, Ze obecné feseni takovéto
(nehomogenni) rovnice

D(y)(z) = b(x)
pro néjakou pevné zadanou funkci b(z) je souctem jednoho jakéhokoliv feSeni této
rovnice a mnoziny vech monzych feseni prislusné homogenni rovnice D(y)(z) = 0.
Cely prostor feseni je tedy opét pékny konecnérozmérny afinni prostor, byt ukryty
v obrovském prostoru funkci.

K diferencidlnim rovnicim se vratime pozdéji, az budeme mit k dispozici dalsi
nastroje.






Literatura

Dosla-Kuben [1] Zuzana Dosl4, Jaromir Kuben, Diferencialni poéet funkci jedné proménné, MU Brno, 2003,
215 s., ISBN 80-210-3121-2.

’ Doélé—Plch—Sojka‘ [2] Zuzana Dosla, Roman Plch, Petr Sojka, Diferencialni pocet funkei vice proménnych s pro-
gramem Maple, MU Brno, 1999, 273 s.
Horak [3] Pavel Horak, Uvod do linearni algebry, MU Brno, skripta.
’Horové-Zelinka [4] Ivana Horova, Jifi Zelinka, Numerické metody, MU Brno, 2. rozsifené vydani, 2004, 294 s.,
ISBN 80-210-3317-7.
[5] Riley, K.F., Hobson, M.P., Bence, S.J. Mathematical Methods for Physics and Engineering,
second edition, Cambridge University Press, Cambridge 2004, ISBN 0 521 89067 5, xxiii +
1232 pp.
Sik [6] Frantisek Sik, Linearni algebra zaméfend na numerickou analyzu, MU, 1998, 176 s. ISBN
80-210-1996-2.
[7] Jan Slovak, Linearni algebra. ucebni texty, Masarykova univerzita, elektronicky dostupné
na www.math.muni.cz/ slovak
[8] Pavol Zlatos, Line4drna algebra a geometria, skripta MFF Univerzity komenského v Brati-
slave.



	Kapitola 1. Úvod a motivace
	1. Èísla a funkce
	2. Kombinatorické formule
	3. Diferenèní rovnice
	4. Pravdìpodobnost
	5. Geometrie v rovinì
	6. Relace a zobrazení

	Kapitola 2. Elementární lineární algebra
	1. Vektory a matice
	2. Determinanty
	3. Vektorové prostory a lineární zobrazení
	4. Vlastnosti lineárních zobrazení

	Kapitola 3. Linární modely
	1. Lineární rovnice a procesy
	2. Lineární diferenèní rovnice a filtry
	3. Markovovy procesy
	4. Více maticového poètu
	5. Rozklady matic a pseudoinverze

	Kapitola 4. Analytická geometrie
	1. Afinní geometrie
	2. Euklidovská geometrie
	3. Projektivní geometrie

	Kapitola 5. Zøízení ZOO
	1. Interpolace polynomy
	2. Spojité funkce
	3. Derivace
	4. Mocninné øady

	Kapitola 6. Diferenciální a integrální poèet
	1. Derivování
	2. Integrování
	3. Nekoneèné øady

	Kapitola 7. Spojité modely
	1. Fourierovy øady
	2. Integrální transformace
	3. Diferenciální rovnice

	Literatura

