
APERIODICKÉ MOZAIKY 

SHRNUTÍ: Máme neomezené množství dlaždic (motiv ) a možnost neomezeným pokrýváním
(dlážd ním) roviny všemi sm ry vytvo it vzor (ornament, mozaiku). 

M žeme–li z vytvo eného vzoru vyjmout shluk sousedících dlaždic a tímto shlukem bez zm ny
m ítka a bez oto ení, pouhou translací, jako razítkem pokrýt (orazítkovat) celou rovinu, mluvíme 
o periodickém vzoru. 

Pokud takový shluk nevytvo íme, mluvíme o vzoru neperiodickém.
V tšina dlaždic je schopna vytvá et vzory periodické i neperiodické. 

Pokud dlaždice vytvá ejí vzory pouze neperiodické (periodické uspo ádání neexistuje),
mluvíme o dlaždicích a vzorech aperiodických.

Aperiodické vzory jsou výtvarn  nejhodnotn jší. Dovolují nejlepší  balancování 
mezi pravidelným opakováním ornament  a jejich nahodilým výskytem. 

Existují aperiodické mozaiky? 

Jaké bude nejmenší množství aperiodických dlaždic? 

Odpov  hledají matematikové: 

1961 – Hao Vang Není aperiodických dlaždic! 
1964 – Robert Berger Souborem 26 tisíc dlaždic (kostek domina V.) vytvá í aperiodický vzor.

   Pozd ji tvo í aperiodický vzorek ze 104 dlaždic (Amman jde na 14). 
Donald Knuth Tvo í aperiodický vzorek z 92 dlaždic. 

1977 – Robert Ammann a Raphael Robinson  Nezávisle tvo í aperiodický vzorek ze 6 dlaždic. 
1974/88 – Roger Penrose Za al se sadou 6 dlaždic, nakonec mu sta í 2 dlaždice!!! 
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Šest aperiodických dlaždic Raphaela Robinsona 
            modul 7 x 7

                modul 3 x 3

P .  T i vzory A. Glassnera 
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Šest aperiodických dlaždic Roberta Ammanna 
                                   modul 7 x 7

              modul 3 x 3 

P .  T i vzory A. Glassnera 

Editor dlaždic a generátor  aperiodické mozaiky P. Lání ka  ( DP VUT 2002) 

okno editoru dlaždice                                 okno prohlíže e
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Okno generátoru P .   Dva vzory P. Lání ka (inspirované A. Glassnerem) 
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Ostré a tupé trojúhelníky 
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Šipky a draci Rogera Penrose (Darts and Kites – 1977)
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      Koso tverce Rogera Penrose 

Atlas startovacích shluk
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Obousm rná konverze dlaždic  Penrose 

                                   Implementa ní pom cky
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P rného prostoru . Aperiodická mozaika získaná de Bruijnovou projekcí vícerozm Sob podobné dlážd ní vzniklé projekcí (D. J. Wright)

V osmdesátých letech de Bruijn studoval pohledy na m íž  uvnit z r zných úhl .

 sestává z vrchol  vrcholy jednotkového tverce, pro prostor 3D  tvo íA  pro rovinu 2D m íž

jednotkových krychlí atd. 

Uvnit   vytvo íme podprostor E  menší dimenze pomocí st n  takto: 

M jme jednotkovou n-krychli (hyperkostku) C centrovanou v  bod  pat ícím E. Definujme íslo d jako

nejvzdálen jší vrchol C od E. A R je oblast bod  v   vzdálených nanejvýš o d od E. Uvnit  budou 

vrcholy, hrany, st ny atd. m íže . Tato struktura (sí ) vytvo í “hrbatou” funkci F z E.

     P . pro m ž    je E  p ímka uvnití

Poznámka

    Jde o ort ekci bod

     zapsanou lineární mapou: 

Hledali j me body na E nejbližší bod m x. Projekci pak aplikujeme na F.

        Respektujeme sled (cestu) vrchol , stran a ploch a získáme dlážd ní E.

:

ogonální proj

s
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P .

D lení pro sklon 5/3 - periodické                           D lení pro sklon „zlatý ez“ 8/5 – aperiodické

17

Poznámka: P ipome me rastrování úse ky

Alternativní zp sob rastrování k metod  Bresenhama ( 1961 – 65,   f(x,y) =  min )

Hledáme „vzorek“ opakování sm r  S a D. 

P . Vzorek úse ky ((0,0), (131,16)) 

S2 4S4D(S7D)4 D(S7D)5S8D(S7D)4S4 po extrapolaci S D … 
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P íklady LS zápisu aperiodické mozaiky R. Penrose (Fractint - Philippe Hurbain) 

{
Angle 10 
  Axiom x 
  x=@.618034+f[|y]--f[|x][|+@.618034g@i.618034x

Koso tverce

]
      ---[x]f--[y]f
  y=@.618034++[x]f|+f[|y]-[y]f|+f[|x]
  f=g 
}

Poznámka:  x generuje tlusté koso tverce,
y generuje tenké koso tverce,
0.618034 = ( 5-1)/2.

Šipky a draci 
{
Angle 10 
  Axiom k 
  k=+[@.618034a]f@.618034---[-k]f-f---
       [-k]@i.618034f[@.618034|a] 
  a=[@.618034k]+f@.618034[|a]----f+f----[a]@i.618034f
  f=g 
}

Poznámka: k generuje draky, a generuje šipky. 
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Generátor a editor aperiodických mozaik R. Penrose - autor M. Žídek (DP VUT 2002)

Sada dlaždic P1 
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Sada dlaždic P2 
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Sada dlaždic P3 
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Aper 3D

P . 1. 

iodické vzory ve
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P . 2.
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Nekorektní zv tšování vzoru 

„Slepování“ startovacích shluk
bez p ekrytí je neproveditelné. 

 Poznámka:
Velkou skupinu aperiodických 

              mozaik vytvá ejí struktury materiál
              pozorované v Roentgenov  zá ení

                  tzv.  kvazikrystaly.
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P . Kolorovaná struktura kvazikrystalu:
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ESCHEROVY MOZAIKY

Maurits Cornelius Escher

ervna 1898 v Leeuwardenu v Nizozemí. Jeho otec, civilní inženýr, se rozhodl poslat 
yna studovat na Školu architektury a dekorativních um ní v Haarlemu. Escher však m l v tší zálibu 
grafických um ních a v 21 letech studia architektury zanechal. 

Strávil mnoho let cestováním po Evrop  a jeho zájem o grafiku neustále rostl. V roce 1921, kdy žil 
ím , se oženil. Jeho práce byly tehdy zam eny na krajiny, p i emž využíval r zných nereálných 

erspektiv.

 Ve t icátých letech žil i se svou rodinou ve Švýcarsku. V roce 1936 podnikl d ležitou cestu do 
Alhambry v Granad  ve Špan lsku. Maurské dlaždice jej natolik fascinovaly, že si po návratu p e etl

Póly v lánek zabývající se problematikou grup rovinných symetrii. „Po svém“ porozum l 17 grupám 

symetrií a v období mezi lety 1936 až 1942 vyrobil 43 barevných kreseb založených na pravideln  se 

opakujících vzorech. Systematicky si d lal poznámky v notaci, kterou sám vytvo il.

V roce 1941 se vrátil zp t do Nizozemí, poté, co strávil n jaký as v Belgii. Jeho proslulost pomalu 
rostla a v padesátých letech se za aly objevovat byly vystavovány spíše ve
v deckých muzeích než v um leckých galeriích. V roce 19 Plane,
kde seznámil ve ejnost s výsledky své celoživotní práce. 

Ke konci života se Escher uzav el do sebe, m l málo
dlouhé nemoci 27. b ezna 1972 v Laren v Nizozemí. 

se narodil 17. 
s
v

v
p

lánky o jeho díle. Práce však 
58 publikoval dílo Regular Division of the

p átel a jeho duševní sv t se zhroutil. Zem el po 
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          Escher nebyl první: 

29

erova kreace:

.

Typická Esch

Poznámka:
Escherova tvorba byla daleko 
širší, vždy však vycházela 
z geometrických základ
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P íklad:   Vzor IB

Vzor obsahuje ty i translace.               základní motiv                      modifikovaný motiv 
 2 p í né a 2 diagonální                           (m ížka)                                    (po modifikaci stran) 

aný motiv s okolím

V následujících ukázkách použijeme i notaci n meckého matematika H. Heescheho. 
                      (viz. TESSELMANIA)

modifikov
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P ipome me: Escher nevyužil všech 17 grup symetrií, n které použil opakovan .
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P .  Mozaika ID, TTTT, p1 

36



P .  Mozaika IIIC, CCCC, p2 
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P .  Mozaika  VIB, CCGG, pgg 

P .  Mozaika C4C4C4C4, p4
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P .  Mozaika G1G1G2G2, pg
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Pozn. CCC = p3
42

P .  Mozaika C3C3C3C3C3C3, p3
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Ješt  dv Escherovy mozaikové kreace:
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Stuhové mozaiky M. C. Eschera.

kladem je tvercová dlaždice s dezénem (motivem) prokládaných pruh

K dispozici je 8 poloh dlaždic
pro každé proložení pruh .

Escher použil 2 proložení:

P lohy dlaždic o ísloval  1 – 16. 

Zá

o

45 46

         Klad dlaždic volí tak,  aby pruhy navazovaly a vybarvoval je tak, aby vytvá ely stuhu.

         Základní kombinaci poloh zapisoval do tvercové matice a tuto ve vzoru opakoval. 

                 Základní kombinace (2x2)                                     vzor s opakováním 

P . 1. Realizace vzorku ve 2D a 3D 
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P . 2. Realizace textury  filtrací vzorku – reliéf
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Okno programu  GES2 T. Pillera  (viz praktická cvi ení z VI) 
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ky

Kombinací ty  a dvou 
motiv  vytvo íme nové 
dlaždice
(viz. A. Glassner ),

Hierarchické tvercové mozai

tvercový motiv (dlaždici) m žeme umístit ve 
tvercové síti v osmi polohách: 

Kombinace ozna íme
jako a,b,c,A,B,C,D,E.

(kvazikrystalografická
notace, dle obsažených 
symetrií)

Postupn  vytvo íme hierarchie h.
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                                                                     P . 1.  ( J. Bokor ) 

        Celkový efekt vzoru 
        je dán volbou hierarchie 
        a volbou dezénu dlaždice. 

                                      h=b,a,a,b 

p :



P . 2. Vybarvená mozaika s dlaždicí podle S. Trucheta (1727) 
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P . 3. Textura 1, vytvo ená z hierarchické mozaiky filtrací LIC
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P . 4. Textura 2, vytvo ená z hierarchické mozaiky filtrací LIC
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P . 5. Dekorativní mozaika   ( h = B,a,a,a ) 
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A, July/August 2000 (viz atraktivní motivy):

h1= p4,p2mm,p2mm,p4

( h1=a,c,c,a)

P . 6. A. Glassner´s Notebook, IEEE CG

P . substituce h1/b 

Okno programu J. Bokora - Generátor hierarchických mozaik v 2 
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Geometrie islámských hv zdicových vzor

 Roger Calois ve své zobecn né estetice íká, že výtvarník umí vytvo it esteticky 
hodnotná díla jak kopírováním p írody, tak abstraktní spekulací. 

Islámské mozaiky  jsou toho dobrým p íkladem, i když ornamentika byla cen na
mén  než kaligrafie, ale daleko více než malba a kresba. 

Designer M. C. Escher p i své návšt v  Granady byl t mito vzory natolik inspirován,
že na mozaikách postavil podstatnou ást svého díla. 

 Islámským mozaikám se v novali etní matematicky orientovaní badatelé :
E. H. Hankin 1925, B. Grunbaum a G. C. Shephard 1992,   A. K. Dewdney 1993,
El Said 1993, A.J. Lee 1995, V. Ostromoukhov 1999,    C. S. Kaplan 2000, a další. 

 Islámské vzory tvo í ást tématu Mozaiky v p edm tu Výtvarná informatika, 
který je již sedm let p stován na Fakult  informatiky Masarykovy univerzity v Brn .

Mezi islámskými vzory tvo í významné místo tzv.hv zdicové mozaiky - periodické 
mozaiky s výraznými r žicovými motivy.
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Analýza hv zdicových vzor

oto pro jejich analýzu vyhoví instrumentárium op ené
o grupy symetrií.
Hledáme symetrie, fundamentální oblasti, transla ní jednotky vzoru. 
Mozaiku definuje grupa symetrií.

Rekonstrukce mozaiky p6mm (resp. p6m) pro zopakování:

Hv zdicové vzory jsou periodické a pr
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Prov rka:
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Podobné vzory:

Káhira (Heluan) 20. stol.Granada 9. - 15. stol.
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Design hv zdicových vzor  – pomocné konstrukce 

Abul Wafa Buzjani (polyhistor e a, b, c:

Ve st edov ku p ísn  st ežené tajemství. 

) – t i soust edné tverc
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El Said uvádí podobnou pomocnou konstrukci
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) Mozaika p4m b)

Duální geometrie vzoru 

a Polymorfní regulární mozaika 4-8-8 (var. 3)

Varieta t í n-úhelník  polymorfní mozaiky je vymezena sou tem úhl
ve spole ném vrcholu.

Leeova konstrukce r žice

Konstrukce vychází z regulárního n-úhelníka, do kterého je vepisován obrazec (hv zdice, r žice)

n/d) bude platit, že d < n/2.

symetrie typu d, obsahující všechny symetrie výchozího n-úhelníka. 

Pro konstruovanou hv zdici typu (
Regulární n-úhelník je (n/1).
Lee p edpokládá n > 5.

P . Šest možností osmicípé hv zdy a t i celo íselné hodnoty d : 

Poznámka:
Kaplan rozši uje konstrukci na d, které je libovolné reálné íslo v intervalu [1,n/2).
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Konstrukce vychází z regulárního n-úhelníka, do kterého je vepisován obrazec (hv zdice, r žice).

P . Konstrukce r žice n =8

Vytvo íme pravidelný n-úhelník. 
Ozna íme st edy sousedních stran 
B1,B2.

Ur íme bod C jako pr se ík
spojnice bod  B1, B2 a osy úhlu 
OAB2.

Bodem C vedeme rovnob žku se 
spojnicí bod  O,B2 a symetricky 
získáme bod D (cíp vnit ní hv zdy).

Dotvo íme r žici (dle symetrie). 

Tvar r žice lze modifikovat
posouváním bodu C po ose úhlu DAB2
(Da B2 jsou pivoty) dostaneme varietu r žic.
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Prodloužením stran r žice vn  n-úhelníka dostaneme „rozší enou r žici“ sahající do tverce (!!!). 

   A.J. Lee konstruuje islámské mozaiky pomocí r žic (resp. hv zdic) vkládaných do sít
vo ené regulární polymorfní mozaikou a dotvo ením vzoru expanzí vn  r žice.t
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Vypln ní polymorfní sít  r žicemi

P . Sí  osmiúhelník  a tverc

a)

  protažení stran r žice vn  n-úhelníka   vymazání polymorfní sít

c)

     b)
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P íklad var. 1: 
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P íklad var. 2: 
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Výtvarné dokon ení po vymazání pomocných ar:
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N kolik m íží pro ukázku: 
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N kolik jiných zp sob  konstrukce mozaik 

Provokující p tiúhelníky S trojúhelníky a ty úhelníky nejsou potíže.

Pravidelné p tiúhelníky „neteselují“. 
Co nepravidelné p tiúhelníky?  Jsou?  Kolik je druh

Matematici hledají r znými cestami 
tvarové modifikace p tiúhelníkových
dlaždic.

 (typ )?
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Doris Schattschneider: P ehled 14 typ  konvexních p tiúhelník

 Historický vývoj:  Typ 1-5  K. Reinhardt  1918.   Typ 6-8  R. B. Kershner  1968. 
              Typ 10  R. James  1975. Typ 9, 11-13  M. Rice  1976-1977.   Typ 14  R. Stein  1985.

Typ 1 : D + E = 180 Typ 2 : C + E = 180, a = d 
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Typ 3 : A = C = D = 120, a = b, d = c + e Typ 4 : A = C = 90, a = b, c = d 

Typ 5 : C = 2A = 120, a = b, c = d Typ  : C + E = 180, A = 2C, a = b = e, c = d 

Typ 7 : 2B + C = 360, 2D + A = 360, a = b = c = d Typ 8 : 2A + B = 360, 2D + C = 360, a = b = c = d 
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Typ 9 : 2E + B = 360, 2D + C = 360, a = b = c = d 
Typ 10 : E = 90, A + D = 180, 2B - D = 180, 2C + D = 360,

a = e = b + d

Typ 11 : A = 90, C + E = 180, 2B + C = 360, d = e = 2a + c Typ 12 : A = 90, C + E = 180, 2B + C = 360, 2a = c + e = d 
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Typ 13 : A = C = 90, 2B = 2E = 360 - D, c = d, 2c = e 
Typ 14 : D = 90, 2E + A = 360, C + A = 180, B + D + E = 360,

2e = 2c = a 

„Amatér Marjorie Rice“ 
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         Typ 13          Typ 2                            Typ 2

84

               Typ 1                 Typ9
                      P tiúhelníková rozeta: 
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P .
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P .
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len né dlážd ní (dissection tilling)

Wallace – Bolyai – Gerwein v teorém: 

Dva libovolné mnohoúhelníky (nebo skupinu mnohoúhelník ) o stejné ploše (obsahu) m žeme
rozd lit na menší mnohoúhelníky, ze kterých lze složit oba p vodní obrazce. 

Z tohoto podn tného teorému vyšly další zajímavé studie. Nap . Laczkovich dokázal, že každý 
rovinný obrazec ohrani ený hladkou k ivkou m žeme roz lenit tak, že z dílk  lze složit tverec
(kružnici lze p em nit ve tverec rozd lením na cca 1050 dílk ).

P erizován po tem d lení.  hledala nejmenší 
možný po et d lení pro p evod mnohoúhelník . Nap . G. Theobald (Frederickson 1997) našel 
nejmenší d lení pro konvexní n-úhelníky , kde n= 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 a 12: 

Každý n-úhelník lze p evést na tverec, který m že být transla ní jednotkou (razítkem) mozaiky.

evod není jednozna ný a je charakt ada geometr

N kolik p íklad :
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Zajímav jší mozaiky dostaneme, vyjdeme-li z n kolika vstupních n-úhelník  a dílk  po d lení.

Úloha je op t nejednozna ná a charakterizuje ji íslo k, pom r po tu dílk  k po tu polygon .

P . Dva p tiúhelníky mohou být rozd leny na t i díly, k = 1,5. 

Z dílk  lze vytvo it razítko: 

Výtvarn  lepších výsledk  docílíme s r znými vstupními
mnohoúhelníky a jejích dílky.

Frekvence dílku v mozaice a  odpovídá ploše dílku! 
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