Modularni mozaikové vzory

Modul je vytvaren spojenim nékolika dlazdic s jednoduchym motivem.
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S. Truchet (1657 — 1729)

Dlazdice Trucheta ma extrémné jednoduchy motiv a pfesto vytvari bohaté vzory.

Takové vzory jsou znamé z riiznych casti svéta jiz z doby predhistorické (viz Jablan).
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Hledame vhodny algoritmus pro generovani modulu.

V roce 1976 prichazi S. H. Cullinane s teorii kosoctverce, ktery zajimal pro svoji
bohatost symetrii jiz Platona.

Obalka knihy
Platonuv kosocétverec S. H. Cullinana

Diamond Theory

Steven H. Cullinane
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Teorie kosocétverce se stava zakladem
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Generovani modult transpozici

Zakladem je Platonlv kosoétverec, resp. matice 2x2 dlazdic s diagonalnim motivem
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Permutace
transpozici
ctvercu
vytvori

24 moduld.




Permutace matice 4x4 jsou bohatsi, protoze jsou dany 18 moznymi transpozicemi fadku,
sloupcu a kvadrantt zakladniho vzoru.

Zakladni vzor Transpozice:
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Permutace v matici 4x4 vytvareji 322 560 modulq.

Pf. Modul sekvence gfqd

Mozaiky konstruované geometrickou substituci

Geometrickou substituci budeme rozumét nahrazeni geometrického primitivniho prvku
jinymi geometrickymi primitivy.
Subst. 1.

Jednoducha
substituce:

Subst. 2.

Subst. 1,1, 2

Algoritmy geometrickych substituci
(A. Glassner a dalsi)

Substituce klonovanim nahrazuje vstupni geometricky objekt (pf. n-uhelnik) jednim nebo
vice objekty - primitivy, které jsou geometricky podobné vstupnimu objektu.

Substituce mutaci nahrazuje vstupni objekt geometrickym objektem jiného typu.

Novy (vystupni) tvar neni nutné podobny vstupnimu tvaru.

Substitucni pravidla (primitivy)

Substitucni pravidla urcuji geometrii vystupniho mnohouhelnika P’ jako funkci vstupniho
mnohouhelnika P. Souc¢asné definuji ,,mrtvé a Zivé oblasti“ a orientaci mapovani.

Mapovani primitiva do cilového trojuhelniku i s trojuhelniky obsazenymi v primitivu.

Algoritmy - funkce pro konstrukci substitu¢nich pravidel

Konstrukce vychazeji z vrcholt cilového n-tihelnika:
Pro kazdy vrchol V; existuje jeho predchuidce V.1 a naslednik V;.1 ,podle dohodnutého poradi.

Vytvoreni nového vrcholu na hrané (resp. na strané ve 2D) - funkce EV()
Funkce EV (edge-vertex) urcuje umisténi nového vrcholu Vg na hrané n-uhelnika
na zakladé dvou sousednich vrcholl V;, Vi.1 a koeficientu a.
Koeficient a je skalarni hodnota v intervalu <0, 1>.
Vstup : vrchol V;, vrchol V.4, koeficient a.
Vystup : novy vrchol V,;
Vi = EV(V;, Viv, )
EV(V;, Vis, ) = (aVis1) + ((1 - )Vi)

Pf. Proa=10,5
EV(Vi, Vit1, 0,5) = (0,5Vis1) + ((1 - 0,5)Vi) = novy vrchol puli hranu.




P¥i definici n-tihelnikt pomoci funkce EV bude zalezZet na volbé poradi vrcholl

(prvni dva parametry funkce).

EV(Vi, Vis1, (X.) = (an) + ((1 - G)Vi)

Priklad: a = 0.25, 0,5, 0,75 i : a :T

Namapovani primitiva do cilového n-thelnika bude zavislé na uréené orientaci hran.

Pfiklad orientace n-thelnik( v primitivu

Definice v§ech vrcholl primitiva z minulého pfikladu:

Di=A
E1=EV(A, B, o)
F1=EV(A, C, a)
D,=B
E,=EV(B, C, o)
F.=EV(B, A, o)
D;=C
E;=EV(C, A, o)
Fs=EV(C, B, a)

Poznamka: Vrchol A lze definovat pomoci funkce EV jako: A = EV(A, cokoliv, 0),
stejné tak i vrcholy B a C. Funkci EV Ize pouzit pro uréeni vrcholl obecného polygonu.

Zavedeme funkci, ktera zkonstruuje ze zadanych vrcholi polygon.

Funkce konstruujici polygon vpoly (V4, V5, ..., Vi), kde Vi jsou vrcholy tvofici polygon.

Pak definici primitiva z pfikladu zapiSeme jako:
vpoly(A, EV(A, B, a), EV(A, C, a))
vpoly(B, EV(B, C, a), EV(B, A, a))
vpoly(C, EV(C, A, a), EV(C, B, a))

Preznaéme vrcholy A,B,C jako indexované Vi, V, V3 :
vpoly(V1, EV(V4, V2, 1), EV(V4, V3, )
vpoly(Vz, EV(Vy, V3, 1), EV(Vz, Vi, @)
vpoly(Vs, EV(V3, V4, 1), EV(V3, V2, )

Vrcholy tvori posloupnost, ktera je kruhové vazana.

Této skutecnosti vyuzije dalsi funkce,ktera postupné vyhodnoti své parametry pro vSechny
vrcholy V; v cilovych n-thelnicih.

Funkce vloop( ) pro opakovani diléi konstrukce
Funkce vloop(a, b, c, ... ) v kazdém kroku vyhodnoti parametry a zvysi indexy vrchold,

po preteéeni pokraéuje znovu od prvniho indexu a kongéi po projiti vSech N index.

Priklady pravidel:
VyplIné roht = vioop(vpoly(V;, EV(V;, V.., ), EV(V;, V, 4, Q1))

Vyplné rohu
pro a. = 0.25, 0.5, 0.75

Vepsani = vpoly(vloop(EV(V;, V,,4, @)

Vepsani

pro a. = 0.25, 0.5, 0.75




Jednoduchymi tpravami parametrt dostaneme rGzné varianty primitivi, aniz bychom museli
ménit jejich definici (viz implementace). Zavedeme posledni funkci, ktera dovoli definici

vrcholu n-tihelnika i mimo hranu.

Vist
Kombinovana hranova funkce EC()
Funkce EC je vlastné dvojitou aplikaci funkce EV. Va1
Slozena funkce: Vg2 = EC(Vi1, EV(V;, Vi, 1), a2). al
Vi Vi

Hvézda = vioop(vpoly(V ;, V .1, EC(V 14, EV(V;, V i1y, 0,5), @)

Hvézda
pro a = 0.25, 0.66, 0.75

Funkce EC definuje bod kdekoliv uvnitf n-ihelnika a nepotiebuje dal$i pomocné body

Glassnerovy klonovaci substituce

Inscribe, Corners, CutCorners:

Inscribe: poly(vloop(EV(Vi, Vi+1, o)))

Corners: vioop(poly(EV(Vj, Vi-1, a), Vi, EV(Vi, Vi+1, a)) A A A A A Corners
Cut Corners: poly(vloop(EV(Vi, Vi-1, a), EV(Vj, Vi+1, o)) A A & A A S

Pravidla pro mnohouhelniky

Vstup : vrchol Vj, vrchol Vj+1
Vystup : vrchol (stfedni bod hrany)
Zapis : M’i « EV(Vi, Vi+1, 0.5)°

Dale Glassner zavadi dva skalarni koeficienty o a f pro umisténi vrcholl na hranach.
Hodnoty o a B jsou navzajem disjunktni.

Pak definoval mnozinu funkci:
VPja < EV(Vj, Vi-1, aVM)
VMija <« EV(Vi, Vi+1, aVM)

VCia « EV(Vj, C, aVvC)

MCia « EV(M;, C, avC)

VPiB « EV(Vi, Vi-1, aVM + BVM)

VMiB < EV(Vi, Vi+1, aVM + BVM)
VCiB « EV(Vj, C, avC + BVC) .
MCiB « EV(M;, C, aMC + BMC) @

Geometricky vyznam rovnic:

Substituce Dilate, Frame, Fan a Star

wyyve:
AAANAN =

AV'V' V'V §=
AVY VYV §=

Dilate : poly(vioop(VCia))

Frame : vloop(poly(Vi, VCia, VCi-1a, Vi-1))

Fan : vloop(poly(Vi, VMija, C))

Star : vloop(poly(Vi, VMija, C), poly(Vi, MCj+18, C))

Glassnerovy mutacni substituce

e

Zarazuje je na konci, protoze obecné n-tuhelniky nemaji triangulaéni pokracovani !!!

Mutacni substituce se zachovanou triangulaci




Abychom nemuseli délat dodatec¢nou triangulaci utvaru vzniklého po aplikaci mutaénich

pravidel, zavedeme podminku, ze primitiv se musi skladat pouze z trojuhelnik.

Tato podminka nepredstavuje zadné omezeni:

PF.
Glassneruv

primitiv M4

H4

Pokud bude barva ¢ar i vyplné stejna, pak trojuhelniky nebude vidét. Nadale bude zachovana

trojuhelnikova sit, na kterou miizeme znovu aplikovat libovolné substituce. Vhodné stiidani

klonovani a mutaci mize vytvofit dal$i zajimavé vytvarné efekty.

Vytvorené programové vybaveni

DP-Petr Foukal 1993/94
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Konstrukce primitiv se tfemi trojuhelniky a zapis v programu PRI

11__ Primitive Set Designer
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Soustava substituénich pravidel R. Novotného:
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Pf. Kombinace substituci: Ukazka aplikace substituci

mozaika v roviné mozaika na kouli

A5V
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P¥. Variace v 3D

ORIGAMI

diagram skladani jako generator déleni plochy

-):>-

struktura hran
po osmém kroku skladani
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Diagramy znamych
figur (modeli)
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Vychozi figury
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Efekt opakovani
modulu

N

modul 1% V3
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Mozaika origami je geometricky uréena nékolika zakladnimi trojihelniky

P¥. Dvojice pravouhlych trojuhelniki ¢tvercového modulu ,startovaciho papiru“

medul | x|

o T+va T2t

Poznamka: Podobné miizeme dekomponovat ostatni startovaci moduly

32




Témér vSechny figury Ize vytvofit pomoci
dvou pravouhlych trojuhelnik( L

modul 1 x1

TFi typické moduly: X4 N =

modul | x Vi

modul 1 x (14 V22
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Nova (neeuklidovska) geometrie — kolem r. 1825

Otcové: Karl Friedrich Gauss, Janosz Bolyai a Nikolaj Lobacevskij

Hlavni ,,novoty“:
Soucet uhlu v trojuhelniku je mensi nez 180°.
Bodem lIze vést nekoneéné mnozstvi rovnobézek k dané pfimce atd.

Pfipomerime: Existuji jen tfi regularni dlazdéni v Euklidové roviné {4,4}; {3,6}; {6,3},
{p,q} je Schlifliho symbol — q p-uhelniki se dotyka ve spole&ném vrcholu.

Podminky geometrii: 1/p + 1/q = 1/2 - Euklidova

1/p + 1/qg < 1/2 - hyperbolicka
1/p + 1/qg > 1/2 - elipticka

Poznamka:

Pro vrcholovy uhel p-tihelnika plati a=360°/q, soucet vnitinich Ghld je tedy p360°/q.
Rozlozime-li p-thelnik na trojihelniky, pak pro soucet Ghld plati (p - 2)180°

a odtud p360°/q = (p - 2)180°. Délime p360° a pridame 1/p, dostaneme podminku geometrii.

Podminkou konstrukce hyperbolickych mozaik je znalost pfisluSnych grup symetrii
a jejich transformacnich matic (nic nového!).
34

Poincarého disk

Hyperbolicky prostor neumime pfimo reprezentovat v Euklidové prostoru.
Tento problém fesi nékolik modeld.

Poincaré modeluje hyperbolicky prostor
konformnim zobrazenim dovnitf
kruhového disku.

Objekty v obou prostorech jsou si
»Zzhruba podobné*.

Pfimky se deformuji v kruhové oblouky
protinajici disk pod pravym uhlem.

Rovnobézky se protinaji na obvodovém
disku, ...atd.

{ze R :|z] <1}

Tato geometrie prinasi mozaikam nové vytvarné moznosti.
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Poincaré-Minkowského zobrazeni

Weierstrassiv (Minkowského) model hyperbolického prostoru

horni ¢ast hyperboloidu (1 Iz'

.. e=0

z=-1
Poincarého disk

Bod X v trojdimenzionalnim souradném systému je definovan jako X = [x;,x,x;].
Na X se da pohlizet jako na vektor z po¢atku soufadnic O =(0,0,0) do X = [x;,x;,x3].

Definujeme hyperbolicky skalarni soucin vektorti X a ¥ jako <X, ¥>=xy; +x,0; — X3y3.
Hyperbolicky prostor je reprezentovan mnozinou bodu X, Y, pro které plati <X, ¥>=-1,
coz dava v euklidovském prostoru E* dvojdilny rotaéni hyperboloid o rovnici x>+ x,*— x;*=-1
pro x3;>=1.

Hyperbolicky bod X navic spliiuje x; > 0, takze kazdy hyperbolicky bod bude lezet na hornim
dilu hyperboloidu oznaéeném H’.
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Trojdimenzionalni Weierstrassiiv model miiZzeme projekci prevést na na Poincarého kruhovy model
stiedovou projekci hyperboloidu do bodu [0,0,-1], pfi niz jako pramétna slouzi rovina xy.

Kazdy bod A hyperboloidu pFi promitani protne rovinu xy a tento pruseéik B je odpovidajicim
bodem Poincarého disku.

Souradnice B ze souradnic A ziskame pomoci Poincaré-Minkowského zobrazeni:

(2o ()

l+z 14z

Pro zpétnou projekci bodu B = [x, y] leziciho uvnitf Poincarého disku na hyperboloid plati:

2x 2y 1+x*+y*
(X,y)%[*,fyaiyJ pro s=1—xz—y2
s s s

Existence uvedenych prevodnich vztaht je zakladnim pifedpokladem pro konstrukci
hyperbolickych mozaik.
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Konstrukce hyperbolického dlazdéni ( D. Dunham, R. Charvat a dalsi)

Nejdfive musime zapsat vrcholy, hrany a pomocné geometrické entiity p-ihelnikovych dlazdic
pomoci funkci, které budou mit v argumentech hodnoty p a q.

Poznamka: Pro zjednodu$eni zapisu zavedeme substituce.

cosp=cos| — |, sinp=sin|—|, cosq=cos|—|, sing=sin|—|, cos2p= cos|—|,
P p q q P

(2 S
sin2p = Slll(—ﬂ-} coshg = o . sinhg = »‘}coshqz -1, cosh2q =2 -coshg” —1.

P sing

1 sinh2
sinh2q = 2 sinhq - coshg,  cosh? = ———— sinh2 = ycosh2’ =1, rad2 =

sinp | | sing ' cosh2 +1
cosp | \ cosq

Pak sestavime transformacni matice pro manipulaci s dlazdicemi. Uzité transformace definuje
stejné jako u Eulerovych mozaik vzor mozaiky, tedy prislusna grupa symetrii.

Jako drive u tapetovych mozaik budou dlazdice dekomponovatelné na fundamentaini oblasti.
Fundamentalni oblasti jsou manipulaéné omezeny stejné jako celé dlazdice, vybranou grupou

symetrii (vzorem mozaiky). S vyhodou je vyuzijeme pro definovani transformaci.
38

Obecna trojuhelnikova fundamentalni oblast dlazdice

osa hrany (edge bisector)
E | A/ coshg +1’

c

—— hrana dlazdice (edge)
B [cosp -rad2, sinp - md2]

piepona ( hypotenuse)

PF. Cely motiv hyperbolické dlazdice . % B ) .
a jeho fundamentalni oblast: { % ! { T

|
Bod S[0,0] je stfred Poincareho disku || @

; ‘I .’ \.
Dlazdice se stiedem S[0,0] ~ % Lz & i
se nazyva centralni p-uhelnik. \/ \/
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Transformacéni matice fundamentalni oblasti

Reflexe:
0 0
reflectEdgeBisector =|0 -1 0
0 1

Poznamka: Zrcadleni podle osy x.

cos2p  sinZp 0
reflectHypotenuse =| sin2p —cos2p 0
0 0 1

&

—cosh2g 0 sinh2q
reflectPgonEdge = 0 1 0
—sinh2g 0 cosh2q

40




Rotace skladame z reflexi:
Uhel rotace

rotateP = reflectHypotenuse - reflectEdge Bisector 2
P

AN

Uhel rotace

I

iz

rotateQ = reflectPgonEdge - reflectHypotenuse p

>

41

rotateEdge = reflectEdgeBisector - reflectPgonEdge

Uhel rotace

Vrstvy mozaiky

Nulta vrstva mozaiky obsahuje pouze centralni p-gon.

Mozaika je rozsifena z k-té vrstvy do vrstvy k+17 zrcadlenim nebo rotaci motivu (dle prislusné grupy
symetrii) podél hran a vrcholl spoleénych obéma vrstvam.

Proces muze teoreticky trvat donekoneéna, prakticky staci ¢tyfi az pét vrstev.

Priklad vrstev mozaiky {6,4}:

42

Replikacni algoritmus

Chceme-li vykreslit k dané dlazdici jejiho souseda z vyssi vrstvy, musime nejdfive fundamentalni
oblast premistit transformacemi k hrané, ve které spolu obé dlazdice sousedi.

Pro jednoduchost vykresleme dlazdice s motivem obsahujicim jen zobrazeni fundamentalni oblasti.

mozaika {6,4}

43

Fundamentalni oblasti a grupy symetrii podle D. Dunhama (Autor ukazek R. Charvat)

Grupa symetrii [p, q]

Fundamentalni oblast tvori pravouhly hyperbolicky trojuhelnik SCB.
Grupu symetrii [p, q] tvofi transformace:
-zrcadleni podle hrany dlazdice (AB)
-zrcadleni podle osy hrany (SC)
-zrcadleni podle spojnice (SB)

g

-}

o
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Grupa symetrii [p, g+

Fundamentalni oblast tvofi hyperbolicky trojihelnik SBA.
Grupu symetrii [p, q]+ tvori transformace:

-rotace fadu p kolem stfedu dlazdice o thel 2n/p stupiit
-rotace fadu q kolem vrcholu dlazdice o uhel 2r/q stupit
-rotace kolem stiedu hrany dlazdice o uhel 2r/2.

0 =

45

Grupa symetrii [p+, q]

Fundamentalni oblast tvofi opét hyperbolicky trojuhelnik SBA.

Aby se mozaika vykreslovala spravné, musi byt u této grupy symetrii g sudé.
Grupu symetrii [p+, q] tvofi transformace:

-rotace kolem stfedu dlazdice o thel 2z/p stupit

-zrcadleni podle hrany dlazdice AB.

—

46

Grupa symetrii [p, g+]

Fundamentalni oblast je tvaru draka, tvofi ji dva malé pravouhlé hyperbolické trojuhelniky pfilehlé
k témuz vrcholu dlazdice (SDBC). U této grupy symetrii musi byt p sudé.

Grupu symetrii [p, g+] tvori transformace:
-zrcadleni podle osy hrany dlazdice SC
-rotace kolem vrcholu dlazdice

o uhel 2n/q stupnt

47

Priklady 1: Regularni mozaiky pro rtizné hodnoty p, ¢ - nevybarvené

A={3,9}, B={4,6}, C={6,4}, D={7,7}, E={9,3}
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Priklady 2: Regularni hyperbolické dlazdéni — vybarvené dlazdice

Dualni hyperbolické dlazdéni

Pi. {5,4} PF. {4,5}

49

Priklady 3:. 3,12} 12,3}
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Kvaziregularni hyperbolické dlazdéni
Podobné jako v Euklidové roviné miZeme spojovanim stiedu stran p-thelniku
regularniho dlazdéni vytvorit kvaziregularni dlazdéni.

PF. kvazi-{5,4} PF. kvazi-{3,7}

Ruzné vybarveni (nevybarveni) p-thelniki dava dal$i moznosti.
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KRUHOVE LIMITY M. C. ESCHERA (studuje a doplfiuje je D. Dunham 1981)

Nejvétsi reklamu hyperbolickym mozaikam udélal M.C. Escher ,,kruhovymi limitami.

Podnicen setkanim v roce 1954
s H. S. M Coxeterem vAmsterodamu,
a ¢lankem ,,Crystal Symmetry

and Its Generalisations*.

Eschera zaujal obrazek
trojuhelnikového dlazdéni
v hyperbolické roviné.

trojuhelniky 30 — 45 -90.
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Kruhova limita — Ryby Circle Limit1 {6,4} 1958

‘M. C. Escher's "Circle Limit I" © 2003 Cordon ATt pynhamova rekonstrukce — centralni dlazdice
B. V.-Baamm-Holland. All rights reserved.
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Ctyibarevna Escherova kruhova limita — Ryby

Circle Limit 3 {8,3}

Dunhamova varianta {10,3}

Escherova kruhova limita IV - Dabli a andélé {6,4} varianta Radka Charvata
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Komunikaéni okna programu
Radka Charvata
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M. C. Escher nemél poc¢ita€, jak konstruoval své mozaiky? Pf¥. Konstrukce regularni hyperbolické mozaiky tvofené trojuheniky (p, q, 2),

. L 3 ) » i Zadejme trojuhelnik o vnifnich ahlech 7/7, Tt/4, Tt/2

Historicka pomocna konstrukce pomoci kruZitka a pravitka Zaciname stfedem Poincarého disku O, vrcholem pomocného p-thelnika A a Ghlem p = 7/7.
Limitni kruznice vyplyne z konstrukce.

Podrobny rozbor viz. lit.:

Chaim Goodman-Strauss:
,Compass and Straightedge in the
Poincaré Disk*

The Matematical Association

of America, January 2001,

pp. 38 — 49.

Pomocna konstrukce H. S. M. Coxetera,

(scaffolding), AL
ktera inspirovala Eschera. R
P
Poznamka:
Chce to velky arch papiru a trpélivost!!!
A

trojuhelniky OQP a PQR maji vnitfni uhly /7, /4, Tt/2
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Vyuzijeme symetrie: Nyni potfebujeme hyperbolickou usec¢ku BC.
Hledame jeji pol P.
Ziskali jsme prvni vrstvu mozaiky

Konstrukci pruseciku zlepsi
skutecnost, ze P lezi na symetrale

Ghlu p = 777.

Pripomerime:

Poly hyperbolickych pfimek

(kruznic uvnitf disku), které se protinaji
v jednom bodé&, maji spole€nou polaru
(lezi na jedné pfimce vné disku).

Stejné jako drive
pokracujeme rotaci kolem bodu C:

Dalsi vrstvu ziskame nasobnou rotaci
kolem A o T/7:

Ziskali jsme treti vrstvu:
atd. ...

Zobecnéni - viz. Ch. Goodman-Strauss.

Ziskali jsme druhou vrstvu:
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