
Modulární mozaikové vzory

Modul je vytvá en spojením n kolika dlaždic s jednoduchým motivem. 

S. Truchet (1657 – 1729)

Dlaždice Trucheta má extrémn  jednoduchý motiv a p esto vytvá í bohaté vzory.
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Takové vzory jsou známé z r zných ástí sv ta již z doby p edhistorické (viz Jablan). 

Hledáme vhodný algoritmus pro generování modul .

2

V roce 1976 p ichází S. H. Cullinane s teorií koso tverce, který zajímal pro svoji 
bohatost symetrií  již Platona. 

               Obálka knihy 
Platon v koso tverec                               S. H. Cullinana 

Teorie koso tverce se stává ákladem
pro ešení ady úloh.

z
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Generování modul  transpozicí

Základem je Platon v koso tverec, resp. matice 2x2
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 dlaždic s diagonálním motivem 

Permutace
ranspozicí
tverc

vytv
24 m

t

o í
odul .



Permutace matice 4x4 jsou bohatší, protože jsou dány 18 možnými transpozicemi ádk ,
sloupc  a kvadrant základního vzoru.

 Základní vzor

Permutace v matici 4x4 vytvá ejí 322 560  modul .

P . Modul sekvence gfqd
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Mozaiky konstruované geometrickou substitucí 

ahrazení geometrického primitivního prvku
i geome rick mi rimitivy.

Jednoduchá
substituce:

Geometrickou substitucí budeme rozum t n
jiným t ý p
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(A. Glassner a další)
Algoritmy geometrických substitucí 

Substituce klonováním  nahrazuje vstupní geometrický objekt (p . n-úhelník) jedním nebo

primitivy, které jsou geometricky podobné vstupnímu objektu.

tituce mutací

více objekty - 

Subs   nahrazuje vstupní objekt geometrickým objektem jiného typu. 

Nový (výstupní) tvar není nutn  podobný vstupnímu tvaru. 

Substitu ní pravidla (primitivy) 

Substitu ní pravidla ur ují geometrii výstupního mnohoúhelníka P’ jako funkci vstupního 
mnohoúhelníka P. Sou asn  definují „mrtvé a živé oblasti“ a orientaci mapování.

Mapování primitiva do cílového trojúhelníku i s trojúhelníky obsaženými v primitivu.

Algoritmy - funkce pro konstrukci substitu ních pravidel 

Konstrukce vycházejí z vrchol  cílového n-úhelníka: 
Pro každý vrchol Vi exi dle dohodnutého po adí.

)

stuje jeho p edch dce Vi-1 a následník Vi+1 ,po

Vytvo ení nového vrcholu na hran (resp. na stran  ve 2D) - funkce EV(

.

Koeficient  je skalární hodnota v intervalu   <0, 1>.

Vstup  : vrchol Vi, vrchol Vi+1

i

V i = EV(Vi, Vi+1, )

EV(Vi, Vi+1, ) = ( Vi+1) + ((1 - )Vi)

P .  Pro = 0,5

i i+1 i+1 i

Funkce EV (edge-vertex) ur uje umíst ní nového vrcholu V i na hran  n-úhelníka 

na základ  dvou sousedních vrchol  Vi, Vi+1 a koeficientu 

, koeficient .

Výstup : nový vrchol V

EV(V , V , 0,5 ) = (0,5V ) + ((1 – 0,5)V )  nový vrchol p lí hranu. 
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P i definici n-úhelník  pomocí funkce EV bude záležet na volb  po adí vrchol

(první dva parametry funkce).

EV(Vi, Vi+1, ) = ( Vi+1) + ((1 - )Vi)

P íklad:  = 0.25, 0,5, 0,75 

Namapování primitiva do cílového n-úhelníka bude závislé na ur ené orientaci hran.

P íklad orientace n-úhelník  v primitivu
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Definice všech vrchol  primitiva z minulého p íkladu:

F1 = EV(A, C, )

Poznámka: ol A lze definovat pomocí funkce EV jako: A = EV(A, cokoliv, 0),

ení vrchol  obecného polygonu. 

Zavedeme funkci, která zkonstruuje ze zadaných vrchol  polygon. 

D1 = A 

E1 = EV(A, B, )

D2 = B 

E2 = EV(B, C, )

F2 = EV(B, A, )

D3 = C 

E3 = EV(C, A, )

F3 = EV(C, B, )

Vrch

stejn  tak i vrcholy B a C. Funkci EV lze použít pro ur
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Funkce konstruující polygon vpoly (V1, V2, ..., VN), kde Vi jsou vrcholy tvo ící polygon. 

z píšeme jako:

vpoly(A, EV(A, B, ), EV(A, C, ))

, A, ))

poly(C, EV(C, A, ), EV(C, B, ))

P ezna me vrcholy A,B,C jako indexované V1, V2, V3 : 

vpoly(V1, EV(V1, V2, r), EV(V1, V3, ))

2 2 3 2 1

vpoly(V , EV(V , V , r), EV(V , V , ))

Vrcholy tvo í posloupnost, která je kruhov  vázaná.

éto skute nosti využije další funkce,která postupn  vyhodnotí své parametry pro všechny 
vrcholy Vi  v cílových n-úhelnícíh.

Pak definici primitiva z p íkladu a

vpoly(B, EV(B, C, ), EV(B

v

vpoly(V , EV(V , V , r), EV(V , V , ))

3 3 1 3 2

T
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Funkce vloop( ) pro opakování díl í konstrukce

Funkce vloop(a, b, c, … ) v každém kroku vyhodnotí parametry  a zvýší indexy vrchol ,

po p e ení pokra uje znovu od prvního indexu a kon í po projití všech N index .

P íklady pravidel:

 roh  = vloop(vpoly(Vi, EV(Vi, Vi+1, ), EV(Vi, Vi-1, ))

Výpln  roh

 pro 0.25, 0.5, 0.75

Vepsání = vpoly(vloop(EV(V , V , ))

ro  = 0.25, 0.5, 0.75 

et

Výpln

=

i i+1

Vepsání

p
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Jednoduchými úpravami parametr  dostaneme r zné varianty primitiv , aniž bychom museli 
m nit jejich definici (viz implementace). Zavedeme poslední funkci, která dovolí definici
vrcholu n-úhelníka i mimo hranu. 

Kombinovaná hranová funkce EC( )

Funkce EC je vlastn  dvojitou aplikací funkce EV.

Vi,  Vi+1, 1), 2).

Hv i i+1 i-1 i i+1 ))

Složená funkce: V 2 = EC(Vi-1, EV(

zda = vloop(vpoly(V , V , EC(V , EV(V , V , 0,5), 

Hv zda

pro  = 0.25, 0.66, 0.75 

Funkce EC definuje bod kdekoliv uvnit  n-úhelníka a nepot ebuje další pomocné body 
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vací substituce

Insc

Inscribe: poly(vloop(EV(Vi, Vi+1, )))

i, Vi-1, ), Vi, EV(Vi, Vi+1, ))

C

o mnohoúhelníky

 mnohoúhelníka Vi , t žišt  C a st edových bod  M. 

T žišt  C je dáno mnohoúhelníkem, st edové body M získáme funkcí EV(): 

Vstup :  vrchol Vi, vrchol Vi+1

 Zápis :  M’i  EV(Vi, Vi+1, 0.5)´ 

y  a pro umíst ní vrchol  na hranách. 

 Hodnoty  a  jsou navzájem disjunktní.

Glassnerovy klono

ribe, Corners, CutCorners:

Corners: vloop(poly(EV(V

ut Corners: poly(vloop(EV(Vi, Vi-1, ), EV(Vi, Vi+1, ))

Pravidla pr

Pravidla používají vrchol

 Výstup : vrchol (st ední bod hrany) 

Dále Glassner zavádí dva skalární koeficient
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Pak definoval množinu funkcí:

VPi  EV(Vi, Vi-1, VM)

VMi  EV(Vi, Vi+1, VM)

V

i  EV(Mi, C, VC)

V

V

MCi  EV(Mi, C, MC + MC)

rický význam rovnic:

Využitím uvedených funkcí  konstruoval Glassner složit jší substitu ní pravidla: 

Ci  EV(Vi, C, VC)

MC

Pi  EV(Vi, Vi-1, VM + VM)

Mi  EV(Vi, Vi+1, VM + VM)

VCi  EV(Vi, C, VC + VC)

Geomet
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Substituce Dilate, Frame, Fan a Star

Star    : vloop(poly(Vi, VMi , C), poly(Vi, MCi+1 , C)) 

j -úhelníky nemají triangula ní pokra ování !!!

Dilate  : poly(vloop(VCi ))

Frame : vloop(poly(Vi, VCi , VCi-1 , Vi-1))

Fan     : vloop(poly(Vi, VMi , C)) 

Glassnerovy muta ní substituce 

je é nZa azu e na konci, protože obecn

Muta ní substituce se zachovanou triangulací 
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Abychom nemuseli d lat dodate nou triangulaci útvaru vzniklého po aplikaci muta ních
pravidel, zavedeme podmínku, že primitiv se musí skládat pouze z trojúhelník .

ádné omezení:

Pokud bude barva ar i výpln  stejná, pak trojúhelníky nebude vid t.  Nadále bude zachována 
rojúhelníková sí , na kterou m žeme znovu aplikovat libovolné substituce. Vhodné st ídání
lonování a mutací m že vytvo it další zajímavé výtvarné efekty.

Tato podmínka nep edstavuje ž

P .

Glassner v

primitiv M4 

t
k
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Vytvo ené programové vybavení 
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Okno návrhá e substitu ních primitiv    DP – Martin Horák 1999/2000 
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Okno návrhá e substitu ních primitiv    DP – René Novotný  2000/2001 
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Konstrukce primitiv se t emi trojúhelníky a zápis v programu PRI
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Soustava substitu ních pravidel R. Novotného: 
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Hlavní okno programu R. Novotného 

2323

Tvary vstupních objekt :

Okno pro definování vstupních a výstupních parametr .

                                               Okno pro vstup muta ních substitucí a náhodný výb r primitiva. 
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P . Kombinace substitucí: 
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Ukázka aplikace substitucí

vin                                                    mozaika na kouli mozaika v ro

P . Variace v 3D
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Mozaika origami je geometricky ur ena n kolika základními trojúhelníky 

P .  Dvojice pravoúhlých trojúhelník tvercového modulu „startovacího papíru“

Poznámka:  Podobn  m žeme dekomponovat ostatní startovací moduly
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Nová (neeuklidovská) geometrie – kolem r. 1825 

Otcové: Karl Friedrich Gauss, Janosz Bolyai a Nikolaj Loba evskij

 Hlavní „novoty“: 
Sou et úhl v trojúhelníku je menší než 180°. 

 Bodem lze vést nekone né množství rovnob žek k dané p ímce atd.

P ipome me:   Existují jen t i regulární dlážd ní v Euklidov  rovin {4,4}; {3,6}; {6,3},
                     {p,q} je Schläfliho symbol – q p-úhelník  se dotýká ve spole ném vrcholu.

Podmínky geometrií: 1/p + 1/q = 1/2  -  Euklidova 

1/p + 1/q < 1/2  -  hyperbolická 

1/p + 1/q > 1/2  -  eliptická 

a:
olový úhel p-úhelníka platí =360°/q, sou et vnit ních úhl  je tedy p360°/q.

Rozložíme-li p-úhelník na trojúhelníky, pak pro sou et úhl  platí (p - 2)180° 
 a odtud p360°/q = (p - 2)180°. D líme p360° a p idáme 1/p, dostaneme podmínku geometrií.

Podmínkou konstrukce hyperbolických mozaik je znalost p íslušných grup symetrií 
a jejich transforma ních matic (nic nového!).

Poznámk
Pro vrch
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Poincarého disk

Hyperbolický prostor neumíme p ímo reprezentovat v Euklidov  prostoru. 
Tento problém eší n kolik model .

Poincaré modeluje hyperbolický prostor
konformním zobrazením dovnit
kruhového disku.

Objekty v obou prostorech jsou si
„zhruba podobné“.

P ímky se deformují v kruhové oblouky 
protínající disk pod pravým úhlem.

Rovnob žky se protínají na obvodovém 
disku, …atd.

Tato geometrie p ináší mozaikám nové výtvarné možnosti.
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Poincaré-Minkowského zobrazení 

Weierstrass v (Minkowského) model hyperbolického prostoru 

Bod X v trojdimenzionálním ován jako X = [x1,x2,x3].
Na X se dá pohlížet jako na vektor z po átku sou adnic O = (0,0,0)  do X = [x1,x2,x3].

.

2
+ x 2

– x 2
= -1

Hyperbolický bod X navíc spl uje x  > 0, takže každý hyperbolický bod bude ležet na horním

sou adném systému je defin

Definujeme hyperbolický skalární sou in vektor X a Y jako <X, Y> = x1y1 + x2y2 – x3y3

Hyperbolický prostor je reprezentován množinou bod X, Y, pro které platí <X, Y> = -1,
což dává v euklidovském prostoru E3 dvojdílný rota ní hyperboloid o rovnici x1 2 3

pro x3 >= 1.
3

dílu hyperboloidu ozna eném H2.
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Trojdimenzionální Weierstrass v model m žeme projekcí p evést na na Poincarého kruhový model
st edovou projekcí hyperboloidu do bodu [0,0,-1], p i níž jako pr m tna slouží rovina xy.

protne rovinu xy a tento pr se ík B je odpovídajícím 
odem Poincarého disku.

Poincaré-Minkowského zobrazení:

ro zp tnou projekci bodu B = [x, y] ležícího uvnit  Poincarého disku na hyperboloid platí: 

Existence uvedených p evodních vztah  je základním p edpokladem pro konstrukci 
hyperbolických mozaik.

Každý bod A hyperboloidu p i promítání
b

Sou adnice B ze sou adnic A získáme pomocí

yxzyx ,,,
zz 11

P

yxyx 22
122

pro
sss

1syx ,,, 22 yx
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Konstrukce hyperbolického dlážd ní ( D. Dunham, R. Charvát a další)

tiity p-úhelníkových dlaždic 

Poznámka: Pro zjednodušení zápisu zavedeme substituce.

Nejd íve musíme zapsat vrcholy, hrany a pomocné geometrické en
pomocí funkcí, které budou mít v argumentech hodnoty p a q.

Pak sestavíme transforma ní matice pro manipulaci s dlaždicemi. Užit tran f rm ce
stejn  jako u Eulerových mozaik vzor mozaiky, tedy p íslušná grupa symetrií

é s o a definuje
.

tapetových mozaik bud u dlaždice dekomponovatelné na fundamentální oblasti.Jako d íve u o

Fundamentální oblasti jsou manipula n  omezeny stejn  jako celé dlaždice, vybranou grupou 
ymetrií (vzores m mozaiky). S výhodou je využijeme pro definování transformací. 
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Obecná trojúhelníková fundamentální oblast dlaždice

P . Celý motiv hyperbolické dlaždice
              a jeho fundamentální oblast: 

Bod S[0,0] je st ed Poincareho disku

0,0]
e nazývá centrální p-úhelník. 

Dlaždice se st edem S[
s
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Transforma ní matice fundamentální oblasti 

                Poznámka: Zrcadlení podle osy x. 

Reflexe:



Rotace skládáme z reflexí: 
                 úhel rotace 

                                        úhel rotace

                                            úhel rotace
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Vrstvy mozaiky 

Nultá vrstva mozaiky obsahuje pouze centrální p-gon.

Mozaika je rozší ena z k-té vrstvy do vrstvy k+1 zrcadlením nebo rotací motivu (dle p íslušné grupy 
ymetrií) podél hran a vrchol  spole ných ob ma vrstvám.

Proces m že teoreticky trvat donekone na, prakticky sta í ty i až p t vrstev. 

P íklad vrstev mozaiky {6,4}: 

s
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Replika ní algoritmus 

Chceme-li vykreslit k dané dlaždici jejího souseda z vyšší vrstvy, musíme nejd íve fundamentální 
oblast p emístit transformacemi k hran , ve které spolu ob  dlaždice sousedí. 

Pro jednoduchost vykresleme dlaždice s motivem obsahujícím jen zobrazení fundamentální oblasti.

                               mozaika {6,4} 
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Fundamentální oblasti a grupy symetrií podle D. Dunhama (Autor ukázek R. Charvát)

Grupa symetrií [p, q]

Fundamentální oblast tvo í pravoúhlý hyperbolický trojúhelník SCB.
Grupu symetrií [p, q] tvo í transformace: 
zrcadlení podle hrany dlaždice (AB)-

-zrcadlení podle osy hrany (SC)
zrcadlení podle spojnice (SB)-
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Grupa symetrií [p, q]+

Fundamentální oblast tvo í hyperbolický trojúhelník SBA.
Grupu symetrií [p, q]+ tvo í transformace: 
rotace ádu p kolem st edu dlaždice o úhel 2 /p stup-

-rotace ádu q kolem vrcholu dlaždice o úhel 2 /q stup
-rotace kolem st edu hrany dlaždice o úhel 2 /2.
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Grupa symetrií [p+, q]

t tvo í op t hyperbolický trojúhelník SBA.
eslovala správn , musí být u této grupy symetrií q sudé. 

Grupu symetrií [p+, q] tvo í transformace: 

Fundamentální oblas
Aby se mozaika vykr

-rotace kolem st edu dlaždice o úhel 2 /p stup
-zrcadlení podle hrany dlaždice AB. 
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Grupa symetrií [p, q+]

Fundamentální oblast je tvaru draka, tvo í ji dva malé prav
upy symetrií m

oúhlé hyperbolické trojúhelníky p ilehlé
usí být p sudé.k témuž vrcholu dlaždice (SDBC). U této gr

Grupu symetrií [ , +] tvo í transformace: p q
-zrcadlení podle osy hrany dlaždice SC 
-rotace kolem vrcholu dlaždice 
o úhel 2 /q stup
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í mozaiky pro r zné hodnoty p, q - nevybarvené

7}, E = {9, 3}

P íklady 1: Regulárn

A = {3, 9}, B = {4, 6}, C = {6, 4}, D = {7,
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P íklady 2: Regulární hyperbolické dlážd ní – vybarvené dlaždice 

Duální hyperbolické dlážd ní

P .  {5,4} P .  {4,5}
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P íklady 3:.          {3,12} {12,3}
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Kvaziregulární hyperbolické dlážd ní
Podobn  jako v Euklidov  rovin  m žeme spojováním st ed  stran p-úhelník

R zné vybarvení (nevybarvení) p-úhelník  dává další možnosti. 

regulárního dlážd ní vytvo it kvaziregulární dlážd ní.

P . kvazi-{5,4}        P . kvazi-{3,7}
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KRUHOVÉ LIMITY M. C. E H A t u l e D. Dunham 1981)SC ER (s ud je a dop uj je

Nejv tší reklamu hyperbolickým mozaikám ud lal M.C. Escher „kruhovými limitami“. 

Podnícen setkáním v roce 1954
s H. S. M Coxeterem vAmsterodamu,
a lánkem „Crystal Symmetry

and Its Generalisations“.

Eschera zaujal obrázek
rojúhelníkového dlážd ní

v hyperbolické rovin .

trojúhelníky 30 – 45 –90.

t
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Kruhová limita – Ryby Circle Limit 1 {6,4} 1958

Dunhamova rekonstrukce – centrální dlaždice 
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ty barevná Escherova kruhová limita – Ryby 

Circle Limit 3    {8,3}                        Dunhamova varianta {10,3} 
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Escherova kruhová limita IV - ábli a and

55

lé  {6,4}    varianta Radka Charváta 
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Komunika ní okna programu 
       Radka Charváta 
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M. C. Escher nem l po íta , jak konstruoval své mozaiky? 

Podrobný rozbor viz. lit.: 

Chaim  Goodman–Strauss: 
„Compass and Straightedge in the 
Poincaré Disk“ 
The Matematical Association 
of America,  January 2001, 
pp. 38 – 49. 

Pomocná konstrukce H. S. M. Coxetera, 
(scaffolding),
která inspirovala Eschera.

Poznámka:
Chce to velký arch papíru a trp livost!!!

Historická pomocná konstrukce pomocí kružítka a pravítka

P . Konstrukce regulární hyperbolické mozaiky tvo ené trojúheníky (p, q, 2), 
lech /7, /4, /2

a ínáme st edem Poincarého disku O, vrcholem pomocného p-úhelníka A a úhlem = /7.
Limitní kružnice vyplyne z konstrukce.

                          trojúhelníky OQP a PQR mají vnit ní úhly /7, /4, /2

Zadejme trojúhelník o vni ních úh

Z
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Využijeme symetrie: 

Získali jsme první vrstvu mozaiky 

P ipo

Póly
(kruž
v jed , mají spole nou poláru
(leží

Dalš áme násobnou rotací

olem A o /7:

Získali jsme druhou vrstvu

me me:

hyperbolických p ímek
nic uvnit disku), které se protínají
nom bod
na jedné p ímce vn disku).

í vrstvu získ

k

:

59

Nyní pot ebujeme hyperbolickou úse ku BC. 
Hledáme její pól P. 
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úhlu = /7.

Stejn  jako d íve
pokra ujeme rotací kolem bodu C: 

Získali jsme t etí vrstvu

Konstrukci pr se íku zlepší 
skute nost, že P leží na symetrále 

:
atd. … 

Zobecn ni - viz. Ch. Goodman–Strauss. 


