ALGORITMY UZLU

TEORIE UZLU PATRIi TOPOLOGII
Studium uzli vychazi z abstrakce uzlového vlakna (provazce).

Zobrazeni uzlu predpoklada znalost geometrie osy vilakna - struktury zapleteni.
Pro realistické zobrazeni uzlu pouzijeme metod pocitacové grafiky.

Poznamka: Praktické aplikace modeluji viakno pomoci teorie pruznosti a pevnosti
s riznou vypocetni naroénosti (smotek struny, ... , textilni Gplet).

DEKORATIVNI UZLY, SPOJKY A PLETENCE

Diky své strukturalni komplikovanosti vytvareji uzly esteticky zajimavé kreace.
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Stiipky z teorie uzl( ( Robert G. Scharein, 1998, KNOTPLOT)

Matematickym uzlem (knot) rozumime jednoduchou uzavienou krivku
umisténou v tfidimenzionalnim Euklidovském prostoru R’.

Uzlem je i spojka (link).
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étvercovy uzel babi¢éin uzel

Poznamka: Napt. Cestina zna pleteni, proplétani, zaplétani, splétani, oplétani, vplétani, ...
uzly, smycky, klicky, spojky, svazky, Sitlry, pletence, copy ...

Prvni tlohou matematiky (resp. topologie) je rozhodnuti o ekvivalenci dvou uzl(.

Dva obrazy jednoho uzlu:




Diagram uzlu

Projekce uzlu do roviny vytvofi jednoduchou prezentaci - planarni graf, tzv. diagram uzlu.

Vrcholy grafu budou body kfiZzeni provazcu a popiseme je + (nad) a — (pod) podle dohody.

Provazce vytvori hrany grafu.
kfizeni: X \/\

Pro tento prevod definoval tfi typy transformaci (pohybu):
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diagramy.

Resp. tehdy, je-li mozné pretransformovat jeden

diagram v druhy bez pferuseni provazce.

K. Reidemeister v r. 1935 dokazal, ze dva uzly jsou
stejné tehdy a jen tehdy, maji-li stejné uzlové

P¢. Efekt transformaci

Lissajousovy parametrické uzly

z(t) = cos(nst + ¢s)
y(t) = cos(nyt + ¢y)
z(t) = cos(n,t + ¢,)

Minimalni projekce uzli

Projekci daného uzlu do roviny je mnoho a proto matematikové hledaji projekce s nejmensim

poctem krizeni.
Nelze-li jiz uzly délit na jednodussi elementy, nazyvaji se prvouzly (prime knots)
a autofi je pak zarazuji do katalogt uzlii (od r. 1927).

Katalogové prvouzly :

Podobné katalogové spojky:

%OZ% 4 g 59 g 61 : 65® 3
3 7 7 7 7 8

Na vSechny uzly a spojky vSak Reidermeisterovy transformace nestaci.
Nap¥. Freedmanuv uzel:

Spojeni dvou trivialnich uzli ,,0¢.

.. atd.




Siihiry, copy a pletence
ry, copy ap $niry o 2 az 6 pramenech
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Tyto utvary je tfeba nejdfive volnymi deformacemi zménit v uzly.

Transformace uzlu do pletence (braid) a ' a

prearanzovani ’

'(/ %
\

—

-

G_,\f'f:, NN

(

Zapis uzlh

Zapis uzla fetézci znaka

Nic moc nového! Gaussovo kédovani
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Gaussovo kédovani je omezeno na stfidani kfizeni nad a pod (+1, -1, +1, ...).

S poctem krizeni n roste délka retézce 2n .

Tuto nevyhodu odstranili H. Dowker a M. B. Thistlethwaite v r. 1983.

Dowker Thistlethwaitovo kédovani

M62] 6624] [12810 144 162 6]

611

KFizeni je zna¢eno postupné v dohodnutém sméru podél provazce 7, 2, 3, ... 2n.
Kazdé krizeni je oznaceno dvéma udaji, sudym a lichym.

DT definovali paritné reverzni mapovani p(i) proi=1, 2, 3, ..., n. Pak i a p(i) oznacuiji tentyz bod
p(p(i)) =i. Odtud p(i) =p(1), p(2), p(3), ..., p(2n =1).




Priklad DT zapisu:

Knot Diagrams from Dowker Codes

Diagram of 36 crossing knotwith Dowlker code
[40 24 10 3022 52 32 64 46 12 6 42 60 2§ 50 66 16 62 58 28 4 54 34 14 20 68 36 72 26 70 56 48 18 44 38]
To verify the code, start i the hotiom and proceed in the direction red-orange-yellow...

,Kalkul pro zaplétani“

V roce 1970 John Conway zavadi pro tvorbu uzli elementarni prvky a definuje algebraické
operace pro zaplétani.

PF. Zakladni elementy.
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Zakladni algebraické operace.

jotogupctol

(L znaéi element) souéet soucin

vysledky scitani: \/\\/\ m W

+2

Pf. elementy 3, 2 vysledek nasobeni:

2

soucin 32

A 8

abcd = (((ab)c)d

Sablony




Hledame vhodny zapis pro ,,pocitacovou konstrukci“ dekorativnich uzli.

vhodny = pokud mozno, navazujici na konstrukci mozaik
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Keltské vzory 1:

Keltské vzory 2:
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Keltské uzly a pletence.

Keltové - 4. stol. pf.n. I., ir§ti mnisi - 6. stol. n. I., ... Christian Mercat 1993-7.

Mercativ (Abbottliv) algoritmus (1997) vychazi z dualniho grafu uzlu.

Primarni planarni graf uzlu vznikne regularni projekci uzlu.
Parceluje rovinu na oblasti a vytvafi mapu grafu, kterou ,,$§achovnicovité“ vybarvime tak, ze
parcela vné neomezena bude tmava.

uzel planarni projekce uziu
primarni graf uzlu {diagram}

& &

mapa primarniho grafu
wrchol primarniho grafu

) <
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Polozime-li nové vrcholy grafu do svétlych oblasti (ok, smycek),

dostaneme dualni graf uzlu.

At hrany dualniho grafu predstavuji stény bunék.
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Definujme ¢tyfi typy hran (stén bunék):

Hrana bude typu 1, tedy kladna, kdyz provazec prichazejici zleva kfizi shora.

Hrana bude typu 2, tedy zaporna, v ostatnich pfipadech.

hrana typu 1 \ hrana typu 2 /
+ \ - /
Hrany typu 1 a 2 tedy predstavuji stény s otvorem, kterym provazce prochazeji a kde se kfizi.

Z hlediska chovani provazcu jde o stejny typ stény (sténa s otvorem).
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PF.

Trojuhelnikova
struktura grafu

jako pasova sablona.

Zavedeme treti typ hrany.

N/ } y ya N\ hrana typu 3
\ / \\ \\ 4 N\ AV (vynechana)
~

—

“I\

IVAVAVAVAN

Hrana typu 3 je vynechanou hranou (spojeni dvou vrcholu v primarnim grafu).
V této sténé bunky se provazce mijeji.
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PF. Hrany typu 3 ve étvercové strukture grafu:

Pro volnéjsi tvarovani pribéhu provazce zavedeme ctvrty typ hrany:

Hrana typu 4 neobsahuje kfizeni, tj. pfedstavuje sténu bez otvoru pro prichod provazce.

hrana typu 4
(bez kiizeni) (

Pi. Modifikace hran grafu

—
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PF. Finalni zobrazeni uzl( ve 3D Ctyruhelnikova miiz varianta 1:
Trojuhelnikova
mfiz:
27 28
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Lichobéznikova rozeta jako mfiz:
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Zapouzdieny motiv a jeho dualni graf

motiv schéma zapouzdieni dualni graf pro skladani

Hrany typu 3 prejdou v hrany typu 4 a naopak!

Priklad slozeni trojihelnikovych <]

motivi: 4: N
SR
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Technika neupIného zapouzdreni skyta dalSi moznosti.

PF. Kombinace riznych mfizek:
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Fantazii se meze nekladou (Aidan Meehan)
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Glassnertv algoritmus (Grid-oriented Knots)

Irsti mnisi - 6. stoleti, ilustrator Georg Bain 1951, A. Glassner 1999.

Uzly jsou konstruovany v pravidelné étvercové mfizce /4,v a maji vnitini a vnéjsi ¢ast proplétani:

@) (b) (©)

Jsou-li # av nesoudélna ¢isla, je uzel tvofen jednim provazcem, maji-li spoleéného délitele, tvori
uzel nékolik provazcu (uzel je spojka).
Uzel je definovan prvnim (startovnim) kfizenim ( +, - ).
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Algoritmus
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Zavedeni
prekazek 1 —I—:FSEE
(viz dFivejsi \ WY )
Steny bungk) i\ I ==\
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Umisténi prekazek ma nékolik omezeni:

Prekazky se nesméji protinat. Spojuji horizontalné ¢i vertikalné sousedni body ve své mrizce.

PF.

J

Uzel (5,4)

I

1
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Jedna z kreaci A. Glassnera
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Hadovité uzly pres hadovité mozaiky

Nahodné otacena
dlazdice:

Sebastian Truchet - 1657 - 1729
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Glassnerovy burikky Xa T

Zavedeni bunék typu X (spojovani protilehlych priichodud bunék, tj. kfizeni) a typu T (spojovani
pruchodu prilehlych stén) dovoli vytvareni ,,hada“.

buiiky X buiky T
T=
Pater
Sébastien
Truchet

Zaména : q

ey ¢ (GEEERE

1/

. A
\_/ \_/
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Orientované (smérované) skelety.

Glassner hady pfirovnava k hadicim s proudici vodou. R ] Q | I
Nahrada X za T méni smér toku, ktery musi zGstat | O |

v uzlu jednosmérny a nepreruseny.

PF. y

Konstrukce ,hada“. 4 I

zelena: ménéna K 1
burika * i |

(a) v (b)
modra: vynucena

konfigurace

Seda: zménéna
burika

(d) (e)
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Vysledny tvar je definovan startovaci burnkou:

7 G i, £
vysledky ruznych startd CJ f'\k'\ CJ fJ o) CJ f-\\-\
\\.\\k_\\.) \\J fJ f) L fJ fJ f:)
U fJ a k_\\.J a k.\kJ A
\ U/ o
f o s
PF. Keltsky uzel C,\k.\\-\ C\\\k.\ C.\k,\k.\
(nedpiny had) N r\\) \k\\*\“) N r\k)
\ (.J A l.\kJ A k.\"\.\k
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Glassner vytvoril pomocné programy — KnotAssistant
N pro strojovy navrh a ruéni dokonéeni uzlu.

> Vytvoril i mozaikovy systém se zamkovymi dlazdicemi,
které jsou autorsky chranéné (viz studijni literaturu).
Systém je modifikaci uvedené X-T vymény bunék.
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Sit' nemusi byt ¢tvercova, staci, ma-li burika étyfi stény.
sit' 2

sit' 1

(a) (b} )

PF.
Uzel konstruovany
kruhové obalce.
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Aplikaci sité bunék na rozvinuty plast’ vhodného télesa vytvorime efektni 3D uzel:

Ctyrstén krychle

Samostatnou skupinu tvofi napf. uzly na toroidu a dalsi.
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Uzel jako mozaika (a naopak)! Cile dosazeno?

Abbottiiv program Knots3D (vstupni graf uzlu)

Knots3D - ¥3.33

File Custom Help
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Abbotttiv program Knots3D (vystup 2D) Abbottiiv program Knots3D (vystup 3D)
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