FRAKTALY

S nazvem fraktal pfiSel matematik B. Mandelbrot ( IBM, Harvard univ.) kolem roku 1975.
Zahy fraktalni funkce nachazeji pouziti v fadé obor(.

Aplikace v pocitacové grafice:

Vizualni modelovani pfirodnich objektl a textur.
Typické znaky pfirodnich objektu:

Tvarova komplikovanost a fad v ,chaosu” (fractus).

Nepfehlédnutelna tvarova sobépodobnost nezavisla na méfitku.
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Pro vytvarnou bohatost a atraktivnost jsou fraktaly velkym tématem
Vytvarné informatiky (Mathematic Art).

Studium ,,divhnych“ funkci (1875 - 1925) Cantor, Peano, Sierpinski, Koch, ....

Iterace algebraickych transformaci

T: w959 d dim. E. prostor
Posloupnost bodu v prostoru

Xo =X, X1 = T(x), X2 = T(T(x)), x3 = T(T(T(X))), ...

Zajima nas: prubéh x;, atraktory, atd.

Zobecnime x a T (iniciator, generéator)

PF. Peanova kfivka ( 1890 ), N
Iterace zobrazeni Use¢ky na plochu vede
k rozporu v topologickych dimenzich.

Fraktalni objekt je tvarové nezavisly
(invariantni) na méritku.

Dimenze fraktalniho objektu (Hausdorfova)
je ostre vétsi nez jeho dimenze topologicka.

Jinou cestou se k fraktalni zavislosti dostal Richardson

Délka pobiezi Korsiky ( L. F. Richardson, 1961)

L=ka'P a=20km a=10km

Mandelbrot dava do souvislosti D a
Hausdorfovu dimenzi.

Zakladni vlastnosti fraktall si objasnime na tzv. kfivkach vypliujicich prostor.

KRIVKY VYPLNUJICi PROSTOR (SFC)
Kochova snéhova vlocka jako vzorovy priklad fraktalni funkce

D=InN/In(1/S)

D=1,2618
S$=1/3 méfitko
N=4 podcet dilit

L=1, 43, 16/9...
1 jde k nekonednu!
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Strom Zivota
Geneticky kod kFivky
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Poznamka - rozbor:

Snéhova vlocka Helge von Kocha (1906)
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Iniciator a generitor kfivky Kocha

Oznaéme [, délku elementairni Gsecky kfivky Kocha k-tého fddu, ni pocet
téchto elementarnich Gsetek, Ly obvod kiivky Kocha fédu k a Vi obsah plochy
uzaviené kiivkou.

Na zikladé definice miiZzeme stanovit tyto rekurzivai vztahy:

ID = 1

Ik

! = —, k>0

k+1 3

ng = 3
Mgy =  4ng, k>0

Lk = l,,n;,

Ly = 3

" 4

Leyi = lepy e = 3 “4n, = EL:‘. k>0

6

Vi, V3
o= Th=7
3

Vier = Vk+m'{-‘3+|, k>0

Sumaci vztahd ziskime vyrazy pro li, nx a Ly:

L = 1/3*
ngy = 3-4k
4 k
I
Po dosaseni do rekursivniho vztahu pro Vi
vi_ ¢
V"“=%+—4'F__3k_ﬂ" k>0

\/j k=1 4,‘
h=T (Mt
1=

Coi je oviem viorec pro vipodet geometrické posloupnosti s kvocientem q = 4/9
a polétednf hodnotou Sy = 1/3. Po dosaszeni do znédmého vzorce Sk = So(¢**' -
1)/(q — 1) a Gpravich dostaneme

tedy plati:

=
i
F
Ly
I
8

V = limWs= -"{5-1—3- = 0.692820323028 "

A—00

JDE NEPOCHYBNE O DIVNOU FUNKCI (,MATEMATCKE MONSTRUM®) !




Priklady kfivek SFC, které pozdéji zapisujeme pomoci prepisovacich gramatik
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Jednoduché aplikace SFC do 3D:

Hilbertova kfivka v 3D

Hausdorfova dimenze

V{snamn§ ndmecky matematik Hausdorf sobecnil v roce 1919 definici topologické
dimense. Hausdorf definoval dimensi jako sobrasen{ do mnofiny redlnych &fsel, takie
nékteré mnodiny mohou mit dimensi, kterd nenf celoXiselna. Takovy objekt neni pak
ani rovinny, ani prostorovy. Hausdorfova dimense se nékdy nazyvé fraktdlnf{ dimensi.

Na Hausdorfovu prici navésal v roce 1935 A.S.Besicovitch a pivodni definici
spiesnil. Proto je v n&které literatufe poukivén termin Hausdorfova-Besicovitchova
dimese. Pro strunost sistaneme u pivodnfho pojmenovénf.

Definice Uvafujme euklidousky prostor n-tic redingch &isel R™, kde vzddlenost
bodd z = (#1,23,...,2a] a ¥ = [11,14,..., ] definujeme vzorcem

o) =[5 (@-wp
1€ign

Primér podmnofiny U prostoru R®, pak ornadime diam(U) a budeme jim ro-
zumét &slo

diam(U) = sup{e(z,y); 2,y € U }




diam(V) = sup{o(z,y);2,y€ U }

diam je nejvétdf vzddlenost bodi z U - je-li napt. U kruh o priméru d, pak
diam(U) = d, je-li U &tverec o strané d pok diam(U) = dv/2. Ddle definujeme
§-pokryti mnofiny E jako takovy systém mnofin {U; i = 1,2,...,m} pro ktery
plati:

(i) B je podmnofinou sjednoceni mnofin Us: EC Uy UULU...UUn

(ii) Viechny mnofiny majf polomér meni nef §: diam(U;) < &

Nech? nynf E omnaluje mnofinu, jejif dimenze nds zajimd. Zvolme libovolné
néjaké s > 0 a osnacme

H(E,+,6,{U}) = ) [diam(Ui))*

1€i<m

kde { U} je néjaké §-pokryti mnoziny E.

Uvaiujme ddle véechna moind &-pokryti mnosiny E a oznacme H(E.s.d) nej-
vétsi dolni hranici viech cisel H(E,s,8,{U}) 4.

H(E.s,8) = inf(H(E,s,d,{U}),{U})

Jestlize budeme n;m;‘ zjemnovat pokryti mnosiny E, tj. budeme zmensovat para-
metr &, hodnoty H(E,s,d8) porostou k néjaké limitni veliciné (ne nutné konecné),
kterou oznadime H(E,s), tedy

H(E,s) = }il‘r.l) H(E,s,6)

je moino dokd:=at, 3e eristuje jediné cislo dim(E) pro které plati

H(E,s) = <00 pro N <s <dim(E)
H(E,s) 0 dim(E) <s <

Cislo dim(E) se nazgjvd Hausdorfovou dimenzi mnoZiny E.

Dimenze a sobépodobnost

Dimenze D Déleni MEéritko

1 Ndila s

2 Ndili = Ns?=1

3 N dila s=ﬁ Ns® =1

Obecné Ns°=1

D log N
log %

Veli¢inu D nazveme fraktalni dimenzi.
Presné je fraktalni dimenze definovana Hausdorfem (Hausdorf — Bezicovitchova dimenze).

Experimentalni uréeni fraktalni dimenze - "pocitani étverecka”

Uréime pocet &ernobilych étvercd (Naw)

pro rizné velikosti ¢tverce pokladané sité £= 1/r.
Vyneseme zéavislost logaritmu podtu &tverch (Ngw)
na reciproké hodnoté logaritmu velikosti sité In (1/r).

Ny (e)=K, -5,
£ je velikost strany &tverce

K je tzv. fraktalni mira (usek naosey)




—
N

10 -

In(N gy )

[) — 1.75 7() (strmost)

0

Paul Bourke - 1993
experimentalni uréeni fraktalni dimenze kfivky Kocha

log{4)log(3) = 1.262
-] logi{l/a) N(s) log(N(s))

4  -1.38629 1234 7.11802 .

6§ -1.79176 798 6.68211 .

8 -2.07944 597 6.39192 i

12 -2.48491 358 5.88053 )

16 -2.77259 251 5.52545

24 -3.17805 159 5.0689 e
32 -3.46574 115  4.74493

50 -3.91202 54 3.98898

64 -4.15888 49 3.89182

100 -4.60517 25 3.21808 1.22 (3.6%)

Chyba pocitani ¢tverecki je prijatelna !

PF 1:

Fraktalni analyza obrazt
Jacksona Pollocka

Po separaci barev
pocitame ctverecky.

Vysledek:

Pi 2. Test pravosti NonPollock:

Sobépodobnost

NonPollock: Pollock:

Vysledek ©° |

Pollock
NonPallock

strana étverce 10MM
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ESTETIKA VETVENI (vystupem BIOART, metodou FRAKTALY)

Graftaly - algoritmy vétveni (algoritmy nasobici data)

Koncepce:

=
e

Koncept 1. generace . 2. generace 3. generace 4. generace
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ALGORITMY VETVENI | 0
1
Primitivni kédovani vétveni: C\‘ 403
Pfiklad jednoduchého zapisu: ‘ 0 1
0 koncovy usek (pupen) / 403
1 vétvicka (elementarni usek) , O\ ‘ 1
2 .. 1 0 N
3 navrat do mista vétveni o ‘ 1
4 misto vétveni L a ‘ ] \T
5 misto nahodného sméru vétvicky B 403 \‘ /3 1
6 misto vétveni R w0 1 T / 416031403103
atd 603 | 1
o e
Y
616031403103
Zakon ristu - kéd vétvicky: ‘ o
0 0. generace ‘ 1
16 0 314 0 31 0 1. generace
116 3114 31 2. generace

atd.
Moderni grafické interprety pracuji se zapisem vétveni prepisovacimi gramatikami:
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L-systém a piepisovaci gramatiky

A. Lindenmayer, P. Prusinkiewicz, J. Hanan, ... B. Benes, D. Stuchlik, M. Psota, M. Kolka a dalsi

Deterministicky bezkontextovy L-systém

Je dana uspoiadana trojice G =[V,P,S]

V ... je kone¢na abeceda symbolii A, B, X ...
P ... je kone¢na mnoZina pravidel A > o; A € V; o € V¥
S...jeaxiom: S#g; Se V'

JestliZze je A - a € P, kde a € V*, pak neexistuje A > 3 € P:  #a, B € V¥ —determinismus.
Derivace = Fetézce o. € V* znamena paralelni piepsani vSech symbolii X € o Fetézei y z mnoZiny
pravidel P, kde X —y € P.

Derivaéni hloubka je pocet iteraci = (pFepisovani se vétSinou omezuje stanovenim poc¢tu opakovani).

Vygenerovany ietézec se nasledné graficky interpretuje (Zelvi grafika — 2D, 3D).

23

Zelvi grafika (2D, 3D)

Zelva je reprezentovana svym stavem
tj. polohou a orientaci v kartézském souiradném systému
(p¥ip. Sifkou a barvou Kresliciho pera).

Orientace ve 3D je definovana pomoci navzajem kolmych vektoru jednotkové délky H(eading), L(eft), U(p).
Rotace Zelvy je vyjadiena rovnici:

cosa sina 0

R, (a): —-sina cosa 0
kde R je matice rotace 3x3. 0 0 1
U 1 0o o ]

<> R Rﬂ(af)= 0 cosa -sina
+ |- [0 sina  cose |

[HHL U]=[HL U]R,

- & (coso: 0 -sina]
'-“_C,. Rfa)=| 0 1 o
|sine 0 cose |

24




Deterministicky bezkontextovy L-systém
Priklad - Kochova viloc¢ka:

G=[{S,F,—+,{S>F-—-F--F,F5F+F--F+F,+> +,-—>-},8]
1. derivace S=»> F—--F--F
2.derivace F--F--F= F+F—--F+F--F+F--F+F--F+F--F+F
dodefinujme
+ ... otofeni 0 60° doprava
— ... otoceni 0 60° doleva
F ... posun dopi‘edu (o zvolenou délku d)
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Zavorkové L-systémy (systémy se zasobnikem)
Obohaceni L-systému o zasobnik, ktery slouZi k uloZeni pozice Zelvy.
Zapis:

[ ... uloZeni stavu do zasobniku

] ... vyzvednuti stavu ze zasobniku a nisledn4 aktualizace Zelvy

Priklad 1. Priklad 2.

Graficka interpretace Fetézce F[+F]F :

'_ﬂ".o
i¥g itk
WS‘- /
oo *|u
F [ + F 1 F
Angle
0=16°
Axiom
F+++F
Rule

FF+F-[-F+F+F]+[+F - F-F]
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Oteviené L-systémy

Otevienosti rozumime schopnost obousmérné komunikace ,,generovaného objektu“ s okolim
(p¥. modelovani ristu rostlin).

Tyto systémy jsou rozSiFené o tzv. komunika¢ni moduly, které slouZi k prenaSeni informaci mezi
piepisovanym Fetézcem a okolim:
Vstup informace do piepisovaciho procesu (detekce kolize rostliny s prekazkami, mnoZstvi dopadajiciho

svétla, kvalita pidy, ...
Vystup informace ven z piepisovaciho procesu (rozloZeni v prostoru, vylufovani latek ...).

Stochastické L-systémy
V mnoZiné pravidel P miiZe byt vice pravidel se stejnou levou stranou.
Napi. pro symbol A plati:

A—>o:pi;A—>dy Py .. A= 0y i Das kde A € V, a; € V¥, p; € <0,1>
pi ... pravdépodobnost, Ze se pouZije p¥i pfepisovani A pravidlo A — q; : p;

Z":pi:l
1
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Parametrické L-systémy

Parametricky L-systém pracuje s tzv. parametrickymi slovy.

Parametricka slova jsou posloupnosti modulii a moduly jsou pismena abecedy rozsiiena o parametry.

Modul ma syntaktickou podobu A(xy, ..., X,,). MnoZina parametri modulu miiZe byt prazdna, ale musi byt
kone¢ni. Modul ma ve své specifikaci formalni parametry, které nabyvaji hodnot — skute¢nych parametri
z mnoZiny realnych disel.

Z parametri je moZno tvorit aritmetické a logické vyrazy.

Formalné zapsano:
Parametricky L-systém je uspoiadana ¢tvefice G = (V, X, o, P), kde:
V je abeceda
Y je mnoZina formalnich parametri
P je kone¢nd mnoZina pravidel
o € (VxR)" je neprazdné parametrické slovo zvané axiom (B je mnoZina realnych &isel)

Pravidla p € P v parametrickych kontextovych L-systémech maji tvar:

pred cond -  succ
kde:
pred je leva strana pravidla
cond je logicky vyraz nabyvajici hodnoty 1 nebo 0
succ je prava strana pravidla

28




Priklad 4.

Priklad 3. Definujme L-systém:
A(t) : t>5 > B(t + 1)CD(t ~ 0.5, t - 2) ® = B(2)A(4,4)
pl : A(a,b) : b < 3 > A(@a*2, a+b
pravidlo s levou stranou A(t), p2 : A(a,b) : b >= 3 - B(aA(@/ b, 0)
podminkou t>5 p3 : B(a) : acx< 1 > C
a pravou stranou pa : B(a) - a >= 1 - B(a-1)
B(t + 1)CD(t ~ 0.5, t - 2).
Modul vyhovuje danému pravidlu, pokud:
Od i vysledného Feté duli i :
Pismeno v modulu se shoduje s pismenem v pred. vozent vysiedneho rettzee modut 2 axiomu ©
B(2 AG.D
Pocet parametri v modulu a pocet parametrii na levé strané pravidla jsou si rovny. i} !
B(1 B(4 A(1,0
Je splnéna podminka cond. i( ) (l« ) ! .9
B(0) B(3) AC2,1)
Pravidlo vyhovujici danému modulu miiZe byt pouZito na ,,rozbaleni® (nahrazeni) modulu v v v
o . PR . . c B(2) A®4.3)
Fetézcem specifikovanym v ¢asti succ daného pravidla. 1 !
B(1) B(4) A(1.33, 0)
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Kontextovy L-systém Priklad 5.
P¥i prepisovani symbolu se uvaZuji posloupnosti symboli na levé a pravé strané.
Definujme L-systém
Napi. o : AC(0)
Ie<A>re = o, kde a, Ic, rc € V¥, A € V p1 - AX) X =0 - FA(x+1)
p2 : F<AX) : x =1 - [-L]JFA(x+1)
Symbol A se piepiSe na a, jestliZe se vyskytuje v levém kontextu Ic a v pravém Kkontextu rc. ps - F < A(X) : x = 2 - [+L]JFA(x+1)
ps - AX) :x=3->8B
Kombinované L-systémy Dodefinujme:
Pravidla p € P v parametrickych kontextovych stochastickych L-systémech maji tvar: F posun dopiedu

id : lc <A>rc:cond > o :p

kde je:
id  ¢&islo pravidla
rc,lc pravy a levy kontext
A symbol, ktery se bude prepisovat
cond logicky vyraz nabyvajici hodnoty 0 nebo 1
o na co se A prepiSe
p pravdépodobnost pouziti daného pravidla

31

A(x) vrcholovy pupen, x je jeho stari

B
L

Y

kvét
list

probudi vrchol

— P2, p3  rusta vyraseni listi
— P4

pirechod ve kvét

Graficka interpretace:

32




Priklady podle D. Stuchlika:

Notace symbolu:

£ (a) Posun dopiedu o krok délky a.

F(a) Posun dopiedu o krok délky a; mezi piivodni a novou pozici se vykresli ¢ara.
+(a) Rotace Zelvy kolem vektoru U o uhel a.

&(a) Rotace Zelvy kolem vektoru L o tuhel a.

/ (a) Rotace Zelvy kolem vektoru H o ihel a.

[ UlozZeni sou¢asného stavu na zasobnik.

] Vybrani stavu ze zasobniku.

; (a) Nastaveni barvy kresliciho pera na a.

#(a) Nastaveni tloust’ky kresliciho pera na a.
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Piiklad ,,Vlo¢ka Kocha“
(deriva¢ni hloubka 10)

#define J 4
#define LEN 2

{ axiom: }

B()

{ pravidla: }

B(t):*:V()+(120)V(t)+(120)V( (L)

V(t):t = 0: A(LEN)

V() :t > 0:V(t-1)+(-60)V(t-1)+(120)V(t-1)+(-60)V(t-1)
A(t):*:F(b)

{\j‘ﬂ:?z S
AT
4 g,
i, "3
Elfzm;ﬂé )
Kochova vlocka
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Piiklad ,,Kvét ¢erného bezu“
(derivaéni hloubka 10)

#define ANG 3

;(DT0)

T(0) 1 6>0:#(/3)F(1*5) [E(ANG* D) T(t-1) 1 [&(-1*ANG* D) T(t-1)TF(t*5)T(0)
T() :t=0: [#(3); (A)F(V)]

L(D) :*: [&(25)T(D)]
R(E) :*: [&(-25)T(D)]

Kvét ¢erného bezu
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Piiklad ,,Preslicka ve vétru“
(derivacni hloubka 12)

#define DELAY 1
#define RATE 1.5
#define ANG 30

#define WIND 10

:(0)/(90)A(0)

A(d) :d>0:A(d-1)
A(d) :d=0:F(0.5)+(WIND) [+(ANG)A(DELAY)][+(-1*ANG)A(DELAY)TF(1)A(0)
F(1) :*:F(1*RATE)

Preslicka ve vétru

36




Pfiklad ,,Strom*
(derivaé¢ni hloubka 6)

#define DA 137.5

#define BA 40

#define BR 1.432

#define LR 1.155

#define WR 1.052

#(10)F(50)A(10)

A(W) - *:#(W)F(30) [&(BA)A(W/BR) 1/ (DA) [&(BA)A(W/BR)]/ (DA) [&(BA)A(W/BR)]
F(D) :*:F(I*LR)

#W) - *:#(W*WR)

Strom
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Pfiklad vytvarného pojeti LS:

38

Modelové pojeti LS

P. Prusinkiewicz

a jeho zZaci:

39

Kvalita programu pro modelovani je dana i kvalitou jeho komunikaéni vrstvy

PF.

Greenworks Organic Software

w.
l
i

jazyk Xfrog

e i

L]
i

18

BEX
famis
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SYSTEMY AFINNICH TRASFORMACI  (IFS - BARNSLEY, DEMKO)

IFS{T,P}
"p =

T={T, Ty,... ,Tu} Podminky - transformace méfitka < 1, zj:l J
P={P,,P,,....P,}
Zin=Ty(Z) , Zo
\
. P;
KOLAZNi TEOREM

(ATRAKTORU) A=T(A)UT,(A)U..UT,(A)

INVERZNi PROBLEM T, T,,...,T,=?

PF. :

@ A= Ti(A) T o[Xe :axi+byi+e

A As 25 - %Eig Yia| [ex;+dy; +f

Bi A As=TuA) b A

Ay s Ay A
R 2 Transformaci definuje Sest rovnic:  Tj {a;, bj, ¢j, d;, ¢, i} <= a By o Bj v

Pozndmka: REDUKCE DAT (> 1: 10 000)
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URCENIi KOEFICIENTU AFINNi TRANSFORMACE

aga+ u2b+e =7
Bla+|32b+e= |3}1
yiat+yb+te=7

iz

e |

c:lc+c:2d+f'=ﬁ2

Bic+Byd+f=B,
Yie+yd+f =7,

aidi —bjcj
p

i,
kél‘akdk by

Pozn. a=r.cos0 b=-s.sind r-méf.x @d-roty
c=r.sin0 d=s.cos® s-méf.y 6 -rot.x

42

Pro stanoveni diléich transformaci T viastné staci ,,zastupujici* trojuhelniky

Pro koeficienty a, b, ¢, d, e, f potfebujeme trojice bodt

Py =(z1,51) Q= (ug,u)

Py = (2, 13) Q2 = (13, v)

Pa=(fa,_‘1/a) Qs =(‘Ma,U3)

TP)=0 T(P)=0: T(P)=0:
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Poznamka: neuplné pokryti a prekryti vylepSuje vytvarny efekt

Barnsleyho kapradina Efekt netipiného pokryti

0.0 1.6 |-25 -25|085 0.85
0.0 1.6 49 49 | 03 034
0.0 044 | 120 -50 | 03 037
00 00 0 0 00 016

ET N e

44




aj
0.5159
0.5238
0.4762

d;
0.7500
0.5750
0.5050

89.
146.
257.

Xj4q = axj+byj +e
Yigq = oxj+dy +1

Pi
Ci
-0.2857
0.0000 Pi
0.4444 0.3879
0.2393
fi 0.3728
219.6551
0.2563
-0.9989
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RuUzné provedeni IFS (textury

46

IFS — nic nového pod sluncem:

47

Podstatné vylepseni kreaci pomoci IFS prinesl Scott Draves
- iteracemi vypocitané hodnoty podrobuje nelinearnim transformacim
- jas (resp. barvu) pixelu fidi logaritmem poctu jeho ,,navstiveni n“ béhem vypocétu

- vysledek filtruje (rozmazava)
- dovoluje prolinani obrazu
- atd.

PF. Nelinearni
Transformace

V(}()-',y)
Vl(x:y) o
Va(x,»)
V3(xsy]
V4(x:y)
Vs()-',y) =
Vﬁ(x:y)
Va(x,y)
Vs(x:}') =
Vo(x,y)
Vio(x,y)
Hulxy) =
Vl2(x!y)

I

Vao(x,y) =

(x,)

(sinx,siny)

(x/7,y/r?)

(rcos(8 +r),rsin(0+r)) ro= y/x24+y?
(rcos(26),rsin(26)) @ = arctan(y/x)

(6/?[: Tow 1)

(rsin(6 +r),rcos(6 —r))
(rsin(6r), —rcos(0r))
(@sin(mr)/m, 6 cos(rmr)/m

((cos @ +sinr) /r, (sin@ —cosr) /r)
((sin@)/r, (cos@)r)
((sin@)(cosr),(cosB)(sinr))
(rsin®(8 +r),rcos* (8 —r))

(cos(mx)cosh(y), —sin(mx)sinh(y))

Podle téchto zlepSeni realizoval Scott Draves program FLAME.
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Fraktaly v komplexni roviné
Mandelbrotova mnozina (Julia, Fatou, 1925, Mandelbrot, Douady,...1980)

PF. Kreace S. Dravese:

- — 2
Znvy =f(z) =2,° + ¢, 12
10 L J
z, ¢ jsou komplexni isla o8
06
0.4
PF. At ¢=0, 02 |
Z0 > 202 = 2o* .. m
=02
atraktor:
~04
0 pro |zo| <1 =06 |
nekone&no pro | zo| > 1 —08 |
kruZnice pro | zo| =1 —10 |
DalSi vylepSeni v programu e S Y SR e
APOPHYSIS Marka Townsenda. -4 -0 -8 -2 —06 -02 0 02 04 0608

Re

B. Mandelbrot ¢ #0, z,=0, cvar. G.Julia ¢.#0, cfix. zyvar.
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Hledame hranici Mandelbrotovy mnoziny Efekt vnorovani:

Unikovy potencial
Unikovy pocet iteraci vyznacime barvou

,Pracovni nekoneéno“ ‘Z,,| = |C| +2

Poznamka:

analogie kondenzatoru Fraktaly jsou extrémné
a "nespojité” citlivé
na parametry.
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Pripomerime: B. Mandelbrot ¢ #0, z,=0, cvar. G.Julia c.#0, cfix. zyvar.

Juliovy mnoziny jako ,atraktivni souputnici“ :
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Vypocéet Mandelbrotovy a Juliovy mnoziny

FOR EACH pixel:
REPEAT
CALCULATE Z(n) = Z(n-1)A2 + C
jterations = iterations + 1 . )
UNTIL value = infinite OR iterations > max_iterations
SET COLOR = iterations

C=a+hi
Zgy =0

Zyjy =@+ bi

Zy = (a+bi)’ +a+bi

Ziy = ((a+ bi)2 +a+bi)2 +a+bi... pomiicka : (a + bi)% = a2 + 2abi + bi®
i

Z{n}.real = (Z(n-1).real)*2 - (Z(n-1).imaginary)"2 + C.real
Z{n).imaginary = 2 * Z(n-1).real * Z{n-1).imaginary + C.imaginary

Délka vektoru = SQRT(a*2 + bA2).
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Barveni fraktalG — barevné gradienty
V kazdém bodé komplexni roviny (pixelu) je generovana fada f(z) = zy, z1 ,25, ..., Zp.

Délku Fady jsme omezili inikovym poétem iteraci i = n, kdy | z,| > R. Zpravidla R = 2.

e Zakladni kolorovani

je nejjednodussi a proto Casté.
color =g(n)
Funkce g kvantuje rozsah R, G, B

podle pouzité palety.
Palety miizeme vazat (opakovat).

Staci 256 barev,
nevyhodou je , prouzkovani‘.
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Zakladni princip barveni
- vyuziti poc¢itanych hodnot z;-z,

Pixel + zastupujici bod C(Re,/Im)
dostane barvu col(n) pron = 11.

Rz +0. 40422383 I:+0. 20522812

(i
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Pr. Editor barev Programu FRACTINT.

'diltil!ll.ll-

L
II.II-I
I..III.I
CEEEEEREN
II.I.-I! oE

Pro plny pocet barev (true color) Ize vytvaret barevny gradient prokladanim krivkou.
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Pf. Editor programu ULTRA FRACTAL

[f] Rainbow bright

Hue:

Red: ﬁ
Saturation: I203 ﬁ
= |
I |

I229
reen: IZB
I35

¥ Smocth Curves  Blue:

Position:

Index:

I'_l'_ I'_t

5
L

Luminance: |1 27

Y
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mizi prouzkovani

.u—--F-‘-“""wl'“"':lw«—F""il
o= g v g

vhodné Euklidovské vzdalenosti vyuzivajici
vypocéitanych hodnot z,.

ﬂ“? Jou 4
e e T o
O = 1L o |
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e Odhad vzdalenosti

lekllaglzul
fei

o Spojity potencial (,,v kondenzatoru)

lngizﬂ|
2]
Pro R=b

. log(log#) - logfloglz,|)
log2

MuzZeme zavést vyhlazovaci funkci n= e Izl
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o Vypocet unikového uhlu

Radu z; vyhodnocujeme v polarnich soufadnicich a sledujeme a;.

Binarni dekompozice

Spojita dekompozice

Poznamka: Podobné Ize pracovat i s odvésnami vzniklého trojuhelnika.
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o Vypocet , kiivosti fady*

Pocitame ze tfi nasledujicich hodnot:

Ul Z. = Zh_
jone l[ b x-1 :|
Zp-l ~ Ep-2

o Vypocet statistickych charakteristik apod.

Prameéry, rozptyl, ...

fraktalni dimenze, Ljapunoviv exponent
apod.

Nékdy je vyhodné podéitat inverzni hodnoty
(jsou ohranicené).
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o Vypocet pomoci Fidicich oblasti — pasti (orbit traps)

V komplexni roviné vymezime oblasti (body, usecky, kruznice, n-ihelniky apod. )
Padne-li z; do této oblasti, pak z; = z,.
Oblasti s vyhodou centrujeme k poc¢atku. Tato metoda dovoluje fadu variant barveni.

Gaussova Cisla
mohou vytvofrit pravouhlou sit’ pasti.

63

o Vytvareni 3D efektt

Soucasné pocitame tfi ,sousedni body“, tyto urci rovinu a k ni pak vypocitame normalu.
Podle polohy zdroje svétla uréime Gouraudovo stinovani.

Poznamka: S vyhodou umist'ujeme svételny vektor L do realné nebo imaginarni osy.
Pak staci paralelni vypocet jen dvou bodu.
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Doplnéni:
»Konecné atraktory“ pocitame stejné!

Sledujeme rozdil dvou po sobé nasledujicich ¢lenti fady z; . Klesne-li pod uréenou hodnotu,
vypocet fady ukonéime a bod obarvime.
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Skladani obraza s riznymi

vyfezy a prusvity vytvari dalsi
vytvarné efekty.
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Priklad monoténniho vybarveni (3 tony)

67

Priklad zakladniho vybarveni (256 barev)
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Opét jen
256 barev:
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Zname vice nez sto fraktalnich rovnic a objevuji se dalSi cesty a moznosti.

P¥. NEWTONOVA METODA TECEN JAKO FRAKTALNI ROVNICE ( ?!)

y () =)+ (x) (x-xy)

¥ \\ X = X - F(x) /T9(x k)
Pr1:
f(z)=z*-1 => kofeny +1, -1, +i, -i
flz)
zZwn = (4z 0 +1)/ (3zY)
PF2: f(z)=2"-1
Zo,2Z1,Z7,....
X3 Ty ~ & Spravna startovaci hodnota ?
Podobné dalsi vyrazy:
Zys = Asinz," MZ e komplexni ¢isla
Z1 =A(1-2zy) 2 n e realné ¢islo
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Hry P. Bourkeho:

"Vanoéni fraktaly™ P. Bourke: Wada basins (Jap.

pyramida étyf lesklych kouli v doteku

1917)
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Inverzni vypocet Juliovy mnoziny (Inverse Iteration Method )
Dopiredny vypocet z=7+c. Pfipomenme: z a ¢ jsou komplexni ¢isla
Inverzni vypoéet : iterace z == (z-¢).
Program startuje z pevného bodu vyrazu F(z) = z2+¢
z=1/2 £\(1/4 - ¢).

Poznamka: Odmocnina odpovida obecnému zapisu V(z-c) pro z =1/4.
Dostavame dvé reseni, nahodné vybirame jedno.
Uloha odpovida IFS {t, p;: i=1,2} ti=+l(z-¢), t,=-\(z-¢),

p1=p2=0,5.
Body ,,ska¢ou” po hranici mnoziny s nestejnou hustotou,

feSeni je pomalé. PF. |c | =konst.

Pf. c=-1,i: N )MQ\'E
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Pf. Nékolik voleb (cr, ci), po€et iteraci n =5 000

7, g

€ 7%
{ T 7"?.,\ 25,0
Fal P
£, I . -f:f—lh
1{' ’g”‘t # - .48176, -.53168 ;,wi“i-\;
b

,fﬂ‘ \5“:3 v S“"A?} \
R 3
%‘_N;’ v %Wﬁ‘gr [ 4
.
L
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Pf. Juliova mnozina poc¢itana inverzni metodou jako objekt 3D

Pocet iteraci 3 000

Pocet iteraci 20 000

Poznamka: Vypocet je Easto provadén v polarnich souradnicich.
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EXPANZE DO 3D

a) Analogie rozloZeni potenciilu v prstencovém poli

vy$ka h = hodnota potenciilu

Vysledkem je fidni plocha "krajina"
majici charakteristické rysy M mnozZiny.

A. Duady, J. Hubbard (1983)
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b) Juliovy mnoziny kvaterniont

Kvaterniony jsou podobne komplexnim éislim
maji 1 realnou a 3 imaginarni Casti, C=(a, bi, ¢j, dk)

nejsou komutativni  bi*cj se nerovna c*bi.
Juliova mnozia kvaternion( ma steinou rovnici, Z{n)=Z(n-1)"2+C.

U komplexnich ¢isel plati
(a, biy*2.real = a*a - b*b
{a, bi)"2.imaginary = 2*a™h

U kvaterniona plati obdobné

{a, bi, ¢j, dk)*2.real = a*a - b*b - c’c - dd
{a, bi, ¢j, dk)*2.imaginary(i) = 2*a*b

(a, bi, ¢j, dk)*2.imaginary(j) = 2*a*c

(a, bi, ¢j, dk}*2.imaginary(k) = 2*a*d

Juliova mnoZina kvaterniond je nalezena stejnym zpdsobem jako komplexni Juliova mnoZina.

Poznamka: 3D objekty ziskame projekci ze 4D, obraz generujeme pomoci metody Ray Casting
(paméti hloubky). Vhodné umisténi zdroje svétla muze zjednodusit vypocet normal pro stinovani.
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Pripomerime: Analogicky bude platit |Z|2 =a?+ b + Cj2 + dk?

Vypocet subprostoru kvaternionu (3D objektu) bude respektovat zvolené natoceni ,,scény“:
f(z)=e"2" +ec

kde 0 jeuhela c €C
parametr ¢ nemusi byt kvaternion

parametr @ specifikuje rotaci komplexni Juliovy mnoZiny
(rotace méni priseciky s imaginarnimi osami)

Pf. 1. Expanze Juliovy mnoziny f(z) =z°—1 a jeji 3D obraz po rotaci kolem realné osy
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PF. 2. Oblasti planarni Juliovy mnoziny v 3D subprostoru kvaternionu.

F(z) = 2% + 0.2809 —0.53i

Jina pozice téze mnoziny:

Kvaterniony Juliovy mnoziny Casto pocitdme inverzné a prisecik paprsku s plochou iterujeme).
Postup A. Nortona:

Hledame hranici fraktalni mnoZiny v prostorové siti
Podminky existence hrani¢niho voxelu P:

1) P je uvniti uvazované plochy

2) nejméné jeden soused je vné plochy

3) P je spojen s mnozinou startovacich bod (lezicich na plose) souvislou cestou vedouci po
hraniénich voxelech.

Strategie:

Body, které mohou byt kandidaty, jsou umistovany do zasobniku, provéfovany a Gispéiné P
vytvafeji seznam povrchovych voxeld.

Antialiasing lze provadét polopropustnosti vnéjsi vrstvy.

Fraktalni plocha je nediferencovatelna, N;
pro stinovani poéitame pomoci paméti hloubky pseudonormaly:

Alan Norton (1982)
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Kvaterniony A. Nortona
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Zobrazeni kvaternioni metodou Ray Casting (QUAT)
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Pseudofraktaly 3D (nedeterministické!)

Metoda presouvani stredniho bodu (MPD)

Modely Brownova pohybu (1828, N. Wiener 1920 a jini pozdéji)

1. f0)=0 f1)=2s
& «— RNDG
=0, of

2. (1/2) = (f(1/2) + f(1))/2 +5;
w2 =0, aif = oi/4

n. dalsi ptleni
=0 au’=aire™

Mandelbrotova modifikace
pfirozené objekty maji D =top. dim. + H
H=02az03
O_: - 0_12 (1- 22H—2) /o2Hn

Lakava moznost rozsifeni na trojuhelniky, ¢tyiahelniky
(rovinné i sférické plosky) , hodnotam fce flze pfifadit barvy ...
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Efekt parametru H:
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Metoda MPD aplikovana na trojuhelnik ve 2D

AV AV EAY)
XN AL
AR y,

SYAY-—~¢
S AU

0 ’
VAN '
JAVAVAVA -~ WAVAN
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Metoda MPD aplikovana na trojuhelnik ve 3D

varianty umisténi stredniho bodu
ve étyruahelnikové siti:

e

ﬁ T

vysledek
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Konecény vysledek
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