/10 Dukazové postupy pro algoritmy \

Nyni si ukdzeme, jak formalni deklarativni jazyk z Lekce 9 vyuzit k formalné presnym
induktivnim dikazdm vybranych algoritmd. Da se fici, ze tato lekce je ,vrcholem” v
nasi snaze o matematické dokazovani algoritmi v informatice.

f(3) — if 3 then 3 x f(8 — 1) else 1 fi — 3* f(8—-1) —
3 f(2) — 3 x (if 2 then 2  f(2 — 1) else 1 fi) — 3x (2% f(2—-1)) —
3% (2= f(1)) — 8% (2 (if 1 then 1 % f(1 — 1) else 1 fi)) — Bx(2*(1x f(1—1))) —
3x(2*(1xf(0))) — 8% (2 (1+(ifO then 0 % f(0O—1)else 1 fi))) > 3% (2% (1x1)) —
3% (2x1) — 3 %2 — 6

Strucny prehled lekce

* Dukaz indukci s ,fixaci parametrd”.
* Diikaz indukci vzhledem k souc¢tu parametri.

* Dikaz indukci se ,,zesilenim tvrzeni“.
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/10.1 Technika ,,fixace parametru*

Priklad 10.1. Uvazme deklaraci A obsahujici pouze rovnici

g(z,y) = if z then y + g(x — 1,y) else O fi.

Véta. Pro kazdé m,n € N plati g(m,n) —* z, kde z=m - n.

Dukaz: Budiz n € N libovolné ale pro dalsi Gvahy pevné. DokaZzeme, Ze pro kazdé
m € N plati g(m,n) +—* z, kde z = m - n, indukci vzhledem k m.

e Baze m = 0. Plati g(0,n) — if 0 thenn+ g(0 —1,n) else O fi — 0.
e Indukcni krok. Necht m 4+ 1 = k. Pak

g(k,n) — if k thenn+ gk —1,n) else 0 fi — n+g(k—1,n) — n+g(w,n),
kde je w = m. Podle I.P. plati g(w,n) —* u pro u
n+g(w,n) —* n+u — v, kdev=n+(m-n)= 1
jsme dohromady hotovi s ditkazem ¢g(k,n) —* v.




/10.2 Technika ,,indukce k sou¢tu parametru* \

Priklad 10.2. Uvazme deklaraci A obsahujici pouze rovnici

g(x,y) = if « then (if y then g(x — 1,y) + g(z,y — 1) else O fi) else O fi.

Véta. Pro kazdé m,n € N plati g(m,n) —™* 0.

Tvrzeni této véty primo nelze dokdzat indukci vzhledem k m, ani indukci vzhledem
k n, nebot u Zddného z m,n nemame zaruceno, ze se vzdy zmensi. 'Dikaz Ize ovsem
postavit na faktu, Ze se vzdy zmensi alespon jeden z m, n, neboli se vzdy zmensi soucet
m a n. To znamend, ze vySe uvedené tvrzeni nejprve preformulujeme do nasledujici
(matematicky ekvivalentni) podoby:

Véta. Pro kazdé i € N plati, ze jestlize i = m + n pro kterdkoliv m,n € N,
pak g(m,n) —™* 0.

Duikaz indukci vzhledem k i: Baze ¢+ = 0 znamend, ze 0 = m +n pro m,n € N, neboli
m = n = 0. Dokazujeme tedy, ze ¢(0,0) —* 0. Plati

g(0,0) +— if O then (if O then g(0 —1,0) + ¢(0,0 — 1) else O fi) else O fi — O.
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/ Indukéni krok. Necht i+1 = m+n, kde m,n € N. Nyni rozli$§ime tfi moZznosti (z nichv\
prvni dvé jsou svym zplsobem jen rozsifenimi pfedchozi baze indukce):

e Pro m =0 plati

g(0,n) +— if O then (if n then g(0 —1,n) 4+ g(0,n — 1) else O fi) else O fi — O.

e Prom > 0,n =0 plati

g(m,0) +— if m then (if 0 then g(m — 1,0) + g(m,0 — 1) else O fi) else O fi +—
— if 0 then g(m —1,0) 4+ g(m,0 — 1) else O fi — 0.

e Prom > 0,n > 0 plati
g(m,n) — if m then (if n then g(m — 1,n) + g(m,n — 1) else 0 fi) else O fi +—
— if nthen glm — 1,n) + g(m,n—1) else 0 fi — g(m—1,n)+g(m,n—1).
Podle I.P. plati g(m —1,n) +—* 0 a souc¢asné g(m,n—1) —* 0, proto

glm—11n)+g(mn—1) —* 0+gmn—1) —* 0+0 — 0.

Tim jsme s diikazem matematickou indukci hotovi. O
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/ Zajimavéjsi verze \

Priklad 10.3. Uvazme deklaraci A obsahujici pouze rovnici

g(x,y) = if « then (if y then g(x — 1,y) + g(z,y — 1) else 1 fi) else 1 fi.

Véta. Pro kazdé m,n € N plati g(m,n) —*k, kde k = (") (kombina&ni
gislo).
Toto tvrzeni opét budeme dokazovat indukci vzhledem k i = m + n.

Vzpoméiite si nejprve na zndmy Pascaliv trojuhelnik kombinacénich Cisel, ktery je defi-
novany rekurentnim vztahem

a+1\ a 4 a
b+1) \b+1 b) "
Nepfipomina to trochu nasi deklaraci? Je vSak tfeba spravné , nastavit” vyznam para-

metri a, b.

Duikaz indukci vzhledem k i: Baze © = 0 znamend, ze 0 = m +n pro m,n € N, neboli
m = n = 0. Dokazujeme tedy, ze ¢(0,0) —* 1. Plati

g(0,0) +— if O then (if O then g(0 —1,0) + ¢g(0,0 — 1) else 1 fi) else 1 fi — 1.

\_ W




/ Indukéni krok. Necht i +1 = m +n, kde m,n € N. Opét rozli§ime stejné tfi moznosti:

e Pro m =0 plati

g(0,n) +— if 0 then (if n then g(0 — 1,n) 4+ ¢g(0,n— 1) else 1 fi) else 1 fi — 1.

e Prom > 0,n =0 plati
g(m,0) +— if m then (if O then g(m — 1,0) + g(m,0 — 1) else 1 fi) else 1 fi +—
— if 0 then g(m —1,0) + g(m,0 — 1) else 1 fi — 1.

e Prom > 0,n > 0 plati
g(m,n) — if m then (if n then g(m — 1,n) + g(m,n — 1) else 1 fi) else 1 fi —
— ifnthen glm —1,n)+ g(m,n—1)else 1 fi — g(m—1,n)+g(m,n—1).

Podle I.P. plati g(m — 1,n) —* ki, kde ky = (""", a sou€asné g(m,n —
1) —* ko, kde ko = ("™""71). Pfitom z Pascalova trojihelnika plyne

m-+n—1 n m-+n-—1 _ m+n—1+1 _(m+n
m—1 m N m o m ’
a proto

gm—1,n)+g(mn—1) —* ky +ky —* k= <m+n)
m
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/10.3 Technika ,,zesileni dokazovaného tvrzeni* \

Priklad 10.4. Uvazme deklaraci A obsahujici tyto rovnice:

f(z) =if x then h(z) else 1 fi
h(x) =if x then f(x — 1) + h(z — 1) else 1 fi

Véta. Pro kazdé n € N plati f(n) —* m, kde m = 2.
Pozadované tvrzeni bohuZel nelze pfimo dokazat indukci podle n. ~ Reenim je prefor-
mulovani dokazovaného tvrzeni do siln€jSi podoby, kterou jiz indukci dokazat lze:
Véta. Pro kazdé n € N plati f(n) —* m a h(n) —* m, kde m = 2".

Dukaz, jiz pomérné snadno indukci vzhledem k n:
e Baze n = 0. Plati

f(0) +— if O then h(0) else 1 fi — 1,
h(0) +— if O then f(O—1)+h(0—1)elselfi — 1.




/ e Indukéni krok: Necht n + 1 = k, pak plati \

f(k) — if k then h(k) else 1 fi — h(k) —
— ifkthen f(k—1)+h(k—1)else 1 fi — f(k—1)+h(k—1) — f(w)+h(k—1
kde w = k — 1 = n. Podle I.P. plati f(w) +—* m, kde m = 2". = Zaroven také
(nade ,zesileni") plati i h(w) —* m, a proto

fw)+h(w) —* m+h(w) —,* m+m — q,

kde ¢ = m +m = 2m = 22" = 2"+L = 2% Proto tranzitivné f(k) — q a
prvni ¢ast naseho tvrzeni platii pron + 1 = k.
Podobné je tfeba jesté dokoncit druhou ¢ast tvrzeni.

h(k) — ifkthen f(k—1)+h(k—1)else1fi —
fk=1)+hk—-1) —* f(w)+hk—-1),

kde w = k — 1 = n. Podle I.P. plati f(w) +—* m, kde m = 2", a také
h(w) +—* m, a proto

fw)+h(w) =" m+m — q,

kde g = m +m =2-2" = 21 = 2% Proto h(k) +— q a i druhd &ist nageho
tvrzeni plati pro n + 1 = k. .
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/10.4 Dva ,klasické“ algoritmy

Euklidiv algoritmus
Véta 10.5. Uvazme deklaraci A obsahujici pouze rovnici

g(x,y) = if x —y then g(x — y,y) else (if y — x then g(x,y — ) else x fi) fi.

Pak pro kazdé nenulové m,n € N plati g(m,n) +—*

spolecny délitel cisel m,n.

Dukaz indukci k i = m + n.
(Tj. dokazujeme nasledujici tvrzeni: Pro kazdé i > 2 plati, ze jestlize i = m+n,
kde m,n € N, m,n > 0, pak z je nejvétsi spole¢ny délitel Cisel m,n.)
V bazi pro i =2 je m,n =1 a plati
9(1,1) — if 1 —1 then g(1 —1,1) else (if 1 — 1 then ¢g(1,1 — 1) else 1 fi) fi +—

— if 0 then g(1 —1,1) else (if 1 — 1 then g(1,1—1) else 1 fi) fi +—
— if1—1then g(1,1 —1)else 1fi — if 0then g(1,1—1)elsel fi — 1.
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z, kde z je nejvétsi
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/ Indukéni krok. Necht i +1 = m + n kde m,n € IN. Probereme tfi moznosti: \
e m =n. Pak
g(m,n) +— if m —n then g(m — n,n) else (if n — m then g(m,n — m) else m fj

if 0 then g(m — n,n) else (if n — m then g(m,n — m) else m fi) fi —
if n — m then g(m,n — m) else m fi +— if 0 then g(m,n —m) elsem fi — m.

e m < n. Pak
g(m,n) +— if m —n then g(m — n,n) else (if n — m then g(m,n — m) else m fj
if 0 then g(m — n,n) else (if n — m then g(m,n — m) else m fi) fi —
if n —m then g(m,n — m) else m fi +— if z then g(m,n — m) else m fi —
g(m7n - m) = g(m7k) )

kde k = n—m. Platim+k = m+ (n—m) = n <1, takze podle |.P. také

plati g(m,k) —* z, kde z je nejvétsi spolecny délitel &isel m a n — m.

Ovérime, ze z je nejvétsi spolecny délitel Cisel m a n.

* Jelikoz Cislo z déli ¢isla m a n—m, délii jejich soucet (n—m)+m = n.
Celkem z je spole¢nym délitelem m a n.

x Bud d néjaky spolecny délitel &isel m a n. Pak d déli také rozdil n —m.
Tedy d je spolecny délitel Cisel m a n —m. Jelikoz z je nejvétsi spolecny
délitel Cisel m a n — m, nutné d déli z a zavér plati.
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/ e m > n. Pak \

g(m,n) —* gm —n,n) — g(k,n),

kde k = m — n. Podle |.P. plati g(k,n) —™ z, kde z je nejvétsi spolecny
délitel ¢isel m — n a n. Podobné jako vySe ovérime, ze z je také nejvétsi

spolecny délitel Cisel m a n. -

Poznamka: Jak byste vySe uvedeny zapis Euklidova algoritmu vylepsili, aby spravné
»pocital” nejvétsiho spole¢ného délitele i v pripadech, ze m = 0 nebo n = 07
Co v takovych pripadech selze pfi sou¢asném zapise?




/ Inkrementace dekadického zapisu \

Priklad 10.6. Méime prfirozené Cislo m dekadicky zapsané pomoci Cislic
(Ch—1Ck—2 ...c100)10 (kde zleva se implicitné vypliiuji nuly). Pak dekadicky zapis Cisla
m' =m + 1 ziskdme takto:

Algoritmus . Inkrementace.
k <« pocet Cislic m;
p — 1;
for i « 0,1,....k—1,k do
¢i — (¢;+p) mod 10;
if ¢, #0 then p « O0;
done

Zapisme tento kod formalini deklaraci naseho jazyka.
Regeni:
e JelikoZ nyni nejsou k dispozici proménné typu pole, , pomizeme si* funkénim
zépisem Cislic g(i) a ¢/(i) misto ¢;, c/.

e Cyklus for nahradime rekurzi (b&zny postup).

e

e Nakonec ,trikové" nahradime proménnou p, kterd vyjadfuje prenos do i-tého radu,
zavedenim nové funkce p(i), coz vyrazné zjednodusi zapis deklarace.
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4 N

Celad formalni deklarace A bude vypadat napfiklad nasledovné:
g'(i) = (9(i) + p(i)) mod 10
p(i) = if i then (if g/(i — 1) then 0 else p(i — 1) fi) else 1 fi
g(0) =co, g(1)=cq, ... g(k—1) =cx_1

Vsimnéte si zvlastniho posledniho fadku, kde jsou rovnice deklarujici konstantni hodnoty

jednotlivych Eislic vstupniho cisla m.

(Pro¢ to tak je zapsano?)

Véta. Pro kazdé i € IN plati, Ze ¢/(¢) uddva dekadickou Eislici i-tého ¥adu zprava
Cisla m + 1, kde m ma dekadicky zapis po Cislicich (cx—1 ... c1¢0)10-
DokaZte si tvrzeni sami za domdci kol (diskutujte na IS).

Je potreba pouzit matematickou indukci se zesilenym predpokladem, ktery se bude
vhodné vyjadfovat i o vyznamu hodnoty p(i) (,pFenos").

Pochopitelné je tfeba pro Gplnou spravnost reSeni jesté rozepsat operaci ,modulo”
pomoci povolenych aritmetickych operaci, coz si také za kol vyzkousejte. a
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