/6 Vlastnosti funkci a Skladani relaci \

Vratme se nyni k latce Lekce 3. Z jejiho pokrocilého obsahu jsme doposud velmi detailné
probirali relace a jejich jednotlivé vlastnosti. Nyni se podivejme, jak lze relace mezi
sebou ,,skladat”, coz je napfriklad zdkladni technika prace s relaénimi databazemi.

datum let letadlo pasazér datum let
5.11. OK535 CSA Petr 5.11. OK535 pasazér letadlo
5.11. AF2378 CSA o Pavel 6.11. OK535 — Petr CSA
5.11. DL5457 CsA Jan 5.11. | AF2378 Josef CsA
6.11. OK535 AirFrance Josef 5.11. DL5457 S L.
6.11. AF2378 AirFrance Alena 6.11. AF2378

Je vsak i jiné misto, kde jste se zajisté se skladanim relaci setkali — jednd se o skladani
funkci. Jak napriklad spoditate na kalkulaéce vysledek slozitéjsiho vzorce?

Strucny prehled lekce

* Prehled zakladnich vlastnosti funkci.
* Inverzni relace a skladani (binarnich) relaci, priklady.
* Skladani funkci (coby relaci), specidlné aplikovano na permutace.

* |nduktivni definice mnozin a funkci.
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/Zopakova'mi relaci a funkci \

\_

e Relace mezi mnozinami Ay,---, Ag, pro k € N, je libovolnd podmnozina
kartézského soucinu
RQAl Xoeee XAk.

Pokud Ay =--- = A, = A, hovofime o k-drni relaci R na A.

e (Totalni) funkce z mnoziny A do mnoziny B je relace f mezi A a B takova,
Ze pro kazdé x € A existuje pravé jedno y € B takové, ze (z,y) € f.
* Mnozina A se nazyva definicni obor a mnoZzina B obor hodnot funkce f.
Funkcim se také fika zobrazeni.

* Misto (z,y) € f piseme obvykle f(z) = y. Zapis
f:A— B

fikd, ze [ je funkce s def. oborem A a oborem hodnot B.

e Pokud nasi definici funkce upravime tak, Ze pozadujeme pro kazdé = € A
nejvyse jedno y € B takové, ze (z,y) € f, obdrzime definici parcidlni
funkce z A do B.




/6.1 Vlastnosti funkci \

Definice: Funkce f: A — B je
— injektivni (nebo také prosta) pravé kdyz pro kazdé x,y € A, x # y plati,
ze f(x) # f(y);
— surjektivni (nebo také ,na") pravé kdyz pro kazdé y € B existuje x € A
takové, ze f(x) = y;

— bijektivni (vzdj. jednoznacna) pravé kdyz je injektivni a soud. surjektivni.

Ukazky vlastnosti funkci.
e Funkce plus : N x IN — N je surjektivni, ale neni prosta.

e Funkce g : 7Z — NN dana predpisem

—2x —1 jestlize x <0,
g(x) = { J

2z jinak
je bijektivni.
e Funkce () : ) — 0 je bijektivni.

e Funkce () : ) — {a,b} je injektivni, ale neni surjektivni.




/6.2 Inverzni relace a skladani relaci \

Definice: Necht R C A x B je binarni relace mezi A a B. Inverzni relace k
relaci R se znadi R™! a je definovana takto:

R ={(b.a) | (a,b) € R}
(R je tedy relace mezi B a A.)
Priklady inverzi pro relace—funkce.
e Inverzi bijektivni funkce f(z) =z + 1 na 7 je funkce f~1(z) =z — 1.

e Inverzi prosté funkce f(z) = e® na R je parcidlni funkce f~!(z) = Inz.
e Funkce g(x) = x mod 3 neni prostd na IN, a proto jeji inverzi je ,jen" relace

g ' ={(a,b) | a = b mod 3}.
Konkrétné g~ = {(0,0),(0,3), (0,6),. .., (1,1), (1,4), ..., (2,2), (2,5),....}.
Tvrzeni 6.1. Mé&me funkci f : A — B. Pak jeji inverzni relace f~! je
a) parcialni funkce prdvé kdyz f je prosta,

b) funkce pravé kdyz f je bijektivni.

Dukaz vyplyva primo z definic funkce a inverze relace. O
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/Definice 6.2. Slozeni (kompozice) relaci Ra S. \
Necht R € A x B a S C B x C jsou binarni relace. Slozeni relaci R a S
(v tomto poradil) je relace S o R C A x C definovana takto:

SoR={(a,c) | existuje b € B takové, ze (a,b) € R, (b,c) € S}
Slozeni relaci éteme R slozeno s S* nebo (pozor na poradil) ,.S po R".

Priklady skladani relaci.

o Je-li
x A={a,b}, B=1{1,2}, C={X},
* R= {(avl)’(bvl)’(bv 2)}1 S = {(le)}r

pak slozenim vznikne relace
* SoR={(a,X), (b, X)}.
e Slozenim funkci h(z) = 22 a f(x) = x + 1 na R vznikne funkce
foh(x)=f(h(z) = 2*+1.
e Slozenim téchze funkci ,,naopak" ale vznikne funkce ho f (z) = h(f(z)) = (z+1)2.

Poznamka: Nepfijemné je, ze v nékterych oblastech matematiky (napfiklad v algebre
p¥i sklddani zobrazeni) se setkdme s pravé opalnym zdpisem sklddani, kdy se misto

\S o R piSe R - S nebo jen RS. /




/6.3 Skladani relaci ,,v praxi*

Priklad 6.3. Sklddani v relacni databazi studentd, jejich predméti a fakult.

Mé&jme dvé binarni relace — jednu R ptifazujici studentim MU kddy jejich zapsa-
nych predmétd, druhou S pFifazujici kddy predmétd jejich materskym fakultam.

student (u¢o) | predmét (kéd) predmét (kéd) | fakulta MU
121334 MAOQ10 MAO10 Fl

R- 133935 M4135 g 1BO0O Fl
"1 133935 IA102 " | 1A102 Fl
155878 M1050 M1050 PrF
155878 IBO0O M4135 PrF

Jak z téchto ,,tabulkovych® relaci zjistime, ktefi studenti maji zapsané predméty
na kterych fakultach (tfeba na FI)?

Jednd se jednoduse o slozeni relaci S o R. V nasem prikladé treba:
student (uco) | fakulta MU

121334 Fi
133935 FI
So 33935 P¥F
155878 FI

\ 155878 PrF




/Zobecnéné skladani relaci

Fakt (skladani relaci vyssi arity): Méjme relace T C K; x Ky x ... x K},
alU C Ly x Ly x ... x Ly, pficemz pro néjaké m < min(k,?) plati L; =
Kk my1, Lo = Kk—pmyo, ..., Ly, = Kj.. “Pak relaci T' |ze slozit s relaci U na
zvolenych m slozkich Lq,..., L, (,pfekryti") s pouzitim Definice 6.2 takto:
e Polozme A = Ky x.. XKy, B=L1X...XLp,aC = Ly 1X... XLy

e Prislusné relace pak jsou

-,

* R:{(&’,b)eAxB|(al,...ak,m,bl,...bm)eT}a

—

* S = {(b76) € Bx(C | (bl,...bm,Cerl,...Cg) S U}
e Nakonec prirozené polozme U o, T'~ A o B, takze vyjde U o,,, T' =

{(@,8) | ex.b€ B, ze (a1,...ak—m:bi,-..b) €T a (b, by, g1, ...co) €U}

Schematicky pro snazsi orientaci:

TC KixX...XKp_pmX Kp i1 X...xX Kg
U C L1 X...X Ly XLgpy1 X...xX Ly

Uo,TC Kijx...xKp_,, X X L1 X ooo X Ly

\ A B c

I
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pasazér | datum let
Petr 5.11. | OK535
T Pavel 6.11. | OK535
" | Jan 5.11. | AF2378

Josef 5.11. | DL5457
Alena 6.11. | AF2378

vyse.

datum let letadlo
5.11. OK535 CSA
5.11. | AF2378 CSA
5.11. | DL5457 CSA
6.11. OKb535 | AirFrance
6.11. AF2378 | AirFrance

UOQT:

pasazér | letadlo
Petr CSA
Josef CSA

vyznamem?

/ Priklad 6.4. Skladani v relacni databazi pasazéri a letd u leteckych spolec”nost/'.\

Podivejme se na priklad hypotetické rezervace letll pro cestujici, relace T'. Jak
zndmo (tzv. codeshare), letecké spoleénosti si mezi sebou ,déli* mista v leta-
dlech, takze riizné lety (podle kédl) jsou ve skuteénosti realizovany stejnym
letadlem jedné ze spolecnosti. To zase ukazuje relace U.

Ptame-li se nyni, setkaji se Petr a Josef na palubé stejného letadla? Pripadné,
¢i letadlo to bude? Odpovédi nam da zase sloZeni relaci U oy T', jak je posdno

Zkuste se zamyslet, lze tyto dvé relace sklddat jesté jinak? Co by pak bylo

|
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/6.4 Skladani funkci, permutace \

Fakt: Méjme zobrazeni (funkce) f: A — B a g: B — C. Pak jejich slozenim
coby relaci v tomto poradi vznikne zobrazeni (go f) : A — C' definované

(g0 f)(x) =g(f(x)).

e Jak naptiklad na b&zné kalkuladce vypo&teme hodnotu funkce sin® z ?
Slozime (v tomto pofadi) ,elementdrni funkce f(z) =sinz a g(z) = 2%

e Jak bychom na ,elementarni“ funkce rozlozili aritmeticky vyraz 2log(x? +1)?
Ve spradvném poradi slozime funkce f1(z) = 22, fo(x) =2+ 1, f3(z) =logz a

fa(z) = 2.
e A jak bychom obdobné vyjadrili slozenim funkci aritmeticky vyraz sinx 4 cosz ?
Opét je odpovéd pfimocara, vezmeme ,elementdrni* funkce ¢1(z) = sinz a

g2(z) = cosz, a pak je ,slozime" dalsi funkci h(z,y) = + y.
Vidime vsak, ze takto pojaté ,,sklddani” uz nezapada hladce do naseho formalismu
skladani relaci.
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/ Skladani permutaci \

Definice: Necht permutace m mnoziny [1,n| je uréena sefazenim jejich prvka
(p1,...,pn). Pak m je zéroven bijektivnim zobrazenim [1,n] — [1,n] definova-
nym predpisem 7 (i) = p;.

Tudiz Ize permutace sklddat jako relace podle Definice 6.2.

Poznamka: Viechny permutace mnoZiny [1,n] spolu s operaci sklddani tvo¥i grupu,
zvanou symetricka grupa 5,,.

Permutacni grupy (podgrupy symetrické grupy) jsou velice dilezZité v algeb¥e, nebot
kazda grupa je vlastné isomorfni nékteré permutacni grupé.

Prikladem permutace vyskytujicim se v programatorské praxi je tfeba zobrazeni
i +— (i + 1) mod n.

Casto se programator setkava (aniz si to mnohdy uvédomuje) s permutacemi
pri indexaci prvk( poli.
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/V kontextu pohledu na funkce a jejich skladani coby relaci si zavedeme jiny,
nazornéjsi, zplisob zapisu permutaci — pomoci jejich cykla.

Definice: Necht 7 je permutace na mnoziné A. Cyklem v 7 rozumime po-
sloupnost (aj,as,...,ar) rdznych prvkd A takovou, ze m(a;) = a;+1 pro
i:1,2,...,/€—1 a W(ak) = ai-.

Jak ndzev napovida, v zépise cyklu (a1, as, ..., ax) neni dilezité, kterym prvkem
zaCneme, ale jen dodrzeni cyklického poradi. Cyklus v permutaci mdze mit i jen
jeden prvek (zobrazeny na sebe).

Napfiklad permutaci (5,3,4,8,6,1,7,2) si lze obrazkem nakreslit takto:




\

/Véta 6.5. KaZdou permutaci m na konecné mnoZiné A Ize zapsat jako sloZeni
cykli na disjunktnich podmnoZindch (rozkladu) A.

Dukaz: Vezmeme libovolny prvek a; € A a iterujeme zobrazeni ay = m(ay),
ag = m(az), atd., az se dostaneme ,zpét" k a1 = w(ax) = ai. Pro¢ tento
proces skonci? Protoze A je kone¢nd a tudiz ke zopakovani nékterého prvku
a1 musi dojit. Nadto je 7 prostd, a proto nemize nastat m(a;) = a; pro
j > 1. Takto ziskdme prvni cyklus (aq,...,ag).

Induktivné pokracujeme s hledanim dalSich cykld ve zbylé mnoziné A \
{ai1,...,ax}, dokud nezistane prazdna. O

Znaceni permutaci cykly: Necht se permutace 7 podle Véty 6.5 skladd z cykld
(a1,...,ax), (bi,...,b) az tfeba (z1,..., zy). Pak zapiseme

m=({a1,...,ag) (br,...,b1) ... (z1,.. ., 2Zm))

Primitivni pseudonahodné generatory v pocitacich iteruji z ndhodného pocatku permu-
taci danou vztahem i — (i + p) mod q. Je pochopitelné, Ze tato permutace nesmi
obsahovat kratké cykly, lépe feceno, méla by se skladat z jediného (dlouhého) cyklu.




4

Priklad 6.6. Ukdzka skladani permutaci danych svymi cykly. \

Vezméme 7-prvkovou permutaci (5,3,4,2,6,1,7). Ta se rozklada na tfi cykly
(1,5,6), (2,3,4) a (7). Jind permutace (3,4,5,6,7,1,2) se skladd z jediného
cyklu (1,3,5,7,2,4,6).

Nyni uréime slozeni téchto dvou permutaci (zapisem cykly):
((1,5,6)(2,3,4)(7)) o ((1,3,5,7,2,4,6)) = ((1,4)(2)(3,6,5,7))

(Nezapominejme, Ze prvni se ve slozeni aplikuje prava permutace!)

Postup sklddani jsme pouzili nasledovny:
e 1 se zobrazi v permutaci vpravo na 3 a pak vlevo na 4.
e Ndasledné 4 se zobrazi na 6 a pak na 1. Tim ,,uzavieme" prvni cyklus (1,4).
e Daile se 2 zobrazi na 4 a pak hned zpét na 2, tj. ma samostatny cyklus.
e Zbyly cyklus (3,6,5,7) uréime analogicky.




/6.5 Induktivni definice mnozZin a funkci

Primym zobecnénim rekurentnich definic je nasledujici koncept.

Definice 6.7. Induktivni definice mnoziny.
Jedna se obecné o popis (néjaké) mnoziny M v nésledujicim tvaru:

e Je dano nékolik pevnych (bazickych) prvka ai,as,...,ar € M.

e Je dan soubor induktivnich pravidel typu
Jsou-li (libovolné prvky) z1,...,xy € M, pak také y € M.
V tomto pfipadé je y typicky funkci y = fi(x1,...,x¢).

Pak nase induktivné definovana mnozina M je urena jako nejmensi (inkluzi)
mnozina vyhovujici témto pravidlim.

Vidite podobnost této definice s uzavérem relace? (Véta 5.7.)

Pro nejblizsi priklad induktivni definice se obratime na mnozinu vSech pfirozenych Cisel.
-0eN
— Je-liz € N, pak také i +1 € IN.

\_
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/ Pro kazdé y € N miizeme definovat jinou mnozinu M, C N induktivné takto:\
-y € M,.
— Jestlize x € M, a x +1 je liché, pak z +2 € M,,.
Pak napriklad M3 = {3}, nebo My = {4+ 2i | i € N}.

Definice: Rekneme, e dana induktivni definice mnoziny M je jednoznacna,
pravé kdyz kazdy prvek M lze odvodit z bdzovych prvkl(i pomoci induktivnich
pravidel pravé jednim zplisobem.

Definujme mnozinu M C N induktivné takto:
-2,3e M.
— Jestlize x,y € M, pak také 22 + y? a x.y jsou prvky M.

Pro¢ tato induktivni definice neni jednoznacna? ~Napriklad Cislo 8 € M lze
odvodit zpisobem 8 = 2- (2 - 2), ale zarovef zcela jinak 8 = 22 + 22.

V Cem tedy spociva dilezitost jednoznacnych induktivnich definic mnozin?

\_ -




/Definice 6.8. Induktivni definice funkce z induktivni mnoziny. \
Necht mnozina M je dana jednoznacnou induktivni definici. Pak fikdme, Ze
funkce F : M — X je definovana induktivné (vzhledem k induktivni defi-
nici M), pokud je feceno:
e Pro kazdy z bazickych prvkl ai,as,...,ar € M je uréeno F(a;) = ¢.
e Pro kazdé induktivni pravidlo typu
“Jsou-li (libovolné prvky) z1,...,z, € M, pak také f(z1,...,z¢) € M"

je definovano

F(f(z1,...,2¢)) na zdkladé hodnot F(xy),...,F(z).

Pro priklad se podivejme tfeba do manudlu unixového prikazu test EXPRESSION:

EXPRESSION is true or false and sets exit status. It is one of:

! EXPRESSION EXPRESSION is false

EXPRESSION1 -a EXPRESSION2 both EXPRESSION1 and EXPRESSION2 are true
EXPRESSION1 -o EXPRESSION2 either EXPRESSION1 or EXPRESSION2 is true
[-n] STRING the length of STRING is nonzero

STRING1 = STRING2 the strings are equal




/Induktivni definice se ,,strukturalni indukci \

Priklad 6.9. Jednoduché aritmetické vyrazy

Necht (abeceda) ¥ = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,®,®,(,)}. Definujme mnoZinu
Jjednoduchych vyrazi SExp C 3* induktivné takto:

— Dekadicky zapis kazdého prirozeného Cisla n je prvek SEzp.

— Jestlize x,y € SEzp, pak také (z) ® (y) a () @ (y) jsou prvky SEzp.

(Jak vidime, diky ,zavorkovani* je tato induktivni definice jednoznacna.)

Pro ,vyhodnoceni” vyrazu pak definujme funkci Val: SEzp — N induktivné:
— Bazické prvky: Val(n) = n, kde n je dekadicky zapis pfirozeného &isla n.
— Prvni induktivni pravidlo: Val((z) ® (y)) = Val(xz) + Val(y).

— Druhé induktivni pravidlo: Val((z) ® (y)) = Val(x) - Val(y).

(Timto zpGsobem jsme nasim vyrazam vlastné priradili jejich ,vyznam", sé-
mantiku.) O
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/ Priklad 6.10. Ddkaz spravnosti prifazeného ,,vyznamu* Val: SExp — N. \

Véta. Pro kazdy vyraz s € SExp je hodnota Val(s) Ciselné rovna vysledku
vyhodnoceni vyrazu s podle béznych zvyklosti aritmetiky.

Matematickou indukci: Na rozdil od drive probiranych prikladd zde nevidime
zadny celodiselny ,,parametr n*, a proto si jej budeme muset nejprve definovat.

Nasi indukci tedy povedeme podle , délky ¢ odvozeni vyrazu s" definované jako
pocet aplikaci induktivnich pravidel potfebnych k odvozeni s € SExp.

Takto aplikované matematické indukci se Casto fika strukturalni indukce.

Duakaz: V bazi indukce ovéfime vyhodnoceni bazickych prvkil, coz jsou zde
dekadizké zapisy pfirozenych Cisel. Plati Val(n) = n, coz skute¢né odpovida
zvyklostem aritmetiky.

V indukénim kroku se podivdme na vyhodnoceni Val((z) & (y)) = Val(z) +
Val(y). Podle bé&Znych zvyklosti aritmetiky by hodnota Val((z) & (y)) méla
byt rovna souctu vyhodnoceni vyrazu x, coz je podle indukéniho predpokladu
rovno Val(x) (x ma zfejmé kratsi délku odvozeni), a vyhodnoceni vyrazu y, coz
je podle indukéniho predpokladu rovno Val(y). Takze skuteéné Val((z)® (y)) =
Val(xz) 4+ Val(y). Druhé pravidlo Val((x) ® (y)) se dotesi analogicky. O
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