/8 Dokazovani vlastnosti algoritmu \

Jak jste asi jiz poznali, uméni programovat neni zdaleka jen o tom naudit se syntaxi
programovaciho jazyka, ale predevsim o schopnosti vytvaret a spravné formalné zapi-
sovat algoritmy. Pritom situace, kdy programatorem zapsany algoritmus pocita néco
trochu jiného, nez si programdtor predstavuje, je urcité nejCastéjsi programatorskou
chybou, o to zdkernéjsi, ze ji zadny ,,chytry" preklada¢ nemdze odhalit.

Proto jiz na pocatku (seriézniho) studia informatiky je dobré kldst dliraz na spravné
chapani zapisu algoritmu i na dikazy jejich vlastnosti a spravnosti.
Struény prehled lekce
* Jakymi postupy ovéfovat, ze pocitacovy program ,spravné funguje”?
* Pouziti matematické indukce k dokazovéni vlastnosti algoritmd.

* Neékolik konkrétnich algoritm( a jejich diikazd.
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/8.1 O ,,spravnosti“ programu
Jak se mame presvéd(it, Ze je dany program ,spravny"?

e Co tfeba ladéni programi?
Jelikoz poéet moznych vstupnich hodnot je (v principu) neohraniceny, nelze
otestovat vSechna mozna vstupni data.

e Situace je zvlasté komplikovand v pripadé paralelnich, randomizovanych,
interaktivnich a nekondicich programi (operaéni systémy, systémy fizeni
provozu apod.). Takové systémy maji nedeterministické chovani a opako-
vané experimenty tudiz vedou k riiznym vysledkiim. (Nelze je rozumné ladit,
respektive ladéni poskytne jen velmi nedostate¢nou zaruku spradvného cho-
vani za jinych okolnosti.)

e V nékterych pfipadech je vSak treba mit naprostou jistotu, ze program
funguje tak jak ma, pripadné zZe splnuje zakladni bezpecnostni pozadavky.
Naristajici slozitost programovych systémi a zvySené pozadavky na jejich
bezpecnost si vynucuji vyvoj ,,spolehlivych” formalnich verifikaénich metod.
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Pfipomenuti naseho formalniho popisu algoritma

N\

Proménné nebudeme deklarovat ani typovat, pole odliSime zdvorkami p [].
Prirazeni hodnoty zapisujeme a < b, pripadné a:=b, ale nikdy ne a=b.

Jako elem. operace je mozné pouzit jakékoliv aritmetické vyrazy v bézném
matematickém zapise. Rozsahem a presnosti Cisel se zde nezabyvame.

Podminéné vétveniuvedeme kli¢ovymislovy if ... then ... else
fi, kde else vétev Ize vynechat (a nékdy, na jednom fadku, i £i).

Pevny cyklus uvedeme klicovymi slovy for ... do ... done, kde Cast
za for musi obsahovat predem danou kone¢nou mnozinu hodnot pro pri-
fazovani do ridici proménné.

Podminény cyklus uvedeme klicovymi slovy while ... do ... done.
Zde se mlze za while vyskytovat jakdkoliv logicka podminka.

V zapise pouzivame jasné odsazovani (zleva) podle Grovné zanofeni Fidicich
struktur (coz jsou if, for, while).

Pokud je to dostatecné jasné, elementdrni operace nebo podminky mizeme
i ve formalnim zapise popsat béznym jazykem.




/8.2 Jednoduché indukéni dokazovani \

Priklad 8.1. Zjistéte, kolik znakd ’x’ v zdvislosti na celociselné hodnoté n
vstupniho parametru n vypise nasledujici algoritmus.

Algoritmus 8.2.
for 1i+—1,2,3,...,n-1,n do
for j«<1,2,3,...,i-1,i do
vytiskni ’x’;
done
done

Nejprve si uvédomime, Ze druhy (vnoreny) cyklus vzdy vytiskne celkem i znakd

’x’. Proto iteraci prvniho cyklu (nejspiSe) dostaneme postupné 1 +2+...+n

znakll >x’ na vystupu, co? jiz vime (Pfiklad 2.6), Ze je celkem In(n + 1).
Budeme tedy dokazovat ndsledujici tvrzeni:

Véta. Pro kazdé ptir. n Algoritmus 8.2 vypige pravé $n(n+1) znaki >x’.
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Algoritmus 8.2.
for i+—1,2,3,...,n-1,n do
for j«1,2,3,...,i-1,i
vytiskni ’x’;
done
done

do

Véta. Pro kazdé pfir. n Algoritmus 8.2 vypiSe pravé Sn(n + 1) znakd *x’.

Dukaz: Postupujeme indukci podle n. Baze pro n = 0 je zfejma, neprovede se
ani jedna iterace cyklu a tudiz bude vytiSténo 0 znakl ’x’, coz mame dokazat.

Necht tedy tvrzeni plati pro jakékoliv ng a poloZme n = ng + 1. Prvnich nyg
iteraci vnéjsiho cyklu podle indukéniho predpokladu vypise (ve vnitfnim cyklu)
celkem %no(no + 1) znakd ’x’. Pak jiz nasleduje jen jedna posledni iterace
vnéjSiho cyklu s i «<— n=nyp+1 a v ni se vnitfni cyklus j <« 1,2,...,i=n iteruje
celkem n = ng + 1 -krat. Celkem tedy bude vytiStén tento pocet znakl ’x’:

2

Dikaz indukéniho kroku je hotov.

\_

1 1 1
sno(no+1) +ng+1 = 5(”0 +1+1)(no+1) = §n(n+ 1)

|
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/Pﬁklad 8.3. Zjistéte, kolik znaki ’z’ v zavislosti na celoCiselné hodnoté n\
vstupniho parametru n vypise nasledujici algoritmus.

Algoritmus 8.4.
st «— "z";
for i+—1,2,3,...,n-1,n do
vytiskni fetézec st;
st « st+st;  (zfetézeni dvou kopii st za sebou)

done
Zkusime-li si vypocet simulovat pro n = 0,1,2,3,4..., postupné dostaneme
pocty ’z’ jako 0,1,3,7,15.... “Na zdkladé toho jiz neni obtizné ,,uhodnout”,
Ze polet ’z’ bude (asi) obecné uréen vztahem 2" — 1. Toto je vSak treba
dokazat!

Jak zahy zjistime, matematicka indukce na nase tvrzeni pfimo ,nezabird", ale mnohem
lépe se nam povede s nésledujicim prirozenym zesilenim dokazovaného tvrzeni:
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Algoritmus 8.4. \
st «— uzu;
for i+—1,2,3,...,n-1,n do

vytiskni fetézec st;

st « st+st; (zfetézeni dvou kopii st za sebou)
done

Véta. Pro kazdé prirozené n Algoritmus 8.4 vypiSe pravé 2" — 1 znakl ’z’
a proménna st bude na konci obsahovat retézec 2" znakl ’z’.

Dukaz: Postupujeme indukci podle n. Baze pro n = 0 je zfejma, neprovede se
ani jedna iterace cyklu a tudiz bude vytiSténo 0 znakl ’z’, coz mame dokazat.

Necht tedy tvrzeni plati pro jakékoliv ng a polozme n = ng + 1. Podle induk¢-
niho predpokladu po prvnich ng iteracich bude vytisténo 2" — 1 znakl ’z’ a
proménnd st bude obsahovat retézec 2™° znakl ’z’. V posledni iteraci cyklu
(pro i < n=ng+1) vytiskneme dalSich 2" znakd ’z’ (z proménné st) a ddle
fetézec st ,,zdvojnasobime”.

Proto po n iteracich bude vytisténo celkem 270 — 14270 = 2notl _1 — 97 ]
znakl ’z’ a v st bude ulozeno 2 - 2™ = 2" znakl ’z’. 0

-




/8.3 Algoritmy pro relace
Relace jsou velice vhodnou strukturou pro algoritmické zpracovani.

Algoritmus 8.5. Symetricky uzavér.

symetricky uzavér R takto:

R « R;
for i«+~—1,2,...,n-1,n do
for j«<1,2,...,n-1,n do
if (aj,a5) € R A (aj,a;) ¢ R then R — EU{(aj,ai)};
done
done

Dukaz: Zde neni dlkaz vibec obtizny. Relace ]H% je zrejmé symetricka, nebot
(vnitfni) télo cyklu pro viechny dvojice (a;,a;) € R pfida i (aj,a;). Z druhé
strany vSechny dvojice ,pfidané” v E \R musi byt obsazeny podle definice

>
symetrické relace, takZze R je skutec¢né symetrickym uzavérem podle definice
uzavéru relace. O

\_

Pro danou relaci R na n-prvkové mnoziné A = {ay,aa,...,a,} vytvorime jeji

N\
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/Algoritmus 8.6. Tranzitivni uzavér. \

Pro danou relaci R na n-prvkové mnozZiné A = {ay,as, ..., a,} vytvorime jeji
tranzitivni uzavér R takto:
Rt « R;
for k«~—1,2,...,n-1,n do
for i+~—1,2,...,n-1,n do for j«1,2,...,n-1,n do

if (aj,ar) € RT A (ag,a;) € RT then
if (ai,aj) € Rt then R™ «— RTU{(a;,a;)};
fi
done
done

Jak by se dala dokazat spravnost popsaného algoritmu? P¥ima aplikace indukce
podle n nevypada prinosné. .. (Zkuste si sami!)

Nejkratsi cesta k cili vede pouZitim indukce (podle proménné k vnéjsiho cyklu)
na vhodné zesileném tvrzeni. Pro jeho formulaci si definujeme, Ze relace S na
A je k-cdstecné tranzitivni, pokud pro libovolnd 7,5 a pro ¢ < k plati, ze z
(ai,ag), (a(g,aj) € S vyplyva (CLZ‘,CL]') es.
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/ Véta. Po kazdych k£ > 0 iteracich vnéjsiho cyklu Algoritmu 8.6 aktudlni
hodnota relace Rt udava k-¢asteéné tranzitivni uzavér relace R na A.

Dukaz: Baze indukce pro k = 0 jasné plati, nebot véta v tom pripadé nic nefika.

Predpokladejme nyni, ze tvrzeni plati pro néjaké kg > 0 a dokazme jej i pro
k = ko+1. Zfejmé staci uvazovat pfipad ko < n. Kazda dvojice (a;, a;) pfidana
do R™ uvnitf cyklu musi ndlezet do k-&iste€n& tranzitivniho uzdvéru podle
definice. Zbyva zdivodnit, pro¢ kazda dvojice (a;, a;) nalezejici do k-Eastecné
tranzitivniho uzavéru, ale ne do ky-&aste¢né tranzitivniho uzavéru, bude do R™
v k-té iteraci pridana.

Neni tézké ovéfit, Ze (a;, a;) nalezi do k-Castecné tranzitivniho uzavéru, pravé
kdyz v relaci 12 nalezneme takovou cestu ,,po Sipkach” z a; do a;, kterd prechazi
pouze pres prvky a, kde ¢ < k. V nasi situaci vyplyvd, Ze takova cesta musi
pouZzit i prvek aj (jen jednou!), a proto (a;,ar) i (a,a;) nalezi do ky-Caste¢né
tranzitivniho uzavéru R. V k-té iteraci tudiz bude pfislusna if podminka splnéna
a (a;,a;) bude pfiddna do R*. O
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Vsimnéte si, Ze jsme se zatim v dikazech vibec nezamysleli nad tim, zda nas algorit-
mus vibec skonéi. (To jisté neni samozfejmé a dlikaz koneénosti je nutno v obecnosti
podavat!)

/ Dokazovani konecnosti algoritmu

Prozatim jsme vSak ukazovali algoritmy vyuzivajici jen for cykly, pfitom podle nasi
konvence obsahuje for cyklus predem danou konecnou mnozinu hodnot pro fidici pro-
ménnou, neboli nds for cyklus vzdy musi skondit. Ale uz v pristim algoritmu vyuzijeme
while cyklus, u kterého viibec neni jasné kdy a jestli skondi, a tudiz bude potrebny i
dikaz konecnosti.

Metoda 8.7. Duikaz konecnosti.
Mame-li za tikol dokazat, ze algoritmus skonci, postupujeme nejlépe nasledovné:

e Sledujeme zvoleny celoliselny a zdola ohraniCeny parametr algoritmu
(tfeba prirozené Cislo) a dokdZeme, Ze se jeho hodnota v pribéhu algo-
ritmu neustale ostfe zmensuje.

sy

e Pripadné predchozi pristup rozsifime na zvolenou k-tici prirozenych para-
metri a dokaZeme, Ze se jejich hodnoty v pribéhu algoritmu lexikograficky
ostre zmensuji.

\Pozor, nase ,,parametry" viibec nemuseji byt proménnymi v programu. /




/Algoritmus 8.8. Cykly permutace.
Pro danou permutaci ™ na n-prvkové neprazdné mnoziné A = {1,2,...,n}
vypiseme jeji cykly (viz Oddil 6.4) takto:

U «— {1,2,...,n};
while U#( do
x < min(U);  (nejmensi prvek mnoZiny)
zacéindme vypis cyklu  (’
while =x€U do
vytiskneme x;
U «— U\{x}; =x « 7(x);
done
ukoncime vypis cyklu )’ ;
done

Jak dokazeme spravnost tohoto algoritmu?

Opét plati, ze pfima aplikace indukce podle n nepfinese nic podstatného. Ditkaz
si tentokrat rozdélime na dvé &asti (podle dvou while cykld). VSimnéte se navic,
Ze tentokrat je nezbytnou soucasti diikazu spravnosti algoritmu i ditkaz, ze oba
while cykly vzdy skondi.
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Véta. Za predp., ze vnitfni while cyklus pro jakoukoliv po¢. volbu x skondi,
vypise cyklus permutace 7 obsahujici = a odebere vSechny prvky tohoto
cyklu z mnoziny U, Algoritmus 8.8 vzdy skonci se spravnym vysledkem.

Dukaz: Postupujeme indukci podle poctu cykld v permutaci 7. Jediny cyklus v
7 (baze indukce) je vypsan dle pfedpokladu véty a mnozina U zlstane prazdng,
tudiz vnéjsi while cyklus skondi po prvni iteraci a vysledek je spravny.

Podlé Véty 6.5 se kazdd permutace da zapsat jako slozeni disjunktnich cykld.
Necht 7 je tedy sloZzena z ¢ > 1 cykld. Po prvni iteraci while cyklu zbude
v restrikci permutace m na mnoZinu U celkem ¢ — 1 cykld. Podle indukéniho
predpokladu pak tyto zbylé cykly budou spravné vypsany a algoritmus skondi.

O

Vidite, Ze v tomto dlkaze indukci je indukcni krok zcela trividlni a dilezity je zde
predevsim zaklad indukce?
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while xc€U do \

vytiskneme x;
U «— U\{x}; x «— 7w(x);
done

Véta. Pokud 7 je permutace, tak vnitfni while cyklus vzdy skondi a
nalezne v 7 cyklus obsahujici libovolny pocatecni prvek = € U. Navic
vSechny prvky nalezeného cyklu odebere z mnoziny U.

Dilkaz: Zde pfimo zopakujeme argument dikazu Véty 6.5: Vezmeme libovolny
prvek © = 1 € A a iterujeme zobrazeni ;11 = m(x;) pro i = 1,2..., az
dojde ke zopakovani prvku z; = x; pro k > j > 1. (To musi nastat, nebot
A je konecnd.) Jelikoz prvek x; byl jiz odebrén z U, v kroku x = z;, dojde
k ukonceni naseho while cyklu. Nadto je m prostd, a proto nemize nastat
xp = xj = 7w(zj_1) pro j > 1. Takto byl nalezen a odebran z U cyklus
(ay,...,ai_1) a dikaz je hotov. O




/8.4 Zajimavé algoritmy aritmetiky \

Napriklad umocnovani na velmi vysoké exponenty je podkladem znamé RSA
Sifry:

Algoritmus 8.9. Binarni postup umociovani.
Pro dand Cislo a,b vypocteme jejich celociselnou mocninu (omezenou na zbyt-
kové tridy modulo m kvili prevenci preteceni rozsahu celych Cisel v pocitaci),

tj. ¢ = a® mod m.

c«+—1;

while b>0 do
if bmod2 >0 then ¢ « (c-a) mod m;
b «— |[b/2]; a « (aa)mod m;

done

vysledek c ;

Zde pouzijeme k ditkazu spravnosti algoritmu indukci podle délky ¢ bindrniho
zapisu Cisla b.
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/ Véta. Algoritmus 8.9 skonci a vzdy spravné vypocte hodnotu mocniny

¢ = a® mod m.




c+—1;

while b>0 do
if bmod2>0 then ¢ « (cra)mod m;
b «— [b/2]; a « (aa)mod m;

done

vysledek c ;

Dukaz: Baze indukce je pro ¢ = 1, kdy b = 0 nebo b = 1. Pfitom pro b = 0
se cyklus viibec nevykona a vysledek je ¢ = 1. Pro b = 1 se vykond jen jedna
iterace cyklu a vysledek je ¢ = a mod m.

Necht tvrzeni plati pro {9 > 1 a uvazme ¢ = {y + 1. Pak zfeimé b > 2 a
vykonaji se alespoi dvé iterace cyklu. Po prvni iteraci bude o’ = a2, b’ = [b/2]
a d = (a®™42) mod m. Tudiz délka binarniho zapisu b’ bude jen ¢y a podle
indukéniho predpokladu zbylé iterace algoritmu skonci s vysledkem

/
c=c - a'¥ mod m = (a®™92. 422}y mod m = a® mod m.




/ Na zavér lekce si ukdzeme jeden netradicni kratky algoritmus a jeho analyzu a
diikaz ponechame zde otevrené. Dokazete popsat, na cem je algoritmus zaloZen?

Algoritmus 8.10. Celociselna odmocnina.
Pro dané Cislo © vypocteme dolni celou &ast jeho odmocniny r = |\/x|.

P X; r«0;

while p>0 do
while (r+p)? <z dor « r+p;
p — [p/2];

done

vysledek r ;
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