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/ 6 Toky v sitich

5

Strucny prehled lekce

e Definice sité (ohodnoceného orientovaného grafu) a toku v ni.
e Algoritmus nenasycenych cest.

e Dusledky pro souvislost, parovani a vybér reprezentant.
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Nyni se podivdme jesté na jednu oblast Gloh, kde nasla teorie grafii bohaté uplatnéni (konkrétné
orientované grafy). Jde o oblast tzv. “sitovych” dloh:
Jedna se tfeba o potrubni sité prepravujici vodu nebo plyn, o dopravni sit silnic s prepravou
zbozi, nebo treba o internet prenasejici data. Obvykle nds zajima problém prenést z daného
zdroje do daného cile Cili stoku co nejvice této substance, za omezujicich podminek kapacit
jednotlivych prepravnich cest




/6.1 Definice sité

Definice 6.1. Sit je ¢tvefice S = (G, z, s, w), kde

— @ je orientovany graf,
— vrcholy z € V(G), s € V(G) jsou zdroj a stok,

- w: E(G) — R je kladné ohodnoceni hran, zvané kapacita hran.

Poznamka: V praxi mlize byt zdroji a stok( vice, ale v definici stadi pouze jeden zdroj a
stok, z néhoz / do néjz vedou hrany do ostatnich zdroji / stokd. (Dokonce pak rizné zdroje
a stoky mohou mit své kapacity.)
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Zakladni strukturou pro reprezentaci siti je orientovany graf. Vrcholy grafu modeluji
jednotlivé uzly sité a hrany jejich spojnice.




/Zna(:enl': Pro jednoduchost piseme ve vyrazech znak e — v pro hranu e pFichézejici\
do vrcholu v a e «— v pro hranu e vychazejici z v.

Definice 6.2. Tok v siti S = (G, z, s, w)
je funkce f: E(G) — Ry spliiujici
- VYee E(G): 0< fe) <wle),
W EV(@ s X fe)= % fe)

€e—v €e—v

Velikost toku f je dana vyrazem || f|| = > f(e) — > f(e).

e—z €e—z

Znaceni: Tok a kapacitu hran v obrazku sité budeme zjednodusené zapisovat ve for-
matu F'/C, kde F je hodnota toku na hrané a C je jeji kapacita.
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Neformalné tok znamend, kolik substance je kazdou hranou zrovna pfenaseno (ve sméru této
hrany, proto hrany musi byt orientované). Tok je pochopitelné nezdporny a dosahuje nejvyse
dané kapacity hrany.
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2/4
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Ve vyobrazeném prikladé vede ze zdroje vlevo do stoku vpravo tok o celkové velikosti 5.

Poznamka: Obdobné se da velikost toku definovat u stoku, nebot

0=> (fe)=feN=D_> Ffle)=> > fler="Y (Z OEDY f(e)> :

e v e—v v e—v v=2,8 e« e—v

(Dvojité sumy uprostfed predchoziho vztahu nabyvaji stejnych hodnot pro vsechny vrcholy
kromé z a s dle definice toku.) Proto velikost toku pocitana u zdroje je rovna opacné velikosti
toku pocitaného u stoku.




/6.2 Hledani maximalniho toku \

Nasim Gkolem je najit co nejvétsi tok v dané siti. Pro jeho nalezeni existuji jednoduché
a velmi rychlé algoritmy.

Problém 6.3. Maximalniho toku v siti
Je dédna sit S = (G, z,s,w) a nasim tkolem je pro ni najit co nejvétsi tok ze zdroje z
do stoku s vzhledem k ohodnoceni w.
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3/5

Tok velikosti 5 uvedeny v ukazce v predchozi ¢asti nebyl optimalni, nebot v této siti najdeme
i tok velikosti 6:
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Jak v8ak pozndme, Ze vétsi tok jiz v dané siti neexistuje? V této konkrétni ukazce to neni
obtizné, vidime totiz, Zze obé dvé hrany prichazejici do stoku maji soucet kapacit 2 + 4 + 6,
takze vice nez 6 do stoku ani pritéct nemuze.

V obecnosti lze pouzit obdobnou tvahu, kdy najdeme podmnozinu hran, které nelze tokem
“obejit” a které v souctu kapacit daji velikost naseho toku. Existuje vSak takova mnozina hran
vzdy? Odpovéd ndm dd ndsledujici definice a véta.




/Definice 6.4. Rez vsiti S = (G, z,5,w)

je podmnozina hran C' C E(G) takovd, ze v podgrafu G — C' (tj. po odebrani hran C
z () nezbude Zadna orientovana cesta ze z do s.

Velikosti fezu C' rozumime soucet kapacit hran z C, tj. ||C| = Y . w(e).

Véta 6.5. Maximalni velikost toku v siti je rovna minimdalini velikosti fezu.

Na nasledujicim obrazku vidime trochu jinou sit s ukazkou netrividlniho minimalniho fezu
velikosti 5, naznadeného svislou ¢arkovanou c¢arou. VSimnéte si dobre, ze definice fezu mluvi o
preruseni vsech orientovanych cest ze z do s, takze do fezu staci zapoditat hrany jdouci pres
svislou ¢aru od z do s, ale ne hranu jdouci zpét. Proto je velikost vyznaceného fezu 1+4 = 5.

Poznamka: Tato véta poskytuje tzv. dobrou charakterizaci problému maximalniho toku: Kdyz
uz nalezneme maximalni tok, tak je pro nas vzdy snadné dokazat, Ze lepsi tok neni, nalezenim
pfislusného fezu o stejné velikosti. Pfitom toto zdivodnéni Ffezem mizeme sméle ukdzat i
nékomu, kdo se viibec nevyzna v matematice.
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/Definice: Mé&jme sit S a v ni tok f. Nenasycena cesta (v S vzhledem k f) je neoriento—\
vana cesta v G z vrcholu u do vrcholu v (obvykle ze z do s), tj. posloupnost navazujicich
hran eq,ez,...,en, kde f(e;) < w(e;) pro e; ve sméru z w do v a f(e;) >0 proe; v
opacném sméru.

Hodnoté w(e;) — f(e;) pro hrany e; ve sméru z u do v a hodnoté f(e;) pro hrany e;
v opaéném sméru fikdme rezerva kapacity hran e;. Nenasycena cesta je tudiz cesta s
kladnymi rezervami kapacit vSech hran.

Zde vidime priklad nenasycené cesty ze zdroje do stoku s minimalni rezervou kapacity +1.

: 3/4 : 1/2 :1/1 : 2/3 : 2/4 :

rezerva kapacity: +1 +1 +1 +2 +2

Vsimnéte si dobre, Ze cesta neni orientovand, takze hrany na ni jsou v obou smérech.




Algoritmus 6.6. Ford—Fulkersoniiv pro tok v siti.
vstup sit S = (G, z,s,w);
tok f =0;
do {
Prohleddavanim grafu najdeme mnozZinu U vrcholii G,
do kterych se dostaneme ze z po nenasycenych cestach;
if (seU) {
P = (vySe nalezend) nenasycend cesta v S ze z do s;
Zvétsime tok f o minimdini rezervu kapacity hran v P;
}
while (s€ U );
vystup vypiSeme maximalini tok f;

vystup vypiSeme min. fez jako mnozinu hran vedoucich z U do V(G) — U .
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/Dﬁkaz spravnosti Algoritmu 6.6:

fle) = w(e)

X
® U

®

fle)=0

e—U e—U e—U

k|f| =Y . v fle)=> .y f(e), adikaz je hotov.

Pro kazdy tok f a kazdy fez C v siti S plati || f|| < ||C||. Jestlize po zastaveni algoritmu
s tokem f nalezneme v siti S fez o stejné velikosti |C|| = || f]|, je jasné, Ze jsme nasli
maximalni mozny tok v siti S. Zaroven tim dokdZeme i platnost Véty 6.5.

Takze stadi dokazat, Ze po zastaveni algoritmu nastane rovnost | f|| = ||C||, kde C je
vypsany fez mezi U a zbytkem grafu GG. Vezméme tok f v S bez nenasycené cesty ze
z do s. Pak mnozina U z algoritmu neobsahuje s. Schematicky vypada situace takto:

Jelikoz z U Z4dné nenasycené cesty dale nevedou, md kazda hrana e «— U (odch. z U)
piny tok f(e) = w(e) a kazda hrana e — U (pfich. do U) tok f(e) =0, takze

S re) - S Fe) =3 fle) =S w(e) = ] -

ecC

To je presné, co jsme chtéli dokdzat o vysledném toku. Zbyva tedy nahlédnout, ze

a
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/Dﬁsledek 6.7. Pokud jsou kapacity hran sité S celoliselné, optimdini tok také vyjde\
celociselné.

Poznamka: Algoritmus pro celad Cisla kapacit vzdy skonéi. Pro redlna Cisla se ale daji najit
extrémni pripady, které nepovedou k reSeni ani v limité.

Pro rychly béh algoritmu je vhodné hledat nejkratsSi nenasycenou cestu, tj. prohledavanim sité
do Sirky. V takové implementaci algoritmus dobre a rychle funguje i s redlnymi kapacitami
hran.

Algoritmus 6.8. ,T¥i Indi“ pro tok v siti (ndznak)
V intencich Algoritmu 6.6 provadime nasledujici iterace:

e Prohledavanim sité do Sitky nalezneme vsechny nenasycené cesty nejkratsi délky.

e V predchozim nalezené nenasycené cesty soubézné nasytime ,,dynamickym* al-
goritmem.
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/6.3 Zobecnéni siti a dalsi aplikace

Pojmy sité a tokl v ni Ize zobecnit v nékolika smérech. My si zde stru¢né uvedeme tfi

moznosti:

1. U sité mizeme zadat i kapacity vrchold.
To znamena, ze zadnym vrcholem nemiiZze celkem protéct vice nez povolené

mnozstvi substance. Takovou sit “zdvojenim” vrchol snadno prevedeme na béz-
nou sit, ve které kapacity plvodnich vrcholi budou uvedeny u novych hran spo-
jujicich zdvojené vrcholy. Viz neformalni schéma:




/ 2. Pro hrany sité lze zadat také minimalni kapacity, tedy dolni meze toku. \
(Napfiklad u potrubni sité€ mohou minimalni vyZzadované priitoky vody garanto-
vat, Ze nedojde k zaneseni potrubi.) V této modifikaci alohy jiz p¥ipustny tok
nemusi viibec existovat. Takto zobecnéna lloha je také snadno fesitelnd, ale my
se ji nebudeme déle zabyvat.

3. V siti |ze najednou prepravovat vice substanci. To vede na problém tzv. viceko-
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resitelny a presahuje rdmec naseho textu, takze se jim také nebudeme zabyvat.

Kromé uvedenych (a podobnych) zobecnéni toki v sitich jsou velmi zajimavé i nékteré
specidlni formulace problému tokd, které se vyskytuji v moznd i neCekanych oblastech.
Vice o tom napiSeme v dalSich ¢astech tohoto oddilu.




/Bipartitni parovani \
Definice: Pdrovdni v (biparitnim) grafu G je podmnozina hran M C E(QG) takov4, Ze

zadné dvé hrany z M nesdileji koncovy vrchol.
Pojem (bipartitniho) parovéni ma pfirozenou motivaci v mezilidskych vztazich.
Algoritmus 6.9. Nalezeni bipartitniho parovani

Pro dany bipartitni graf G s vrcholy rozdélenymi do mnozin A, B sestrojime sit S
ndsledovné:

ViSechny hrany sité S orientujeme od zdroje do stoku a pfiradime jim kapacity 1. Nyni
najdeme (celo&iselny) maximalini tok v .S Algoritmem 6.6. Do parovani vloZime ty hrany
grafu G, které maji nenulovy tok.

Diuikaz spravnosti Algoritmu 6.9: Podle Disledku 6.7 bude maximalni tok celociselny, a
proto kazdou hranou potece bud 0 nebo 1. Tim budou vybrany hrany parovéni a podle
kzadan}'/ch kapacit nebudou sdilet koncové vrcholy. D/




/Vyééi grafova souvislost \

Predstavme si, ze na libovolném grafu G definujeme zobecnénou sit tak, Ze kapacity
vSech hran a vSech vrchold poloZzime rovny 1 v obou smérech. Pak mame:

Disledek 6.10. Necht w,v jsou dva vrcholy grafu G a k > 0 je pfirozené Cislo. Pak
mezi vrcholy u a v existuje v G aspori k disjunktnich cest, pravé kdyZ po odebrdni
libovolnych k — 1 vrcholii riznych od w,v z G zistanou u a v ve stejné komponenté
souvislosti zbylého grafu.

To pfimo ukazuje cestu k diikazu Mengerovy véty o vyssi souvislosti.




/Rﬁzni reprezentanti \

Definice: Necht Mj, My, ..., M} jsou neprdzdné mnoziny. Systémem riznych re-
prezentant mnozin My, M, ..., M} nazyvame takovou posloupnost riznych prvki
(r1,22,...,28), 26 ¢; € M; proi=1,2,... k.

Véta 6.11. (Hall) Necht My, Ms, ..., My, jsou neprdzdné mnoZiny. Pro tyto mnoZiny
existuje systém riiznych reprezentanti, pravé kdyz plati

VJ C {1,2,...,k};’UjeJMj‘ > 1],

neboli pokud sjednoceni libovolné skupiny z téchto mnoZin ma alespon tolik prvki,
kolik mnozin je sjednoceno.

Dakaz: Oznaéme z1,x3,...,2,, po radé vSechny prvky ve sjednoceni M; U My U
... U Mj. Definujeme si bipartitni graf G na mnoZiné vrcholt {1,2,...,k} U
{z1,29,...,2m }U{u, v}, ve kterém jsou hrany {u,i} proi =1,2,...,k, hrany {v,z;}
proj=1,2,...,m a hrany {i,2,} pro vSechny dvojice i, j, pro které x; € M;.

\_ J
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Cesta mezi u a v ma tvar u, i, x;, v, a tudiz ukazuje na reprezentanta x; € M;. Systém
riznych reprezentantl tak odpovidd k disjunktnim cestdm mezi u a v. Necht X je
nyni libovolna minimalni mnozina vrchold v GG, neobsahujici samotné u a v, po jejimz
odebrani z grafu nezbude zddnd cesta mezi u a v. Podle Lematu 6.10 a této Gvahy
maji nase mnoziny systém rlznych reprezentantll, pravé kdyz kazda takova oddélujici
mnozina X ma aspon k prvkd.

Polozme J = {1,2,...,k} \ X. Pak kazda hrana z J (mimo u) vede do vrcholl z
X N{z1,...,zm} (aby nevznikla cesta mezi u,v), a proto

U, M| = 1X 0wl = 1X] = X 0 {1 kY = X = k1]

Vidime tedy, ze |X| > k pro vSechny (minimalni) volby oddélujici X, pravé kdyz
‘UjeJ M;| > |J| pro vSechny volby J, coZ je dokazovana podminka nasi véty. O

Poznamka: Predchozi dikaz ndm také dava navod, jak systém riznych reprezentant( pro
dané mnoziny nalézt — staci pouzit Algoritmus 6.6 na vhodné odvozenou sit.




