/7 Barevnost a dalsi tézké problémy \

Jiz dfive jsme si pripominali jeden z historickych kamen( teorie grafii — slavny problém sedmi
mosti v Krdlovei (dne$nim Kaliningradé). Dalsi neméné slavny problém pochazi z poloviny
19. stoleti a je obvykle zvany problémem ctyf barev.

Na rozdil od sedmi mostl, problém ¢tyf barev ziistal nevyreseny po vice nez 100 let!

Kolik barev je tfeba pouzit na obarveni politické mapy pro rozliseni sousednich statii?

Nékteri matematici vsak kladou prapocatky teorie grafii daleko pred Eulerovymi sedmi mosty i
problémem Cty¥ barev, az ke stfedovéké otdzce, zda Ize Sachovym koném obejit celou Sachovnici
bez opakovani.

Tato otazka nakonec vede k dalSimu zajimavému a obtiznému problému tzv. Hamiltonovské
kruznice v grafu. ..

Strucny prehled lekce

e Definice barevnosti grafu, zakladni vlastnosti.

e Varinaty problému barveni. Dalsi problémy jako Hamiltonovska kruz-
nice.

e Algoritmicka obtiznost zakladnich grafovych problémd.
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/7.1 Barevnost grafu

Nejprve si uvedme pojem barevnosti — pfedstavme si, Ze hrany grafu ndm Fikaji, Ze jejich
koncové vrcholy musi byt barevné odlisené (tfeba proto, Ze reprezentuji sousedni stéty,
nebo proto, Ze jinak jsou si pfili§ podobné a je tfeba je jinak rozlisit, atd). = Samoziejmé
bychom mohli kazdému vrcholu grafu dat jinou barvu, ale k ¢emu by pak takovy problém
byl? My bychom chtéli pouzit barev celkem co nejméné.

Definice: Obarvenim grafu G pomoci k barev myslime libovolné zobrazeni
c:V(G)—={1,2,...,k}

takové, Ze kazdé dva vrcholy spojené hranou dostanou riizné barvy, tj. c(u) # ¢(v) pro
viechny {u,v} € E(G).

Definice 7.1. Barevnost grafu G
je nejmensi &islo x(G) pro které existuje obarveni grafu G' pomoci x(G) barev.

Cisla 1,2, ...,k z predchozi definice tak nazyvame barvami vrcholi (je to pohodIngjsi,
nez popisovat barvy béznymi jmény jako bild, Cervend, atd).

Poznamka: Uvédomme si, ze barevnost Ize definovat pouze pro graf bez smycek, protoze oba
konce smycky maji vzdy stejnou barvu a nic s tim nenadélame.
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/Lema 7.2. Necht G je jednoduchy graf (bez smycek) na n vrcholech. Pak x(G) < n\
a rovnost nastava pravé kdyz G ~ K,, je dplny graf.

Diikaz: Stadi kazdy vrchol obarvit jinou barvou a mame skute¢né obarveni n barvami
dle definice. Navic pokud nékterd dvojice u,v vrchol neni spojend hranou, miizeme
volit lepsi obarveni ¢(u) = ¢(v) = 1 a zbylé vrcholy riznymi barvami 2,3,...,n — 1,
tj. pak x(G) < n. O
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/PFikIad 7.3. Vratme se k prikladu ,barveni” mapy z dvodu lekce a ukaZme si, jak mapy
souviseji s grafy a jejich barevnosti.

() G Py

Jednotlivé oblasti na mapé (pfedpoklddame, Ze kazdy stat md souvislé (zemi, tj. staty =
oblasti) prohladsime za vrcholy naseho grafu a sousedni dvojice statii spojime hranami. Neza-
pomenme, Ze “sousedni” znamena sdileni celého Gseku hranice, ne jen jednoho rohu.

P¥i trose snahy také najdeme lepsi obarveni uvedené mapy vyuzivajici pouhych tfi barev:
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/Véta 7.4. Graf G ma barevnost 1 pravé kdyz nemd Zadné hrany. \
Graf G ma barevnost 2 pravé kdyz nema Zadnou kruznici liché délky jako podgraf.

Duikaz: Pokud graf nema hrany, mizeme vSechny vrcholy obarvit stejnou barvou 1.
Naopak pokud maji véechny vrcholy stejnou barvu, nemize graf mit zddnou hranu.

Druha ¢ast: Na jednu stranu, lichou kruznici nelze obarvit dvéma barvami, viz obrazek.
Na druhou stranu si predstavme, ze zvolime libovolny vrchol v grafu G s barvou 1 a
ostatni vrcholy obarvime takto: Vrcholy, jejichz vzdalenost od v je lichd, obarvime 2.
Vrcholy, jejichz vzdalenost od v je suda, obarvime 1.

2
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Pokud bychom tak ziskali tfeba dva vrcholy spojené hranou f v sudé vzdalenosti od v,
ziskdme uzavreny sled S liché délky pres f a v. Stejné tak pro dva vrcholy v liché vzdalenosti.
Vezmeme-li ze sledu S ty hrany, které se opakuji lichy pocet krat, dostaneme Eulerovsky
podgraf T lichého poctu hran. Jak jiz vime (Oddil 4.1), T' pak obsahuje kruznici a tudiz jej Ize
induktivné sestrojit jako hranové-disjunktni sjednoceni kruznic. Avsak sjednoceni kruznic sudé
délky nevytvori T liché velikosti, spor. Proto nase obarveni za danych predpokladii nemiize

kdét stejnou barvu sousednim vrcholiim, a tudiz dvé barvy stadi. D/




/Hladové obarvovani \

Definice: Graf G je k-degenerovany, pokud kazdy podgraf G obsahuje vrchol stupné
nejvyse k.

Prikladem k-degenerovaného grafu je kazdy graf stupné nejvyse k, ale na druhou stranu k-
degenerované grafy mohou mit vysoké stupné. (Nestadi vSak mit jen nizky nejmensi stupefi!)

Véta 7.5. Kazdy k-degenerovany graf Ize hladové korektné obarvit k + 1 barvami.

Duikaz: Jelikoz graf G je k-degenerovany, vybereme libovolny jeho vrchol v; stupné
nejvySe k a rekurzivni aplikaci tohoto postupu obarvime podgraf G — vy, ktery je
podle definice také k-degenerovany. Nakonec si vS§imneme, ze < k sousedé vrcholu vy
dostanou nejvyse k rliznych barev, takze v; dobarvime zbylou barvou. O

Dalezité aplikace této véty uvidime v pfisti lekci, avSak jedno zajimavé zesileni (Brook-
sovu vétu) si uvedeme nyni:
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/Véta 7.6. Necht G je souvisly jednoduchy graf maximdlniho stupné k > 2. Pak\
X(G) < k az na pripady, kdy G je dplny graf nebo lichd kruznice.

Dukaz (naznak): Pro k = 2 plyne tvrzeni z Véty 7.4. Necht tedy & > 3. V jednom
sméru je jasné, Ze x(Kx+1) = k + 1. Naopak tedy pfedpokladejme, Ze G neni (plny.

e Prvnim krokem nahlédneme, ze pak G obsahuje dva nespojené vrcholy u,v se
spole¢nym sousedem w. Pokud ale je graf G—{u, v} nesouvisly, pak graf pfislusné
rozdélime a indukci po ¢astech obarvime.

e Pfidejme tedy pfedpoklad, Ze G—{u, v} je souvisly. Druhym krokem nahlédneme,
ze graf H vznikly z G — w ztotoznénim u s v do jednoho vrcholu je (k — 1)-
degenerovany.

e Tudiz graf H hladové obarvime k barvami podle Véty 7.5. Po opétovném “rozpo-
jeni” vrcholid u, v ziskdme obarveni G —w k barvami takové, Ze u, v maji stejnou

barvu. Nyni w ma v sousedstvi nejvySe k — 1 barev a GG cely obarvime.
O
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/G rafy vysoké barevnosti \

Ke spravnému pochopeni barevnosti grafu je nezbytné se zamyslet, které grafy maji
vysokou barevnost. Jednd se napfiklad o grafy obsahujici velké kliky (Gplné podgrafy).
Je to vsak vse?

Neni! Lze nalézt grafy s libovolné vysokou barevnosti neobsahujici ani trojihelniky.

Tvrzeni 7.7. (Mycielski) Graf ziskany z grafu G ndsledujici konstrukci (viz obrdzek)
md barevnost x(G) + 1 a neobsahuje trojiihelniky, pokud je neobsahuje ani G.

Nejobecnéji Ize fici nasledujici prekvapivé tvrzeni:

Véta 7.8. (Erdés) Pro kaZdd c,r > O existuje graf s barevnosti alespori ¢ a neobsa-
hujici kruznice kratsi nez r.




/7.2 Variace na barevnost a jiné \

Definice 7.9. Hranova barevnost grafu G.
Hleddme obarveni ¢.(E(G)) — {1,2,...,k} takové, Ze zadné dvé hrany se spoleénym
vrcholem nedostanou stejnou barvu.

Nejmensi mozny pocet barev k, pro které hranové obarveni existuje, se nazyva hranova
barevnost x.(G) grafu.

Na rozdil od bézné barevnosti umime hranovou barevnost docela ostre aproximovat.
Véta 7.10. (Vizing) Pro kaZdy jednoduchy graf plati A(G) < x.(G) < A(G) + 1.

Plati, Ze vétsina graft spliiuje A(G) = xc(G). Umite jednoduse sestrojit (a dokézat) priklady
pro druhy pripad?

Problém presného urceni hranové barevnosti grafu vsak stale zlstava algoritmicky velmi
obtizny a také (zce souvisi s problémem Cty¥ barev.




/Definice 7.11. Vybérova barevnost grafu G. \
Je dan graf G spolu s pfitazenymi ,seznamy barev' L : V(G) — () (k-prvkové
podmnoziny). Nyni hleddme obarveni c.,(V(G)) — N takové, ze zadné dva sousedni
vrcholy nedostanou stejnou barvu a navic c.,(v) € L(v) pro kazdy vrchol v.

Nejmensi mozna délka k seznami barev, pro kterou vybérové obarveni vzdy existuje
(tj. pro kazdou moznou takovou volbu seznamii), se nazyva vybérovd barevnost ch(G)
grafu.

Vybérova barevnost miize (kupodivu!) byt libovolné ,vzdalena” bézné barevnosti.

Tvrzeni 7.12. Pro kazdé k nalezneme bipartitni graf s vybérovou barevnosti vétsi
nez k.

Fakt: Hranova vybérova barevnost tplnych bipartitnich grafii Gzce souvisi se znamym
problémem /latinskych obdélnikd.




/Hamiltonovské grafy \

Definice: Kruznice C' obsazend v grafu G se nazyvd Hamiltonovska, pokud C' prochazi
véemi vrcholy G. Obdobné mluvime o Hamiltonovské cesté P v G, pokud cesta P C G
prochdzi véemi vrcholy G.

Graf G je Hamiltonovsky, pokud obsahuje Hamiltonovskou kruznici.

Mozna to zni prekvapivé, ale i problém Hamiltonovské kruznice izce souvisel s FeSenim
problému ctyf barev. To je vSak mimo ramec naseho textu.

Véta 7.13. (Dirac) Kazdy graf na n > 3 vrcholech s minimdlnim stupném > n/2 je
Hamiltonovsky.

Dukaz (naznak): Necht P je nejdelsi cesta v grafu G s vrcholy po fadé ug, uy, ..., ug.
Podle jeji maximality lezi kazdy soused ug i ug na P. Pak existuje 0 < i < k takové,
ze upu; 41 € E(G) a zéroven uiu; € E(G). Pak ugu;11 Pugu; P tvofi kruznici v G a
snadno plyne, Ze se jednd o Hamiltonovskou kruznici. O
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/7.3 NP-uiplnost grafovych problému \

Definice slozZitostni tfidy NP se tykd vyhradné rozhodovacich problémi (s ,ANO/NE" od-
povédi). D4 se neformalné Fici, ze problém patfi do tfidy AP, pokud jeho odpovéd ANO Ize
prokazat (ve smyslu “uhodnout a ovéfit”) vypoétem, ktery bé&zi v polynomidlnim &ase.

N'P-tplné problémy jsou zhruba fedeno ty, které ve tfidé N'P maji nejvysi obtiZnost feseni.

Od jednoho N'P-tpIného problému A se “dostaneme” k jinému B tzv. polynomislnim prevo-
dem: Ukazeme, jak bychom ze zndmého postupu feseni B efektivné nalezli feseni (libovolné
instance) A.

sV vevs

Nyni si ukdZeme vhodnymi pfevody, Ze oné&ch ,nejobtizn&jsich” (ANP-lplnych) pro-
blém0 je v teorii grafd mnoho, bohuzel by se dalo fici vétSina. To ostatné ukazuje,
pro¢ jsme zatim v praxi tak malo spésni pri pocitacovém reseni mnohych praktickych
problémii — pFesné a efektivni feSeni AN'P-tiplnych (loh se totiZz vieobecné& povazuje za
nemozné.

Problém 7.14. 3-SAT (splnitelnost logickych formuli ve spec. verzi)
Ndsledujici problém je N'P-iplny:

Vstup: Logicka formule @ v konjunktivnim normalnim tvaru takova, Ze kazda klauzule
obsahuje nejvyse 3 literdly.

Vystup: Existuje logické ohodnoceni proménnych tak, aby vyslednd hodnota ® byla 1
(pravda)?
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/Problém 7.15. 3-COL (3-obarveni grafu) \
Ndsledujici problém je N'P-iplny:

Vstup: Graf G.
Vystup: Lze vrcholy G korektné obarvit 3 barvami?

Diukaz (ndznak): UkdZeme si polynomidlni pfevod z problému 3-SAT.

Sestrojime graf G pro danou formuli ®. Zikladem grafu je trojihelnik, jehoz vrcholy
oznacime X, T, F. Kazdé proménné x; ve ® priradime dvojici vrcholl spojenych s X.
Kazdé klauzuli ve ® pfifadime podgraf na 6 vrcholech (z nichz tfi jsou spojené s T'), jako
na obrazku. Nakonec volné “pllhrany” z obrazku pospojujeme dle toho, jaké literaly
vystupuji v klauzulich.

—4
L1
X1

(xl\/—wi\/...)

kPak G ma 3-obarveni pravé kdyz je ® splnitelnd, jak si Ize ovéfit na obrazku. D/




/Problém 7.16. IS (nezavisla mnozina) \
Ndsledujici problém je N'P-iplny:

Vstup: Graf G a pfirozené Cislo k.
Vystup: Lze v G najit nezdvislou podmnoZinu velikosti (aspofi) k7

Duikaz: Ukdzeme polynomidlni pfevod z problému 3-COL.
Necht H je graf na n vrcholech, ktery je za kol obarvit tfemi barvami. Polozime k = n
a graf GG sestrojime ze t¥i disjunktnich kopii grafu H takto:

v FTU

Pokud ¢: V(H) — {1,2,3} je obarveni H tfemi barvami, v grafu G lze vybrat k = n
nezavislych vrcholl tak, Ze pro kazdy v € V(H) vezmeme c(v)-tou kopii vrcholu v
v grafu G. Naopak pokud I je nezavisld mnozina v grafu G o velikosti k& = n, pak
z kazdého trojuhelniku T, v € V(H) nélezi do I pravé jeden vrchol. Podle toho jiz
kur&fime jednu ze t¥i barev pro vrchol v v H. O
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/Problém 7.17. VC (vrcholové pokryti)
Ndsledujici problém je N'P-iplny:

Vstup: Graf G a pfirozené Cislo k.
Vystup: Lze v G najit vrcholové pokryti, tj. mnozinu C C V(G) takovou, ze kazda
hrana G ma alespon jeden konec v C', o velikosti nejvyse k7

Diikaz: Ukdzeme polynomidlni pfevod z problému IS. Necht G je graf na n vrcholech,
v némz mame najit nezdvislou mnozinu I velikosti ¢. VSimnéme si, ze doplnék C' =
V(G) \ I nezévislé mnoziny I je vlastné vrcholovym pokrytim. Takze v nasem prevodu
stadi pouzit stejny graf G a k =n — /. O

nezavisld mnozina vrcholové pokryti




/Problém 7.18. DOM (dominujici mnozina) \
Ndsledujici problém je N'P-iplny:

Vstup: Graf G a pfirozené Cislo k.
Vystup: Lze v G najit dominujici mnozinu, tj. mnozinu D C V(G) takovou, Ze kazda
vrchol G ma nékterého souseda v D, o velikosti nejvyse k7

Diikaz (ndznak): Problém dominujici mnoZiny jasné patfi do NP a jeho Gplnost je
dokazana nasledujicim schematickym polynomidlnim prevodem.

Graf H vytvofime z grafu G pfidanim, pro kazdou hranu e € E(G), nového vrcholu v,
spojeného hranami do obou koncovych vrcholli hrany e. (Tak se vlastné z kazdé hrany
stane trojuhelnik s tfetim novym vrcholem, viz naznaéeny obrazek.) Ciselny parametr k
zlstane tentokrat nezménén. Nyni zbyva dokdazat, ze G ma vrcholové pokryti velikosti
k, pravé kdyz H ma dominujici mnozinu velikosti pravé k, coZ neni obtizné. a
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Ndsledujici problém je N'P-iplny:

Vstup: Orientovany graf G.
Vystup: Lze v G najit orientovanou kruZnici (cyklus) prochézejici vemi vrcholy?

Problém 7.20. HK (Hamiltonovska kruznice)
Ndsledujici problém je N'P-iplny:

Vstup: Graf G.
Vystup: Lze v G najit kruznici prochazejici véemi vrcholy?

Dukaz:

<

P,

—

PouZijeme snadny pfevod z pfedchoziho problému HC. Kazdy vrchol v orientovaného
grafu H nahradime tfemi vrcholy tvoficimi cestu P, délky 2 v grafu G. Orientované
hrany grafu H prichazejici do v pak pfivedeme do prvniho vrcholu cesty P,, hrany
odchazejici z v naopak vedeme z posledniho vrcholu cesty P, . O

/Problém 7.19. HC (Hamiltonovsky cyklus) \
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/7.4 Pribéh problému vrcholového pokryti \

Bylo nebylo, jednou se dva slovutni informatici (pfi surfovani na mofti?) zalali zabyvat otazkou,
pro¢ dva tak ,,podobné" problémy jako vrcholové pokryti a dominujici mnoZina maji (pfestoze
oba N'P-tplné) tak rozdilné algoritmické chovani. ..

Ale dost pohddek, vice konkrétnich informaci ¢tendf najde v [R. Downey, M. Fellows, Pa-
rametrized complexity, Springer 1999]. Mimo jiné se dozvi, Ze tato zdanlivé okrajova otdzka
dala vzniknout zcela novému pohledu na vypocetni slozitost problémd, ktery jde ,, jaksi mimo*
klasickou polynomidlni hierarchii a umoznuje docela rozumné resit i nékteré problémy, které
jsou jinak N'P-t&zké.

Takze v ¢em spociva zasadni rozdil v nasich znalostech o feSeni problém( dominujici
mnoziny a vrcholového pokryti?

e Pokud se v analyze zaméfime na hodnotu parametru k vstupu, tak dominujici
mnozinu velikosti k stejné nedokazeme nalézt rychleji nez probranim prakticky
vsech k-tic vrcholl grafu G.

To je i pro malé fixni hodnoty k, tfeba k = 10,20 v praxi neproveditelné.
e Avsak vrcholové pokryti velikosti k& dokdazeme nalézt jednoduchym algoritmem

v &ase O(2F - n), coz pro malé fixni hodnoty k dava skvéle pouzitelny linedrni
algoritmus!

\_ /




/Algoritmus 7.21. k-VC (vrcholové pokryti) \
Pro fixni k vyresime nasledujici problém.

Vstup: Graf G.
Vystup: Lze v G najit vrcholové pokryti o velikosti nejvyse k7?

Pro inicializaci polozime C' = () a F = E(G).

e Pokud F =), vracime C' jako vrcholové pokryti.
Jinak pokud |C| > k, vracime odpovéd NE.

e Vybereme libovolnou hranu f = uv € F' a pro oba jeji konce x = u,v udélame:
- ' = CU{z} a F’ vytvofime z F odebranim vsech hran vychazejicich z
vrcholu x v G.
— Rekurzivné zavolame tento algoritmus pro G, C' a F'.

Kolik tento algoritmus provede rekurzivnich volani celkem? Kazdy prichod generuje

dvé dalsi volani, ale jen do fixni hloubky k, takze ve vysledku bude ¢as vypoctu jen
O(2F - n).

Poznamka: Dnes je jiz znamo, ze faktor 28 Ize promyslenéjsim pristupem ,vylepsit" na mno-
hem mensi zdklad mocniny. (2006: 1.2738%)
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