Pisemna zkouska z MB102 — 24. 1. 2008
Cast I. (Celkem 9 bodt.)

Cast 1. A. (Celkem 3 body.)

Tvrzeni 1. Ma-li funkce f v bodé xy € R vlastni obé jednostranné limity, pak je f na
néjakém ryzim okoli bodu x(y ohranicena.

Tvrzeni 2. Pro libovolnou funkci f spojitou a ohrani¢enou na intervalu (0, 10) je

/0 " fa)de

Tvrzeni 3. Maclaurinova fada libovolného polynomu méa kone¢ny pocet nenulovych
¢lent.

S/Ololf(:c)] dz.

Cast 1. B. (Celkem 3 body.)

Tvrzeni 4. Funkce
f(x) = cos(cos(sin(—3z + 2))) + arctg (22> 4+ 3) - e ***, xR

je diferencovatelna na celém R.

Tvrzeni 5. K funkci
Inxz

x
existuje na intervalu (0,1) primitivni funkce, kterad je vyssi funkci, tj. neni vyjadfitelna
pomoci elementarnich funkci.

Tvrzeni 6. Rada Y -~ /n diverguje k +oo.

Cast 1. C. (Celkem 3 body.)
Tvrzeni 7. Libovolny polynom p je rostouci v bodé x = 2, pravé kdyz je p/(2) > 0.

Tvrzeni 8. Existuje funkce f, kterd méa derivaci na intervalu I = [—2, 2] a pro kterou
je dolni integral z f na I ostfe mensi nez horni integral z f na 1.

Tvrzeni 9. Rovnice
y"' =2z + Ty — 6y

je linearni diferencialni rovnici 2. fadu.



Vysledky Tvrzeni 1-9. Spravné odpovédi jsou

1,2,3,4,6,9 plati; 5, 7,8 neplati.

Cast II. (Celkem 11 bodii.)

Uloha 10 (2 body). Udejte piiklad mnozin A, B,C' C R takovych, aby platilo

ANB=0, AnC=0, BNC=0( a sup A=inf B=inf C =sup C.

Vysledek. Mnozina C' musi byt jednoprvkova. Necht tedy napf. C' := {0}. Nyni mtzeme
ziejmé zvolit A := (—1,0), B :=(0,1). O

Uloha 11 (1 bod). Napiste Weierstrassovu vétu pro funkei f, kterd je spojita na in-
tervalu [a, b], pfiCemz a < b, a,b € R.

Vysledek. Viz takto nazvanou vétu v podkapitole 2.5 ve skriptu doc. Hilschera. O

Uloha 12 (3 body). Nakreslete grafy funkci

f(f):f?_m, reR; gx)=In|z|, ©#0, z€R.

Vysledek. Uvédomite-li si, ze obé zadané funkce jsou sudé, k vykresleni grafi f a g
postacuje znat grafy funkci e, x € (—00,0] a lnx, x € (0, +00). Viz Obrazek 11 na str. 6
ve skriptu Mgr. Hasila. 0

Uloha 13 (1 bod). Kolik existuje rfiznjch primitivnich funkci k f(z) = cos (Inx)
na (0,10)7



Vysledek. Nekonecné mnoho. Piesnéji feceno, pravé tolik, kolik je redlnych cisel. [

Uloha 14 (2 body). Vyjadiete bez symbolii derivace a integrace vyraz

(/zot5ln(t+1) dt)

pro z € (—1,1), je-li derivovano podle .

!/

Vysledek. Plati

0 /
(/ t5ln(t—|—1)dt) =—2"In(z+1), |z|<Ll

Viz podkapitolu 3.7 ve skriptu doc. Hilschera. O

Uloha 15 (2 body). Definujte geometrickou fadu. Poté uvedte, za jakych podminek
konverguje a jaky je v tomto pripadé jeji soucet.

Vysledek. Viz zacatek podkapitoly 4.1 ve skriptu doc. Hilschera a tvrzeni nazvané ,, Kon-
vergence a soucet geometrické rady“ tamtéz. 0



Cast III. (Celkem 10 bodii.)

Dopliime, Ze vySetfenim prubéhu funkce f v nize uvedeném prikladu se rozumi ,udat
defini¢ni obor a obor hodnot; pfipadnou lichost, sudost, periodicitu; spoc¢itat limity

lim f(z) a lim f(z),
T——00 T——+00
jestlize existuji; urcit body nespojitosti a jejich druh vcetné prislusnych jednostrannych
limit (pokud existuji), nulové body (pokud existuji) a intervaly, kde je funkce kladna a kde
zdpornd; stanovit prvni (a druhou, je-li pot¥eba) derivaci; intervaly, na kterych funkce
roste, klesa, ¢i je konstantni; vSechny stacionarni a inflexni body; vSechny lokalni extrémy
(pokud existuji); intervaly, kde je funkce konvexni a kde konkdvni; vSechny asymptoty;
vypocitat hodnoty ve vyznaénych bodech (tim se rozumi vy¢islit funkci ve stacionarnich
a v inflexnich bodech a nalézt priseéiky s osami, existuji-li); naértnout jeji graf*.

Piiklad 16 (10 bodu). Vysetiete pribéh funkce

f(z) = arctg QL

Vysledek. Funkce je definovana i spojitd na R\ {2}. Neni liché, sudé ani periodicka. Je
kladné pravé na intervalu (0,2). Jedinym priise¢ikem Gr f s osami je bod [0,0]. V bodé
r = 2 nastava skok, protoze

lim f(z) = z, lim f(z) = —g.

r—2— r—2+
Plati 1
() = ———— R~ {2};
fl@) = s, weRN{2)
2(1—x)
" = R 24
F'@) = g TERN{2)

Prvni derivace nemé nulovy bod. Funkce f proto roste v kazdém bodé svého defini¢niho

oboru. Nebof
T

lim f(x):—g, lim f(z) = -~

r——00 x——+00 4’
je oborem hodnot mnozina (—7/2,7/2) \ {—n/4}. Funkce f je konvexni na intervalu
(—o0, 1]; konkavni na intervalech [1,2), (2,+00). Bod z = 1 je tedy jedinym inflexnim
bodem, pfi¢emz f(1) = /4. Jedinou asymptotou je pfimka y = —7/4 v f+o0. OJ



Cast IV. (Celkem 20 bod1.)

Piiklad 17 (3 body). Naleznéte polynom p nejvyse tfetiho stupné, pro ktery plati
p(0)=1, p(1)=0, p(2)=1, p(3)=10.

Vysledny polynom uvedte ve tvaru ax® + bx? + cx + d.

Vysledek. Hodnoty koeficientd jsou

Piiklad 18 (3 body). Urcete derivaci funkce y = f(z) zadané rovnici
In \/22 4+ y? = arctg Y.
x
Vysledek. Plati
Y = T4y
xT—y

Piiklad 19 (5 bodu). Pro z € (0,1) vypoctéte
2+ 1 3 )
———— + 2"+ ——=+4sinz — Hcosx | dx.
/ (x (22 —1) V4 — 4x?

Vysledek. Lehce lze obdrzet vysledek

2 —1

2¢ 3
+ —arcsinz —4cosx — bsinx + C, kde C € R.
x

In2 2

In

+



Piiklad 20 (3 body). Sectéte

WE
C«.’J|§

n"

1

n

Visledek. Soucet dané rady je 3/4.

Priklad 21 (3 body). Urcete polomér a obor konvergence mocninné fady

oo

) — (x—2)".

x
= Vnt +2n3 + 111

Vysledek. Uvedend fada konverguje praveé pro

€ |2 12—1—1
x - = =
3’ 3

Piiklad 22 (3 body). Najdéte obecné Feseni diferencidlni rovnice

/

Y 4 = 3zy?.
x

Vysledek. Obecné feseni zadané Bernoulliovy diferencialni rovnice je

X

=— (CeR.
4 C —a3

Dodejme, ze y = 0 je singuldrnim fesenim.



Cast V. (Celkem 10 bodii za 2 p¥iklady ze 3.)

Ptiklad 23 (5 bodii). Uvedte z-ovou soufadnici x4 bodu paraboly y = 2%, ktery je
nejblize bodu A = [1, 2].

Vysledek. Neni obtizné uvédomit si, ze priklad ma pravé jedno feSeni a ze tikolem je
vlastné najit absolutni minimum funkce

f@)=+/(r—1)2+ (22 —2)2, xR

Funkce f zjevné nabyva nejmensi hodnoty ve stejném bodé jako funkce
g(x) = (z = 1>+ (2* - 2)}, z€eR
Nebot
gl(z) =42° — 62 —2, z€R,

fesenim rovnice 0 = 22% — 3x — 1 dostavame nejprve staciondrni bod z = —1 a po vydéleni
polynomu 22® — 3z — 1 polynomem x + 1 také zbylé dva stacionarni body

1—+3 14++3
a
2 2

Protoze funkce g je polynomem (ma derivaci na celé redlné ose), z geometrického vyznamu
ulohy lze jiz obdrzet vysledek
1+/3

rTpA = B .

Piiklad 24 (5 bodu). Vypoctéte obsah S obrazce slozeného ze dvou ¢asti roviny vy-
mezenych pfimkami x =0, x = 1, x = 4, osou x a grafem funkce

Vysledek. Je




Piiklad 25 (5 bodu). Vyjadiete piibliznou hodnotu ¢isla sin (%) s chybou ostie
mensi nez 1078,

Vysledek. S uvedenou chybou plati
, ( T ) m 73
sin([— )|~ — — ———.
180 180 1803 3!

Dalsi ¢len Maclaurinova rozvoje

7T5

180° 5!
jiz neni potieba pri¢itat. U



