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Opakovani

(Obycejnou) vytvorfujici funkci posloupnosti a = (a9, a1, a2, . . .)
rozumime mocninnou fadu
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Exponencialni vytvotujici funkci posloupnosti a = (ag, a1, a2, . . .)
pak rozumime mocninnou fadu
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Poznamka

Pouzivaji se i dalsi typy vytvorujicich funkci (napf. v teorii Cisel se
pouzivaji Dirichletovy vytvorujici funkce, kde roli faktoru x” hraje
n~*), ale témi se zde zabyvat nebudeme.

Poznamka

(Nejen) pro manipulace se sumami pouzivaji autofi Concrete
mathematics velmi vhodné oznaceni [logicky predikdt] —
vyraz je roven 1 v pripadé splnéni predikatu, 0 v pripadé jeho
nesplnéni.

Nap¥. [n = 1], [2|n] apod.

Pro vyjadreni koeficientu u x” ve vytvorujici funkci F(x) se pak
Casto pouziva zapis [x"]F(x).
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Operace s vytvorujicimi funkcemi

S¢&itani dvou posloupnosti ¢len po ¢lenu.

Vynasobeni vSech ¢len(i posloupnosti stejnym skalarem.
Posunuti posloupnosti doprava.

Posunuti posloupnosti doleva.

Vynasobeni n-tého Clenu posloupnosti skalarem «”.

~Nafouknuti" posloupnosti nulami.

Vynasobeni n-tého ¢lenu posloupnosti Cislem n.

Vydéleni n-tého Clenu posloupnosti Cislem n.

Konvoluce posloupnosti ¢, = > g <, akbn—k-
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Z3akladni prehled

1 n
1—x - A" (171717 )
n>0
1 x" 111
| N 125 =
n<1—><> n’ 01335
n>1
x" 111
R et L1 2,2, ...
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2n+1 1 1
= 0,1,0,——,0, —,...
sinx = Z( (2 _|_1)|7 (7 » Vs 67 71207 )

n>0

X2 1 1
COSX—Z(_ ) (2 )|7 (1707_5707 ﬂ)vov)
n>0

(1+x)'=§0<£>xk, (1, r, (;),(;),
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Z3akladni prehled — odvozené vztahy

1J1FX = g(—l)”X”, (1,-1,1,-1,...)

1_1Xm=Z[mln]x”, (1,0,...,0,1,0,...,0,1,...)
n>0

ﬁ = %%(n +1)x", (1,2,3,4,5,...)

ﬁ :§)<C+:_l>xn’ (Lc, (C;rl>, <c43r2>7m)

1—1rx :Zrnxnv (1,r,r% 1, ..)
n>0

In(L4x) = 3 T~ o1-21-1)

n>1
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Mocninné Fady jsou velmi silnym nastrojem pro FeSeni rekurenci.
Tim je minéno vyjadreni ¢lenu a, jako funkci n. Casto se s pomoci
fad podafii vyresit na prvni pohled velmi slozité rekurence.

Obvykly (takika mechanicky) postup pro feseni rekurenci se sklad4
ze 4 kroki:

@ Zapiseme jedinou rovnici zavislost a, na ostatnich ¢lenech
posloupnosti. Tento vztah musi platit pro vsechna n € Ny
(predpokladajice a_1 = a_» =--- =0).

@ Obé strany rovnice vynasobime x" a seCteme pres vSechna
n € No. Na jedné strané tak dostaneme ), a,x", coz je
vytvorujici funkce A(x). Pravou stranu vztahu je pak tfeba
upravit na vyraz rovnéz obsahujici A(x).

@ Zjisténa rovnice se vyresi vzhledem k A(x).

Q Vysledné A(x) se rozvine do mocninné Fady, pficemz
koeficient u x" udava a,, tj. a, = [x"]A(x) .
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Rozklad na parcidlni zlomky

Jak jsme jiz vidéli na prikladu Fibonacciho posloupnosti, v kroku 4
Casto s vyhodou vyuZijeme rozkladu na parcidlni zlomky. Ten
jsme jiz vidéli dfive (Casto se pouziva pfi integraci racionalnich
lomenych funkci), proto pfipomeneme jen struéné:
e Predpoklddime, ze P(x)/Q(x) je podil polynomu, kde
st P < st Q (jinak vydélime se zbytkem) a P(x), Q(x) nemaji
spolecné koreny.
e Polynom Q(x) rozloZime na kofenové Cinitele.
@ Jsou-li vSechny kofeny aq, ..., ay jednoduché, pak

P(X) . A1 Ag
Q(X) _x—a1+oﬂ X —ap

@ Ma-li koren « nasobnost k, pak jsou prislusné parcialni zlomky
tvaru

A1 A2 Ak
-0 x—ap T xoaF
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Rozklad na parcidlni zlomky — pokr.

e V pripadé dvojice komplexné sdruzenych kofeni nahrazujeme
s¢itanec A/(x — a) s¢itancem (Ax + B)/(x? + px + q) vietné&
pfislusnych mocnin jmenovatele. (V nasich tlohach ale radéji
rozlozime i kvadratické faktory na linedrni vypoctem korent

v C.)

@ Nezndmé dopocitdme bud rozndsobenim a porovnanim
koeficientiim u jednotlivych mocnin x nebo dosazenim
jednotlivych kofen(.

o Vyrazy A/(x — o)k prevedeme na vyrazy tvaru B/(1 — px)¥
vydélenim Citatele i jmenovatele vyrazem (—a)X. Tento vyraz
jiZ umime rozvinout do mocninné fady.
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Péstované binarni stromy a Catalanova disla

S vyuzitim vytvofujicich funkci urime formuli pro pocet b,
péstovanych binarnich strom( na n vrcholech. Prozkoumanim
pfipad( pro malad n vidime, Ze

bo=1,by =1by=2,b3=5.
Snadno nahlédneme, Ze pro n > 1 vyhovuje b, rekurentni formuli

bn = bobp—1+ b1by—2+ -+ bp_1bo.

Vidime, ze jde vlastné o konvoluci posloupnosti. Vztah upravime,
aby platil pro véechna n € Npy:

bn= > bibp_—1+[n=0].

0<k<n

Tim mame hotov krok 1.
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V kroku 2 vynasobime obé strany x” a seCteme. Je-li B(x)
odpovidajici vytvorujici funkce, pak:

B(x) = Z byx" = Z bibp_j_1x" + Z[n =0]x" =
n n,k nk

= Z kak <Z bn_k_lxn_k> +1=
k n

=3 b (xB(x)) + 1 = B(x) - xB(x) + L.
k

Pozorny Ctendr si jisté povsiml, Ze ve vySe uvedeném vypoctu jsme
nahradili konvoluci b, = bgb,_1 + b1by_o + - - + by_1byg vztahem
b, = bobp—1+ -+ by—1bo + bpb_1 + byy1b_o 4 - - -. Diky nasi
konvenci to ale neni problém a velmi to usnadnuje praci se sumami
(s nekonednymi soucty se zde pracuje podstatné snadnéji nez

s kone¢nymi, kdy musime neustéle hlidat meze).
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V kroku 3 fesime kvadratickou rovnici B(x) = xB(x)? + 1 pro
B(x) :
1++v1—4x
B(x) = —
X

Znaménko + ale nepfichazi v Gvahu, protoze pak by pro x — 04
B(x) méla limitu oo, zatimco vytvorujici funkce pro nasi
posloupnost musi mit v 0 hodnotu by = 1.

Zbyva uz pouze krok 4, tedy rozvinout B(x) do mocninné Fady.
Rozvoj ziskame pomoci zobecnéné binomické véty

(1—ax)1/2 = kzzo (1/2>( gt = 1+Z 2k< 1/2>( 4x)k
3 po vyddleni 1 — /T — 3 vjrazem 2x dostanerme
Bx) :Z k<kl/2>( gkl =
k>1
—Z< 1/2>( 4xi” > <2nn> n)j:l'

n>0 n>0
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Catalanova cisla

Dokazali jsme, ze pocet binarnich péstovanych stromi na n
vrcholech je roven b, = nil (2n”) — tato vyznamna posloupnost se
nazyva posloupnost Catalanovych cisel. Kromé toho, ze Catalanova
Cisla vyjadruji pocet binarnich péstovanych stromii, vystupuji

rovnéz jako:

o pocet slov délky 2n obsahujicich n znakli X a Y takovych, ze
zadny prefix slova neobsahuje vice Y nez X

e podobné takové fronty u pokladny (5koruny a 10koruny), ze
nezasobena pokladna mize vzdy vratit

@ pocet korektné ozavorkovanych vyrazl sloZzenych z levych a
pravych zavorek

e pocet monotdnnich cest z [0, 0] do [n, n] podél stran
jednotkovych Ctvercl, které neprekroci diagonalu

e podcet raznych triangulaci konvexniho (n + 2)-Ghelniku.
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Jesté jeden priklad

Priklad

Vyreste rekurenci

ap = a1 = 1
ap=3ap_1+ 23n—2 = (_1)n

Reseni

Tato rekurence je opét jiného typu nez dosud studované. Jako vzdy
neuskodi vypsani prvnich nékolika ¢lenii posloupnosti (ted ale ani
moc nepomiize, snad jen pro kontrolu spravnosti vysledku).?

“Narozdil od tvrzeni v Concrete mathematics je jiz mozné tuto posloupnost
nalézt v The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences.
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o Krok 1: a, = 3,1 + 23,2+ (-1)"[n > 0] + [n=1].
o Krok 2: A(x) = xA(x) + 2x?A(x) + ﬁ + x.
o Krok 3:

1+ x4+ x?
(1 —2x)(1+x)?"

o Krok 4: a, = 12"+ (3n+ 2) (-1)".

Alx) =
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Rekurzivné propojené posloupnosti

Nékdy dokazeme snadno vyjadrit hledany pocet jen pomoci vice
vzajemné provazanych posloupnosti.

Kolika zplisoby mizeme pokryt (nerozlienymi) kostkami domina
obdélnik 3 x n?

Snadno zjistime, ze ¢; = 0, ¢, = 3,¢3 = 0, déle klademe ¢ =1
(nejde jen o konvenci, m3 to svou logiku).

Najdeme rekurzivni vztah — diskusi chovani ,na kraji* zjistime, Ze
Cn =2 14+Ch2, I'n =Cn2+rn_o, o =0,rn =1, kde r, je pocet
pokryti obdélniku 3 x n, ze kterého jsme odstranili levy horni roh.
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Reseni (pokr.)

o Krok 1: ¢, =2r,—1+cha+[n=0], r,=upn_1+ r_o.

o Krok 2:
C(x) = 2xR(x) + x2C(x) +1, R(x) = xC(x) + x2R(x).
e Krok 3:
1— x? X
C(X):1—4X2—|—X4’ R(X):1—4X2—|—X4'
2

o Krok 4: Vidime, ze obé funkce jsou funkcemi z=, uSetfime si
praci tim, ¥e uvazime funkci D(x) = 1/(1 — 4x + x2), pak
totiz C(x) = (1 — x?)D(x?), tj.

[*"]C(x) = [x*")(1 = x*) D(x?) = [x"[(1 — x)D(x), a tedy
Con = dn - dn—l-
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Reseni (zavér)
Kofeny 1 — 4x + x2 jsou 2 + /3 a 2 — \/3 a jiz standardnim
zpusobem obdrzime
_@tVA -y
§— /8 3+v3

Podobné jako u Fibonacciho posloupnosti je druhy scitanec pro
velka n zanedbatelny a pro vSechna n lezi mezi 0 a 1, proto

Cn

- 152%

Napr. coo = 413403.




