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1. DEMONSTRATIVNI CVICENI

Priklad 1. Zobrazte v roviné defini¢ni obory funkci:

) f(z,y) =3,

(i) f(z,y) =In (£ +3y),
(i) f(z,y) = InfrIn(y — )],
(iv) f(z,y) = arcsin £ — m
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Priklad 2. Urcete defini¢ni obory funkci:
) fr.y.2) = [t +Inz,
.. _ nE :
(i) f(=,y,z) = arcsin i —In T




Priklad 3. Nacrtnéte vrstevnice funkef:

() flz,y) =52,
(i) f(z,y) = 2> +y°
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Priklad 4. Pomoci vrstevnic a fezil souradnymi rovinami nacrtnéte graf funkce

B I‘Q y2



Priklad 5. Rozhodnéte, zda je dana posloupnost Cauchyovska (i € N).
(i) o, a>0,
(i) 5
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Priklad 6. Urcete vSechny hromadné body dané mnozZiny.
(1) N,
(i) {(~1),i € N},
Gii) {1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,...},
(iv) MnozZina je ddna prvky matice A.



Priklad 7. Urcete teCnu v bod€ ¢ = 7 kiivky dané pfedpisem
f(t) = (2cost + cos2t,2sint + sin 2t).
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Priklad 8. Najdéte takovy bod na kiivce f(t) = (¢, t3),t € R, Ze jim prochézejici te¢na je rovnob&Znd
srovinou x + 2y + z = 4.



Priklad 9. Urcete limity:

(i) Hmgg)—(a1) S,
(i) 1im (s, y) - (0.0) ——e—
(z,4)—(0,0) TR
(ii1) lim(xvy)ﬁ(op) (I + y) sin % sin
(V) Tim(ay)— 0,0 =5
x3+y3

(vi) lim, 4)—(0,0) 22

1
v’
sin zy
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Priklad 10. Dokazte, Ze néasledujici limity neexistuji.
() lim(zy)—(00) 77157

cey qe 22
(11) 11H1($7y)_)(070) ﬁ.



Priklad 11. Spoctéte dvojnasobné limity. Existuje limita dvojnd?

. . ZI,‘2+ 2
e lim, . (hmy_)o 5 )

. . 224y
e lim, . <hmzﬁ0 =)

11
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2. DEMONSTRATIVNI CVICENI
v w2 : li ! 1 1 1 " n n _ 5 3 7
Priklad 12. Vypocitejte f,, f; funkce f(z,y) = x° + 122°y — y".

yJaxxr Jxyr Jyxs Sy y;rx’f:vy:t
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Priklad 13. Urdete smérovou derivaci funkce f(z,y) = arctg(z? + y?) v bod& [1, —1] dle vektoru u =
(1,2).
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Priklad 14. Urcete parcidlni derivace prvniho fadu nasledujicich funkci.

i) f(z,y) =aY,
(i) f(z,y,2) = e (17v=2),



Priklad 15. Vypoctéte parcidlni derivace prvniho fadu nasledujicich funkei v danych bodech.

@ f(z,y) =y* +yv1+ 22 vbodé [2,5],
(i) f(z,y) = In(x + ) v bodé [1, 2].

15
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Priklad 16. Pomoci diferencidlu odhadnéte hodnotu vyrazu
log,[(1,96)* + 4,02,

vite-li, ze In 2 = 0, 693.



Priklad 17. Pomoci diferencidlu odhadnéte hodnotu vyrazu
(1,04)*,

17
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Priklad 18. Urcete rovnici te¢né nadroviny ke grafu funkce.
() f(x,y) =2* +y* — 22y v bodé [1, 2, 7],
(i) f(21, 22, 73) = arctg™22 v bodé [v/2, 2,4, 7).



Priklad 19. Urlete Hessovu matici funkce f(z,y) = x¥ v bodé [e, 2].

19
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Priklad 20. Pomoci Taylorova polynomu druhého ¥adu v bodé [1, 1] odhadnéte hodnotu funkce
fl@,y) =In(z* +y* +1)

vbodé [1,1;1,2].



3. DEMONSTRATIVNI CVICENI

Priklad 21. Spoctéte Jacobidn zobrazeni F' = {r cos ¢, rsin p}.

21
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Priklad 22. Rozhodnéte, zda je zobrazeni F' = {f, g}, kde f(z,y) = zy,g(x,y) = x/y prosté v okoli
bodu [2, 1]. Pokud ano, urfete Jacobiho matici inverzniho zobrazeni v bodé [u, v] = F(2,1).



Priklad 23. Najdéte lokdlni extrémy funkce

flz,y) =zy(4 —xz —y).

23
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Priklad 24. Najdéte globalni extrémy funkce
2

flx,y) = (22° + 37 )"
na mnoziné M = {[z,y] € R*: 2? + y* < 4}.



Priklad 25. Urcete rovnici te¢né roviny v bodé [1, 1, g] grafu funkce dané implicitné

9 .
5352 —3xy* +1° — 32 =0.

25
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Priklad 26. Rozhodnéte, zda graf funkce dané implicitné
9 9
§x2—3my2+y3—§ =0
lezi v okoli bodu [1, 3] nad nebo pod te¢nou.



Priklad 27. Rozhodnéte, zda graf funkce dané implicitné
v+ 42 —4=0

lezi v okoli bodu [1, 1, 1] nad nebo pod te¢nou rovinou.

27
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Priklad 28. Najdéte lokalni extrémy funkce zadané implicitné
(z— 1)+ (y—3)* + 2> = 16.



4. DEMONSTRATIVNI CVICENI

Priklad 29. Na elipse o rovnici
2+ 3y —20+6y—8=0
najdéte body, v nichZ je normala rovnobéZna s osou .

29



30

Priklad 30. Urcete rovnici te¢né roviny a normaly k plose
2
% 3y +2:2=0

v bod& [2, 5, —1].



Priklad 31. Najdéte lokdlni extrémy funkce

[y, 2) =

na mnoziné M dané rovnici 22 + y? + 22 = 1.

22
4

+

v
9

+

[\

[\.’)|N
ot
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Priklad 32. Vyrobce uvazuje moznost produkce dvou vyrobku V; a V5. Pro jejich vyrobu miiZze pocitat
s vyuzitim 180 kg surovin, 240 hodin prace specidlnich stroji a ndklady jsou pfitom omezeny castkou
160 tisic. Na zakladé predpokladanych trzeb byl stanoven ocekavany zisk za 1 kus vyrobku V; 7 tisic K¢
a u vyrobku V5 9 tisic K&. Z predbézného priizkumu zdjmu o oba vyrobky vyplynulo, Ze je lze prodat
v libovolném mnoZstvi.
V ramci pripravy produkce byla stanovena narocnost obou vyrobki z hlediska spotieby uvazovanych
vyrobnich zdrojti na 1 kus:
Vyrobek | spotieba surovin [kg] | spotfeba Casu [h] | ndklady [tis. KC]
Vi 3 ) 10
Vs 5 4 2
Vzhledem k uvedenym skute¢nostem se vyrobce zajima o to, jak by méla vypadat struktura vyroby, aby
mu pfinesla co nejvétsi zisk.




5. DEMONSTRATIVNI CVICENI
Priklad 33. Pomoci Lagrangeovych multiplikdtort najdéte stacionarni body funkce

na mnoziné M dané rovnicemi 22 + 3% + 22 =1,z +y + 2 = 0.

33
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Priklad 34. Vypoctéte integral

1 pz p/224+y2
/ / / z dzdydzx.
o Jo Jo



Priklad 35. Preved’te dvojny integral

Kéﬂ%wdA

na dvojnasobny. (Ob€ moZnosti poradi integrace.) MnoZina A je ohranicena:

y=xz,y=x—3,y=2,y=4

35
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Priklad 36. Zaméiite poradi integrace.

/01 /;x f(z,y) dydz.



Priklad 37. Vypoctéte integral

kde A = {[z,y] e R* : y > 22,y < x}.

J[ @ aa

37
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Priklad 38. Vypoctéte integral

2

y?sin 22 dady.

S—
S~
S



Priklad 39. Urcete obsah mnoZiny A ohranicené:

r =19y x =4y —3.

39
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6. DEMONSTRATIVNI CVICENI

Priklad 40. Vypoctéte objem mnoziny A ohrani¢ené vSemi soufadnymi osami a:

z=r*+yfrty=1



Priklad 41. Vypoctéte integral

//A 2(2* + y°) dA,

kde A= {[z,y] e R*: 1 < 2? +y* <4,y > ||}

41
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Priklad 42. Preved’te integrdl na dvojndsobny.

/ /A F(,y) dA,

132—1—3/2:4x,x2+y2:8x,y:x,y:2x.

kde A je ohranic¢ena:



Priklad 43. Spoctéte integral

1 Vi1—z2
-

dydz.

43
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Priklad 44. Spoctéte integral

J[] 3 aa

2yt <z <2 — (22 0.

kde mnoZina A je dana:



Priklad 45. Spoctéte integral

kde mnoZina A je dana:

/// Vaz+y?+ 22 dA,
A

0<z<y,z>0,7"+y*+2>< 1.

45
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7. DEMONSTRATIVNI CVICENI
Priklad 46. Vypoctéte objem mnoziny A dané nerovnostmi

Byt + 27 <222 > V5% + 2,

(a) pomoci vélcovych soufadnic,
(b) pomoci sférickych souradnic.



Priklad 47. Vypoctéte objem mnoziny A, ktera je prinikem kouli danych
24y 422 =16,2% +y° + 22 = 8z,

(a) pomoci vélcovych souradnic,
(b) pomoci sférickych souradnic.

47
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Priklad 48. Najdéte souradnice té€Zisté télesa daného nerovnostmi
2yt <2<2- (27 ),

jehoz hustota v daném bod¢ je trojndsobkem kvadritu (kolmé) vzdalenosti tohoto bodu od roviny zy.



49

Priklad 49. Vypoctéte momenty setrvacnosti vzhledem k osam z, y rovinného obrazce daného nerovnostmi
0<z<1, 2¢ <y < 3z,
jehoz hustota v bodé€ [z, y] je p(z,y) =z + y.
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Priklad 50. Pro rovinny obrazec z predchoziho prikladu urcete odstfedivy moment setrvacnosti.
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Priklad 51. Pro rovinny obrazec z predchoziho piikladu urcete geometrické momenty setrvacnosti (vzhle-
dem k osdm z, y).
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Priklad 52. Je dan integral

1
/ dzx.
14 22

Odhadnéte jeho hodnotu pomoci sloZzeného

(a) obdélnikového pravidla,

(b) lichobéZnikového pravidla,

(c) Simpsonova pravidla.
Interval rozdélte na tfi subintervaly shodné délky. Porovnejte vysledky s pfesnou hodnotou a (z obrazku)
vysvétlete, pro€ je to které pravidlo lepsi, jiné horsi.



8. DEMONSTRATIVNI CVICENI

Priklad 53. Najdéte vSechny grafy se tfemi vrcholy a vyberte z nich maximum neizomorfnich.

53



54

Priklad 54. Pomoci matice sousednosti urcete pocet sledi délky 4 z uzlu 1 do uzlu 2 v grafu GG na obrazku.




Priklad 55. Ovéite, Ze zadané skére je skore néjakého grafu. Jestli ano, graf nakreslete.
(@ (5,2,2,3,1,3,5,5,5,2),
(b) (2,3,3,3,4,5),
(DU) (1,1,1,2,2,3,4,5,5).

55
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Priklad 56. Nakreslete asponl dva neizomorfni grafy se skére (2,3, 3,3,3,3,5).



Priklad 57. Najdéte kostru grafu GG na obrazku.

[

57
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9. DEMONSTRATIVNI CVICENI

Priklad 58. V zobrazeném grafu najdéte vSechny mosty a artikulace.




Priklad 59. Najdéte graf obsahujici
(a) 3 artikulace a 0 most,
(b) 7 artikulaci a 5 mostd,
(c) 2 artikulace a 11 mosta.

59
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Priklad 60. Jsou zobrazené grafy 2-souvislé?

[




Priklad 61. V nasledujicich dvou grafech najdéte souvislé komponenty.

N

[] L] L]

OBRAZEK 1. Prvni graf

[ 1

OBRAZEK 2. Druhy graf

61
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Priklad 62. Pomoci Dijkstrova algoritmu najdéte nejkratsi cestu ze zelené oznaceného vrcholu do vrchlu
oznaceného Cervené.
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Priklad 63. V grafu z pfedchoziho prikladu najdéte pomoci Dijkstrova algoritmu nejkratsi cesty ze zelené
oznaceného vrcholu do vSech ostatnich vrchold.
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Priklad 64. Pomoci Dijkstrova algoritmu najdéte nejkratsi cestu ze zelené oznaceného vrcholu do vrchlu
oznaceného Cervené.

<K

Mot SR S 5 3

——t—0F L7 =
XX; 2 3

E
¢
H
Y
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Priklad 65. V grafu z pfedchoziho prikladu najdéte pomoci Dijkstrova algoritmu nejkratsi cesty ze zelené
oznaceného vrcholu do vSech ostatnich vrchold.
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Priklad 66. Pomoci Moorova algoritmu najdéte nejkratsi cestu ze zelené oznaceného vrcholu do do vSech
ostatnich vrcholi.
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Priklad 67. Rozhodnéte, zda jsou nasledujici grafy eulerovské. Pokud ne, a je to mozné, dopliite je prida-
nim hran na eulerovské. (Najdéte eulerovsky tah.)

D [

| |
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Priklad 68. Rozhodnéte, zda je nasledujici graf hamiltonovsky. (Najdéte hamiltonovskou kruznici.)

N ] N




Priklad 69. Nakreslete diagramy vSech navzajem neizomorfnich stromi

(a) se 4 uzly,
(b) s 5 uzly,
(c) se 7 uzly.

Kolik jich je? (Se shodnym diagramem a celkem.)

69
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10. DEMONSTRATIVNI CVICENI

Priklad 70. Rozhodnéte, zda je/neni dany graf rovinny.
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Priklad 71. Rozhodnéte, zda existuje graf se skére (6,6,6,7,7,7,7,7,7,7,7). Pokud ano, rozhodnéte, zda
néktery graf s danym skére miZe byt rovinny.
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Priklad 72. Je dany rovinny graf maximalni? Pokud nenf, kolik hran 1ze doplnit pfi zachovani rovinnosti?
Graf nakreslete.

[] L]
[—

1
L




Priklad 73. Urcete k6d pesténého stromu na obrazku.

73
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Priklad 74. Dle kédu
00000110010010111110010100001010111111

nakreslete péstény strom.



Priklad 75. Najdéte kostru grafu

(a) pomoci hran,
(b) pomoci vrcholi.

—
L |

[
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Priklad 76. Najdéte minimalni a maximalni kostru grafu

(a) pomoci Kruskalova algoritmu,
(b) pomoci Jarnikova (Primova) algoritmu.




Priklad 77. Urcete, kolik existuje homomorfismi graft
(a) P, do Ky,
(b) P3do K7,
(C) K4 do K 7.

77
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Priklad 78. Nasledujici tvrzeni dokaZte, nebo vyvrat'te vhodnym protipiikladem.
(a) Kazdy graf s méné nez deviti hranami je rovinny.
(b) Graf, ktery neni rovinny, neni ani Hamiltonovsky.
(c) Graf, ktery neni rovinny, je Hamiltonovsky.
(d) Graf, ktery neni rovinny, neni ani Eulerovsky.
(e) Graf, ktery neni rovinny, je Eulerovsky.
(f) Kazdy Hamiltonovsky graf je rovinny.
(g) Kazdy Eulerovsky graf je rovinny.
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Priklad 79. Oznac¢me vrcholy v grafu K5 postupné Cisly 1,...,5 a kazdou hranu ohodnot’te ¢islem 1,
pokud je soucet Cisel na jejich vrcholech lichy a 2, pokud je sudy. Najdéte asponi sedm riiznych minimélnich
koster v tomto grafu.
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11. DEMONSTRATIVNI CVICENI

Priklad 80. Urcete kod pésténého stromu na obrazku a proved’te kontrolu jeho dekédovanim metodou
Sipek.
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Priklad 81. Na obréazku je ddn graf G = (V, E), kde hodnota na hrané e je ohodnoceni f(e)/w(e). Zvolme
vrchol 1 jako zdroj a vrchol 6 jako stok. Tim je ddna sit’ S = (V) E, z, s, w). Vyfeste:
a) Dokazte, Zze ohodnoceni f : ' — R je tok.
b) Jaka je soucasnd hodnota daného toku?
¢) V jakém vztahu je hodnota tohoto toku k vtoku (inflow) ze zdroje a vytoku (outflow) do stoku?
d) Je dan fez C, délici vrcholy do dvou mnozin Z = {1,2,3}, S = {4, 5, 6}. Které hrany pati{ do fezu
c?
e) Jakd je kapacita (velikost) fezu C, a v jakém je vztahu k hodnoté toku?
f) Jak pomoci fezu C' zjistime velikost toku?
g) Je dan jiny fez C}, délici vrcholy do mnozin 7Z; = {1,4,5},S; = V\Z;. Které hrany patii do fezu
Cl?
h) Jaka je kapacita (velikost) fezu C',?
i) UrCete velikost toku pomoci fezu (.
j) Upravte dany tok na maximélni a najdéte minimalni fez v dané siti.

7/9

474

15

317

3/8
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Priklad 82. Uzitim Ford-Fulkersonova algoritmu najdéte maximdlni tok a minimdlni fez v siti dané na
obrazku.
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Priklad 83. Uzitim Ford-Fulkersonova algoritmu najdéte maximdlni tok a minimdlni fez v siti dané na
obrazku.
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Priklad 84. V siti na obrazku najdéte aspon deset riiznych fezii a urCete jejich kapacity (velikosti).

£/
N\




Priklad 85. V siti z predchoziho prikladu najdéte maximalni tok a minimalni fez.

85
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Priklad 86. Uvazujme nasledujici postup pro ur¢ovani minimalni cesty mezi dvéma vrcholy v ohodnoce-
ném neorientovaném grafu:

e Najdeme minimdlni kostru grafu.
e Za minimdlni cestu prohldsime jedinou cestu spojujici dané dva vrcholy v minimdln{ kostfe.

Je tento postup spravny? Dokazte, nebo uved’te protipriklad.
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Priklad 87. V bipartitnim grafu na obrazku najdéte takovou maximalni podmnozinu hran, Ze Zadné dvé z
nich nesdily stejny vrchol.
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Priklad 88. V bipartitnim grafu na obrazku najdéte takovou maximalni podmnozinu hran, Ze zZadné dvé z
nich nesdily stejny vrchol.
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Priklad 89. V bipartitnim grafu na obrazku najdéte takovou maximalni podmnozinu hran, Ze Zadné dvé z
nich nesdily stejny vrchol.
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Priklad 90. Urcete hodnotu maximdlniho toku a najdéte minimdlni fez v siti s osmi vrcholy dané matici A,
kde vrchol 1 je zdroj a vrchol 8 stok.

o
.
o
o
| | ©
©o | o |
| DN —
— DN
Sl
ot

- - - - - - — 9
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Priklad 91. Urcete hodnotu maximalniho toku a najdéte minimdlni fez v siti se Sesti vrcholy dané matic{
B, kde vrchol 1 je zdroj a vrchol 6 stok.

- — 12 - 12 -
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12. DEMONSTRATIVNI CVICENI

Priklad 92. V cukrarné naproti dstavu matematiky prodavaji, mimo jiné, i mé tfi nejoblibenéjsi zakusky
- siesta trubicky, marokanky a ovocné koSicky. Spoctéte, kolik dni po sobé si tam mohu jit koupit svacinu
tak, aby byla kazdy den jind a skladala se z 12 kust zdkuskl vyse zminénych druht, pricemz od kazdého
druhu chci mit vZdy asponi 2 kusy, ale kosickti nesnim najednou vice nez 3. (Vyjddrete hledany pocet dni
Jako koeficient vhodné mocniny x ve vhodném soucinu mnohoclenii.)
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Priklad 93. Vyreste pouZitim polynomii:
V urné mame 25 bilych, 40 ¢ervenych, 50 modrych a 75 ernych kouli. (Koule téZe barvy jsou nerozpozna-
telné.) Kolika zptsoby lze z urny vybrat

a) 1 kouli,

b) 90 kouli,

¢) oranzové letadlo.
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Priklad 94. Urcete (obycejnou) vytvorujici funkci posloupnosti
(9,0,0,2-16,0,0,4-25,0,0,8-36,0,0,16 - 49, .. .).



Priklad 95. Pomoci vysledku piedchoziho piikladu urCete (obycejnou) vytvorujici funkci posloupnosti
(9,1,-9,32,1,—-32,100, 1, —100, . . .).

95
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Priklad 96. Pomoci funkei sin x a cos z urCete (obycejnou) vytvorujici funkci posloupnosti

VG,

{1 n = 0mod 4, nebon = 3mod 4,

kde pron € N

h(n) =
—1 n =1mod 4, nebo n = 2mod 4.



13. DEMONSTRATIVNI CVICENI

OPAKOVANI

Priklad 97. Najéte extrémy fumnkce f(x,y) = 22 + 4y* na mnoziné 2% + y* = 9.

97
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Priklad 98. Urcete tfi "kandidaty" na globalni extrémy funkce
flz) =sina™ + V2® + 3

na mnozingé M = {[z,y] e R* : 2 <9,y > 3,y <z — 5}.



Priklad 99. Urcete obsah mnoZiny A dané nerovnostmi

1

x?

99
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Priklad 100. Spoctéte integral

[[ ol aat
A

kde mnoZina A je ohranicenaz =0,y =2 —z,y = —1.
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Priklad 101. Transformujte integral

//f(x,y) dA

do poléarnich soufadnic. Mnozina A je ddna nerovnostmi

V3

m2+y2§15+2x, x2+y2§10x+8y—25, yz?x, y < .
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Priklad 102. Spoctéte integral

kde mnoZina A je ohrani¢ena

l’y:§,

// z?y? dady,

Ty = 2,

A

2y = x,

y =2z,
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Priklad 103. Uzitim transformace u = xy, y = vx spoctéte integrdl z predchoziho prikladu.
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14. DEMONSTRATIVNI CVICENI

Priklad 104. Urcete objem mnoZiny ohrani¢ené vSemi soufadnymi rovinami a rovinami x +y = 1,z +
4y 4 2z = 6.
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Priklad 105. Urcete objem mnoZiny ohrani¢ené

r=0, z4+y=2, xz—y=2, z=In(x+2), z=In(6-—2).
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Priklad 106. Pomoci trojného integralu (bez uZziti transformace) vypoctéte objem télesa daného

1
x>0, y=>0, 220, z+y+2z<1, x2+y2§§.



107

Priklad 107. Urcete objem télesa z predchoziho prikladu transformaci trojného integrdlu do valcovych
soufadnic.
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Priklad 108. Spoctéte (bez uziti transformace) integral
/// 22 4+ y? dadydz,
M

M ={[z,y,2] eR* :2? +¢y* < 1,|2| <1 -1}

kde
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Priklad 109. Spoctéte integral z predchoziho piikladu pomoci transformace do valcovych soutadnic.
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RESENT
Reseni prikladu 1. Defini¢ni obor je mnoZina bodd, ve kterych je funkce definovéna.

(1) Obr. 3. Definicnim oborem je cela rovina bez osy x.
(i) Obr. 4. Definiénim oborem je polorovina s hrani¢ni pffmkou § + 3y = 0 obsahujici bod [1, 1] bez
této primky.
(iii) Obr. 5. Dom(f) = {[z,y] €R*: (z >0Ay—2>1)V(z<0A0<y—ax <1)}
(iv) Obr. 6.

Dom(f) ={[z,y] e R* 1y # ta,(x > —yAx <y)V(z < —y Az >y)}
={[r,y] eR*: (2 > —yAzx<y)V(z< —yAz>19y)}

y y
X i | X
————————————————— > —
6 T .
OBRAZEK 3. OBRAZEK 4.
~ N 7
:y // // \\ y //
| // // AN 7
| il \\ //
| 7/ // AN 4
| 7 N Z
ly 7 N 7
vr N 7/
-l X \\ // X
70
// // } /// \\\
// // | Vi \
Y / | // \\
y y I / N
7 // | // \\
, I Vv \
4 | V N
OBRAZEK 5. OBRAZEK 6.

ReSeni piikladu 2. Defini¢nim oborem funkei tff promé&nnych je podmnozina R3.

() Dom(f) ={[z,y,2] eR®:y#0,2>0,(y >0Ax>0)V(y<0Ax<0)}.
(i) Dom(f) = {[z,y,2] € R3 : x> 0,y # +2,2 € [-2,2]}.

ReSeni piikladu 3. Vrstevnice spojuji body se stejnou funkéni hodnotou. Dostaneme je tak, Ze poloZime
f(z,y) = ¢, kde ¢ je konstanta nabyvajici hodnoty z oboru hodnot dané funkce (jinde nemd vyznam
vrstevnice dé€lat). Pro rizna ¢ dostdvame rizné vrstevnice.
(i) Vrstevnice jsou rovnobézné s osou II. a I'V. kvadrantu — x 4+ y = 2c.
(i) Vrstevnice jsou soustiedné kruZnice se stfedem v polétku — 2% + y? = c. (Polomér = /c. Proc = 0
jde o pocitek.)

ReSeni piikladu 4. Vrstevnice tvoii soustfedné elipsy — viz obr. 7.
Rez rovinou zy (dosazujeme z = 0) je jediny bod — po&atek.

Rez rovinou zz (dosazujeme y = 0) je parabola z = 22 /4 — viz obr. 8.
Rez rovinou yz (dosazujeme 2 = 0) je parabola z = y?/9 — viz obr. 9.
Jde tedy o elipticky paraboloid — viz obr. 10.
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10
08
06

o4
02

OBRAZEK 7.

OBRAZEK 9.

OBRAZEK 10.

ReSeni piikladu 5. Rekneme, e posloupnost je Cauchyovska, jestliZze pro libovolnou zvolenou vzdélenost
€ najdeme bod posloupnosti, od kterého dél jsou jeji prvky od sebe vzajemné vzdaleny o méné nez ¢.

(1) Neni. Jakkoli daleko lze vybrat dvojici bodii vzdalenych o 2.

(i1) Je pro a < 1, jinak neni.

(ii1) Je.
ReSeni piikladu 6. Hromadny bod mnoZiny A je takovy bod, jehoZ libovolné okoli obsahuje nekone&nd
mnoho dalSich prvkii mnoziny A. (Existuje k nému konvergujici posloupnost bodli — riznych od né&j —
mnoziny A.)
Hromadny bod posloupnosti je takovy bod, ke kterému existuje konvergentni podposloupnost. (Opét je
v jeho libovolném okoli nekone¢n€ mnoho prvkii dané posloupnosti.)

2 v oz

(i) Nemd Zadny hromadny bod ani jako mnoZina, ani jako posloupnost.
(ii) ProtoZe v mnoziné je kazdy prvek pocitan jen jednou, jde o mnozinu {—1, 1}, kterd nemd Zadny
hromadny bod. Jako posloupnost ma hromadné body —1, 1.
(iii)) MnoZinové jde o N, tedy tato mnoZina nemd Zadny hromadny bod. UvaZujeme-li o posloupnosti,
potom jsou jejimi hromadnymi body vSechna prirozena Cisla.
(iv) Jako mnozina i posloupnost (brdna napr. po vedlejsich diagonédlach zleva doprava) jsou jejimi hro-
madnymi body vSechna pfirozena ¢isla a (plus)nekonecno.

Reseni p¥ikladu 7. Dosazenim do predpisu f(t) dostaneme bod [—1, 2] a derivaci jednotivych slozek v t =
7/2 smérovy vektor (—2, —2). Hledan4 te¢na je tedy (parametricky):

r=—1-27
y=2-—2T.
Odectenim rovnic dostaneme obecnou rovnici
r—y+3=0.

ReSeni piikladu 8. Smérovy vektor te¢ny je (derivovanim) (1,2t, 3t?). Ten musi byt kolmy na normalovy
vektor dané roviny (1,2, 1). Jejich skaldrni soucin tedy musi byt roven nule. Odtud 1 + 4t + 3t> = O a
fesime kvadratickou rovnici. Ziskané hodnoty parametru ¢ dosadime do pfedpisu f(¢) a dostaneme dva
body [—1,1,—1],[-1/3,1/9, —1/27].

ResSeni prikladu 9. Vzdy nejprve zkusime dosadit!
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(1) Dosazenim = —1%.

(1) Typ %. Pozor, pro vice nez jednu proménnou nemame L’ Hospitalovo pravidlo! Vyndsobenim Citatele
i jmenovatele vyrazem \/z? + y? + 1 + 1, pokracenim a dosazenim = 2.

(i11) Sinus je omezend funkce. Krét nula = 0.

@iv) Typ g. Rozsifime y/y. Sinus argumentu jdouciho do nuly lomeno timto argumentem jde k 1. Krat
nula = 0.

(v) Opét typ %. Transformaci do polédrnich soufadnic
T = Xo+ 1rcosy
Y = Yo + rsinp,

ar — 0, kde [z, yo] = [0, 0] dostaneme limitu typu nula krit omezend = 0.

ReSeni piikladu 10. Pokud dostaneme jinou hodnotu aspoti ve dvou riiznych smérech, limita neexistuje.
(i) Pfiblizenim po pfimkach — substituci y = kx + ¢, kde ¢ dopocitdme dosazenim bodu [0, 0] za [z, y]
(zde ¢ = 0) — dostaneme limitu jedné proménné = — prisluSny bod ze zadéni, zde nula. Tato limita
vyjde zavisld na k. Plivodni limita tedy neexistuje
(i1) Stejné jako u predchozi limity zkusime pfimky — vyjde 0. (To neimplikuje existenci limity!) Zku-
sfme jit po parabolach — zde y = kx?. Vysledek bude zaviset na k, limita tedy neexistuje.

ReSeni piikladu 11. Dvojnd limita neexistuje, protoZe se dvojndsobné limity nerovnaji. (Prvni = 1 /2,
druhd = o0.) K proménné, kterou "nikam neposilime" se chovame jako ke konstanté. Nejprve spocitaime

N 74

vnitini limitu, potom vnéjsi z vysledku té vnitfni.

Reseni piikladu 12. Pfi pogitani parcidlni derivace podle jedné prom&nné se k ostatnim prom&nnym cho-
vame jako ke konstantam.
fh =5z + 3627y, f = 1223 — 795,

fow =202% + T2xy,  fl = f1, = 3627,
fovy = Fypa = Fiya = 722
Reseni piikladu 13. Bod [1, —1] a vektor (1,2) dévaji piimku
r=1+1
y=—1+2t.

Dosazenim za x,y do predpisu funkce f dostaneme funkci jedné proménné ¢(t). Pozadovand derivace je
potom dle definice

i 20 =20 _ 2
t—0 t 5

kde jsme ve vypoctu posledni limity (funkce jedné proménné) pouZzili L’Hospitalovo pravidlo.
Vypocet pomoci gradientu (diferencidlu) provedeme tak, Ze spocitime parcidlni derivace prvniho fadu
funkce f v bodé [1, —1], a poskldddme je do vektoru. Ten skaldrné vyndsobime s vektorem (1, 2).

ResSeni piikladu 14. Pii pocitani parcidlni derivace podle jedné proménné se k ostatnim proménnym cho-
vame jako ke konstantdm.
@ fi(z,y) =y2¥"",  fi(z,y) =a2YInz
(i) fl(z,y,2) = e v=2)(1 —y — 2)2z,
fil@y. z) = e v (—a?),
filz.y, z) = e 07079 (—a?)
ReSeni piikladu 15. Spo&itame parcidlni derivace a dosadime dany bod.
() f2(2,5) =2v5, [f)(2,5) =10+ /5,
(i) f3(1,2) =0, f,(1,2) =1
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ReSeni piikladu 16. Spotitame diferencidl (df = f.dz + fydy) funkce f(z,y) = log,(z* + y), kde
[z, y] = [1,96;4,02], [zo,y0] = [2,4],dz =2 — 20 = —0,04,dy =y — yo = 0, 02.
Pozadovany odhad je roven f(zo, yo) + df (2o, y0) = 2,974, piesna hodnota je 2,9748 . . ..

Reseni pFikladu 17. Funkci zvolime f(z,y) = z¥, bod [0, yo| zvolime [1, 2].
Vysledny odhad je 1, 08.

Reseni prikladu 18. Spocitdime parcidlni derivace v pfislusném bodé [z, yo] a dosadime do vzorce

z — f(wo,90) = f2(20,%0)(x — o) + £, (20, Y0) (Y — vo)-
Pro funkce vice nez dvou proménnych podobné.
(1) z—30y + 2+ 46 = 0,
(i) 221 + V29 — 2205 — 24 + 6+ 42 =0
ReSeni piikladu 19.

rn-men- (5 503) -2 3

ReSeni piikladu 20. Tayloriv polynom druhého ¥4du spoditime v bodd [1,1], ktery je blizko bodu ze
zadani, a bud’ tam hodnotu dané funkce umime spocitat, nebo najit v tabulkéch. ... Sta¢i dosadit do vzorce:

T = 0+ (0D ) (57 ) e g (07 - (57

1
— §(as2+y2 — 4day + 8z + 8y — 14)+1n 3.

V bodé [1, 1; 1, 2] je hodnota pfiblizné 1, 295.
ReSeni piikladu 21. Oznatme F = {f, g}. Jacobidn (determinant Jacobiho matice) je potom roven

oo £
9r  Gp

cosp —rsinp
sing  rcose

Reseni piikladu 22. Jacobiho matice v daném bodé je

(5)-0%)

Jacobidn je tedy roven —4, coZ je nenulové Cislo, a zobrazeni F je tedy v okoli bodu [2, 1] prosté. Jacobiho
matici inverzniho zobrazeni dostaneme jako

(2 =12

ReSeni piikladu 23. Nejprve uréime staciondrni body — spo&itdme parcidlni derivace prvniho ¥4du a polo-
Zime je rovny nule. Jako feSent této soustavy rovnic dostaneme body [0, 0], [4, 0], [0, 4], [5, 5].
K urceni extrémi pouzijeme matici druhych parcidlnich derivaci:

(fmaz fxy)
fyx fyy ‘

JestliZze bude v daném bodé€ pozitivné/negativné definitni, potom je zde lokalni minimum/maximum. Pokud

bude indefinitni, extrém zde nenastdva a pokud bude semidefinitni, nelze rozhodnout.

Pro funkci dvou proménnych to znamend, Ze pokud bude determinant matice druhych parcidlnich derivaci

v bodé€ zdporny, extrém nenastane (zde body [0, 0], [4, 0], [0, 4]), pokud bude nula, nelze ihned rozhodnout,

a pokud bude kladny (zde bod [%, fﬂ), je v daném bodé extrém. Zda jde o min., nebo max. rozhodneme dle
8 64

znaménka f,, —zde = —3, tedy zdporné. V bod¢€ je lokdlni maximum s hodnotou 7-.
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Reseni prikladu 24. Globdlni extrém miiZe byt ve stacionarnim bodé nebo na hranici mnoZiny. U vypodi-
tanych bodi se vzdy ujistime, Ze patfi do dané mnoZiny, jinak ho miZeme "vySkrtnout". Staciondrni body
Vydell [Oa 0]7 [07 1]7 [07 _1]7 [17 0]7 [_17 O}

Nyni otestujeme funkci na hranici mnoziny M. Nejprve na horni palkruznici — dosadime y = v/4 — 22 a
najdeme staciondrni body vysledné funkce jedné proménné g(z) = (12 —2%)e™* pro z € [—2, 2]. Nesmime
zapomenout pfidat mezi "podezielé body" body hrani¢ni, zde z = +2 = [0, 2].

Podobné otestujeme funkci na dolni ptilkruZnici — dosazenim y = —v/4 — x2. Zde nam pfibude pouze bod
[0, —2] (hrani¢ni body uZ na seznamu mame).

Prici jsme si v tomto specidlnim pifpadé mohli zjednodusit pfimo dosazenim 3> = 4— 22, protoZe proménn4
y se ve funkci objevuje pouze v sudych mocninédch. Ani v tomto pfipadé ov§em nesmime zapomenout pridat
na "seznam kandidatd" body [—2, 0], [2, 0].

Ve vSech bodech naseho seznamu nyni spocitime funkcni hodnoty a zjistime, kde nastdva globalni maxi-
mum (zde v [0, 1], [0, —1] s hodnotou £) a kde glob. minimum (zde v [0, 0] s hodnotou 0).

ReSeni piikladu 25. 2z = z(x, y) lze ze zadédni explicitng vyjadfit. Porovnejte si, Ze to, co d&lame s impli-
citni funkci, jsou uz zndmé véci.
Rovnice teCny je tvaru

2 — 20 = 2(x — x0) + 2,y — o)

Potiebujeme urdit jen z,, z, v daném bod& [z, yo, 2] = [1, 1, 2]. Derivujme piedpis ze zaddni podle z a

méjme na paméti, Ze z je funkci proménnych z, y. Dostaneme rovnost
9z — 3y* — 32, = 0,

ze které jednoduse vypocitdme z, = % = 2. Podobné z, = w =—1.
Podminka, aby dany pfedpis vibec v okoli naseho bodu né&jakou funkci implicitné zadaval, je zde pfimo
Jjako poZadavek, Ze v piedpisech pro z,, z, nesmi byt ve jmenovateli nula.
Dosazenim a upravou obdrZime rovnici te€ny

2 ! 0

r—y—z——==0.
Y 6

Reseni piikladu 26. Jde o implicitn& zadanou funkci jedné promé&nné y = y(z). K rozhodnuti potfebujeme
znat hodnotu druhé derivace v daném bodé (resp. jeji znaménko).

Derivujeme rovnost ze zadani podle =

9z — 3y?
9x — 3y2 — 322yy’ + 3y2y’ =0=19 = _ Ty
3y? — bxy

Ve jmenovateli se nula neobjevila, funkce dand implicitné v okoli daného bodu tedy "existuje". Derivujeme
rovnost podruhé (pozor na derivace soucinti — y je funkci proménné x). Do vysledného vzorce dosadime za
z,y,y = y" = > 0. Graf je nad te¢nou.

ReSeni piikladu 27. Postupujeme podobn& jako v predchzim piikladg, jen z = z(z,y) je funkce dvou
proménnych. Dostanem:

1 1 3 7 3
Bp = TRy T T osRxx T T oo Ryy T oo Rry — T o a-
4 2 3277 g 16
ProtoZe
12
Zralyy — ziy = 16 >0, 25, <0,

je graf pod te¢nou rovinou.

Reseni prikladu 28. Jde o kouli o poloméru 4 a stiedu [1, 3, 0], takZe pfesné vime, co by ndm mélo vyjit.
PoloZzime parcidlni derivace prvniho radu (ziskané jako v predch. pfikladech) rovny nule. Odtud dostaneme
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staciondrni body [1, 3, 4], [1, 3, —4].
Protoze v obou bodech

, 1 1
Tty Ty T 37 g > 0,
jsou v obou extrémy. V bod€ [1,3,4] je z,, = — < 0, je tam tedy lok. maximum. V bod& [1,3, —4] je

Zgx = % > 0, je tam tedy lok. minimum.
Reseni piikladu 29. Normala v bodg [z, o] je déna
x = x0 + tf, (%0, Yo),
Y =yo +tf(x0,Y0)-
RovnobéZznost s osou y je totéZ jako kolmost na osu x a kolmost znamena nulovy skalarni soucin. Tedy
(o) () =
6yo +6 /7 \0 '
Odtud xy = 1. To dosadime do rovnice elipsy a vypocitame yo. = body [1, 1], [1, —3].
ReSeni piikladu 30.

flz,y,2) = ——3y+2z
(Ioayo, 0)
(IOJy(]? 0) -
($o,yo,zo) —4.

Te¢nd nadrovina je déna

fa(@o, 9o, 20) (x — 20) + £, (20, Y0, 20) (¥ — %) + fL(20, %0, 20) (2 — 20) = O,
tedy méme
20 — 3y — 4z —4=0.
Norméla je dana

r = x0 + tfr (20, Yo, 20) = 2 + 2t,
4
Yy = Yo + tfy (w0, Yo, 20) = 37 3t,

z = 2o + tf.(zo, Yo, 20) = —1 — 4t.

ReSeni piikladu 31. Nejprve sestavime Lagrangeovu funkci

.1'2 y2 2

a derivujeme ji podle vSech proménnych. Tyto parcidlni derivace poloZime rovny nule a feSime soustavu
Ctyf rovnic o ¢tyfech neznamych:

1
2
y(§ +2A) =0,
2
20) =
(25 20 =0,

4yt 2 =1

VZdy zvolime A tak, aby jedna z prvnich tif rovnic byla splnéna (= 0), dalsi dvé vyfesi poloZeni piislus-
nych proménnych = 0 a tfeti proménnou vypocitdme ze Ctvrté rovnice. Dostaneme 6 staciondrnich bodi
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[£1,0,0],[0,41,0],[0,0,+1] a k nim piislu§né hodnoty A (postupné —%, —3, —5-). Zda v nich nastdva
extrém zjistime z definitnosti formy dané

];xx l;xy l;xz
I;QI ];yy I;yw
L,., L,, L

zx 2y 2z

Tj., pokud je vyraz

Lyw Ly Ly dx

(d:c dy dz) Ly, Ly, Ly, dy

L. L., L.. dz
kladny pro vSechna (dx,dy,dz) # (0,0,0), pak je pozitivné definitni, pokud zdporny, pak je negativné
definitni a pokud najdeme dva vektory takové, Ze je dany vyraz pro jeden kladny a pro druhy zdporny,
pak je indefinitni. (dz, dy, dz) ovSem bereme jen z te¢ného prostoru mnoziny M, tedy takové, jez spliuji
podminku

2zdx + 2ydy + 2zdz = 0.

Dosazenim bodu [1, 0, 0] do této podminky dostaneme, 7Ze dx = 0. VySetfovany vyraz je tedy (pro tento
bod A = —1

5o, 21

_“I§<dy) 50(d2)2

ktery je pro kazdé (dy, dz) # (0,0) zaporny. Vysetiovana forma je tedy negativné definitni a v bodé [1, 0, 0]
je ostré lokdlni maximum.
Podobné zjistime, Ze maximum nastdvd i v bod¢ [—1,0, 0], minimum v [0,0, £1] a v [0, £1, 0] extrém
funkce nemad, protoZe je zde forma indefinitni.
ReSeni piikladu 32. 2 (témdf stejné) postupy:
Postup 1

Ulohu zformulujeme do matematického zdpisu: Ozna¢ime = — hledany pocet vyrobki V; a y — hledany
pocet vyrobkil V5. Chceme maximalizovat zisk

f=Tr+9y [tis. KC zisku]
za omezujicich podminek
3z + 5y < 180 [kg surovin]
Sz + 4y < 240  [hodin prace]
102 + 2y < 160 [tis. K& nakladd]

posledni ¢ést tvofi podminky nezapornosti

z,y > 0.
Ulohu pievedeme na standardnf tvar pfidanim tzv. doplitkovych proménnych:
3r 45y Hu = 180
or  +4y +v = 240
10z +y +w =160
x, y, u, v, w >0
—Tr =9y +f =0
ZapiSeme do simplexové tabulky (ST) a feSime:
x|y |ulv|jw
w| 3|5 |1]0]0][180
v| b5 |4 ]0]1]0]240
w|10] 2 001|160
f1=71-9{0[0[0] O
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Nyni ovéfime, zda toto feSeni je €i neni optimdlni: Test optimality (TO) (pro maximalizacni tlohu — pro

minimalizacni obrdcené): v poslednim fadku jsou nezdporna Cisla a pod bazickymi proménnymi jsou nuly,
pak je feSeni optimalni. V naSem pripadé neni splnén. Pokracujeme na dalsi krok.

v N

V dal$im kroku musime najit feSeni, které je "blize" hledanému optimélnimu feSeni. Urcime si klicové
policko v ST. V poslednim fddku najdeme "nejzapornéjsi" ¢islo, zde —9. To ukazuje na sloupec y. Pro tento
sloupec spocitdme podily: 180/5 = 36, 240/4 = 60 a 160/2 = 80 — nejmens{ z nich je 36 (pfipadnym
zéapornym nedélime — rovnou vynechdme), tedy vyménime v levém sloupci u za y a prepocitime tabulku

tak, aby v klicovém policku byla 1 a v pfislusném sloupci nuly — pouzivame bézné fadkové maticové upravy.

T |yl u |v|w
y| 3/5 [1] 1/5 [0]0] 36
v | 13/5 0] —4/5[1]0 | 96
w| 4475 [0 —2/5[0| 1| 88
F1—=8/5[0] 9/5 [0]0 324

~

TO: neni splnén. Pokracujeme ve vyménovani proménnych.
a ve tietim fadku (36/(3/5) = 60, 96/(13/5) = 36,9 a 88/(4
vime prislusny sloupec na "nulajednickovy".

licové policko leZi v prvnim sloupci (—8/5)
/5) = 10). TakZe vyménime w za x a upra-

=

T |y U v w
y|0[1] 5/22 [0 —3/44 | 30
v |00 =15/22[ 1| —13/44| 70
| 1]0] —1/22 [0] 5/44 | 10
Flolo[ 19/11 [0 2/11 | 340

TO: je splnén, tedy feSeni z tabulky kroku 2 je optimdlni.

Optimdln{ feSenf je ureno vektorem (x,y, u, v, w) = (10, 30,0, 70, 0), jemuZ odpovida hodnota dcelové
funkce f,,; = 340.

Interpretace - viz konec postupu 2.

Postup 2

Ulohu zformulujeme do matematického zdpisu: Oznaime 1 — hledany podet vyrobkid V; a x5, — hledany
pocet vyrobkil V5. Chceme maximalizovat zisk

Zmaz = 171 + 929 [tis. KC zisku]
za omezujicich podminek

3xy + bxe < 180 [kg surovin]
Sy + 4z < 240 [hodin préce)]
1021 + 225 < 160 [tis. K& nakladd]

posledni ¢4st tvoii podminky nezapornosti
xr1, 19 2> 0.

Ulohu pievedeme na standardni tvar pfidanim tzv. doplitkovych proménnych:

Zmaz = (21 4929 (+0x3 +0z4 +0x5)

3.%'1 +53§'2 +x3 =180
55(71 —|—4J§'2 +x4 =240
10.1‘1 +2.T2 +Is =160
x1, T, xs, x4, Ty 2 0

Pozn. Proménné x, a x5 se nazyvaji bazické.
ZapiSeme do simplexové tabulky (ST) a feSime:
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7 9 0 0 0
c | baze b 1 To T3 Ty Ty
0| x5 180 3 5 1 0 0
0] x4 240 5 4 1 0
0| x5 160 10 2 0 0 1
0.krok | z=0 A1:—7 AQI—Q A3:0 A4:0 A5:0

Posledni fadek v ST se nazyva indexni fadek, hodnoty v ném ziskdme nésledovné:

z={c,by =0-180+0-240+0- 160 = 0,

indexni ¢isla A; = z; — ¢; = (¢, ;) — ¢, kde « je sloupcovy vektor pod i-tou proménnou v ST. Napf.
A;=3-0+5-0410-0—-7=-7,A4,=0-04+1-0+0-0—0 = 0. Dale ovéfime, zda toto feseni je ¢i neni
optimdlni: Test optimality (TO) (pro maximaliza¢ni tlohu — pro minimalizacni obracené): v indexnim fddku
jsou nezdpornd ¢isla a pod bazickymi proménnymi jsou nuly, pak je feSeni optimdlni. V nasem ptipadé neni
splnén. Pokracujeme na dalsi krok.

V dal$im kroku musime najit feSeni, které je "blize" hledanému optimélnimu feSeni. Urcime si klicové

policko v ST. V indexnim fddku najdeme &islo A, které spliiuje min A; pro A; < 0. V daném sloupci
najdeme klicové policko: to spliiuje min ab—k pro ;i > 0.
V nasem piipadé to je sloupec s proménnoﬁ X9, protoZze Ay = —9 "je nejzapornéjsi ze zapornych". Pro tento
sloupec spocitame podily: 180/5 = 36, 240/4 = 60 a 160/2 = 80 — nejmensi z nich je 36, tedy vyménime
v bazi x3 za x5 (vCetné koef. ¢;) a prepocitame tabulku tak, aby v klicCovém policku byla 1 a v pfislusSném
sloupci nuly — pouzivdme maticové tpravy (k vnitrku tabulky se chovame jako k matici).

7 9 0 0 0
c | baze b T To T3 Ty Ts
91 29 36 3/5 1 1/5 0 0
0] x4 96 13/5 —4/5 1 0
0] 25 88 44/5 0 —2/5 0 1
l.krok | 2=324 | A1 =—-8/5 | Ay =0|A3=9/5|Ay=0|A5=0
TO: neni splnén, protoze A; = —8/5. Pokracujeme ve vyménovani proménnych. Kli¢ové policko lezi

v prvnim sloupci (A; = —8/5) a ve tfetim fadku (36/(3/5) = 60, 96/(13/5) = 36,9 a 88/(44/5) = 10).
TakZe vyménime x5 za z;1 a upravime piisluSny sloupec na "nulajednickovy".

7 9 0 0 0
c | baze b 1 To T3 Ty Ts
9| x 30 0 1 5/22 0 —3/44
0| x4 70 0 —15/22 1 —13/44
T a1 10 1 0 —1/22 0 5/44
2.krok | z2=340 | A1 =0 Ay =0 A3 =19/11 | Ay =0 | A5 =2/11

TO: je splnén, tedy feSeni z tabulky kroku 2 je optimdlni.

Optimalni feSeni je urCeno vektorem z,,; = (10,30, 0, 70,0), jemuZ odpovidd hodnota tcelové funkce
Zopt = 340.

ProtoZe zadani "bylo z redlu", je potieba interpretovat vysledky ST.
Maximalni zisk ve vysi 340 tis. K¢ Ize dosdhnout za predpokladu, Ze bude vyrdbéno 10 kust vyrobku
V1 a 30 kust V5. Pri takovémto rozloZeni vyroby budou beze zbytku vyuZity suroviny a ndklady (prvni a
tieti omezeni), proto z3 a x5 jsou rovny 0. Ale nevyuZito zistane 70 hodin prace, coZ ukazuje dopliikova
proménnd x4 (ve vysledku).

ReSeni piikladu 33. Sestrojime Lagrangeovu funkci

L(z,y,z, A, 00) =zyz — M (2> +y* + 22 = 1) — Mz +y + 2).
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Stacionarni body dostaneme jako feSeni soustavy rovnic

L =yz—2x\ — Ao, (1
L, =2z = 2y\ — A, ()
L =xy — 22\ — )y, 3)
L, =2+y*+2" -1, 4)
L\, =z+y+z 5)
Z rovnic (1), (2), (3) vylou¢ime A, jejich vzajemnym odectenim. Po tpravé dostaneme soustavu
(H=2)=(y—x)(z+2)\) =0, 6)
2)—B)=(z—y)(z+2\) =0, (7)
2+t 427 =1, (8)
r+y+z2=0. 9)

Prvni dvé rovnice jsou ve tvaru "soucin = 0", tj. jsou spln€ny, jestliZze je v kazdé nékterd zdvorka nulova.
Odtud dostaneme informace, které ndm (po dosazeni do (8), (9)) daji stac. body a multiplikatory

11 (A__LA__E) b2 (A_LA__E)
\/— | 1 — 2\/672— 6 7- \/67 \/6,\/6_ 1—2\/672_ 6 9
_ 1_

N

A

()\ B 1 N = 1) 2 1 <)\ 1 N = 1)
1 2\/6’ 2 6 7_\/67 \/6’ \/6_ 1 2\/6’ 2 6 ;

1 N [ 1 2 1] 1 1
M=-——=d=—2), |-z = | (M= == =2 )
(1 2v6' " 6)-%6% \/6_<1 2v6' " 6)
ReSeni piikladu 34. Podobng& jako u percidlnich derivaci, k ostatnim proménnym se chovdme jako ke

konstantam.
1 px pr/22492 1 rz 527V x24y?
/ / / z dzdydx = / / [5] dydz

[ [ wet foet]

/ AR x4+x
= — —dr == |— —.
2 Jo 3 204 "12], 6

Reseni piikladu 35. MnoZina A je zobrazena na obrazku 11. Jako prvni integrujme nejprve prez  (vnitin

integrél), potom y (vnéjsi integrdl). Abychom urcili meze vnéjs$iho integrdlu, jdeme po ose y a omezime
mnozinu A konstantami - zde y = 2 azZ y = 4. Mame tedy

/4/?f(x,y) dzdy.

Abychom se dozvedéli, co patif misto otaznikli, musime jit po ose x a omezit mnozinu presné. Zde x = y
az x = y + 3. Vysledek je tedy

Ve

Y

5=
Si-sl- él >

4 y+3

//f(x,y) dzdy.

ProtoZe v opa¢ném poradi bude uvnitt y, budeme muset zapsat spodni a horni hranici (spodni a horni ve
smyslu osy y, tedy tak, jek to vidime na obrdzku) kaZdou pomoci jediné formule, coZ nelze. VyuZijeme
tedy aditivity integrdlu a mnoZinu si rozdélime na nékolik kust, na kterych to ptlijde. Zde na tfi - od 2 do
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4,0d 4do 5aod5do 7. Tim mame urCeny meze vnéjsich integralli a vnitini ur¢ime na kazdém kousku
podobné jako v predchozim pripadé. Dostaneme

4z 7
2/2/f(x,y)dydx+//fxy dydx+5/

4

4
/f:cy dydz.
3

r—

OBRAZEK 11. OBRAZEK 12.

ReSeni piikladu 36. Z mezi integrld uréime mnoZinu — viz obr. 12 a postupem z predchoziho piikladu

dostaneme
2 % 3 1
//f(rc,y) dxdy+//f(x,y) dzdy.
0 % 2 %

ResSeni prikladu 37. MnoZina je zobrazena na obr. 13. Zvolime si pofadi integrace, zjistime meze a pouZi-
tim zakladnich vzorcti dostaneme

1 VY
//x—l—y dydx ://a:—l—y)dxdy—jo
0

Yy

3 15 /
/ o]
N

— =2 — 0 yeari(Py2) —— =y y=surt(Pi2)

OBRAZEK 13. OBRAZEK 14.

Reseni prikladu 38. Nejprve zaménime potadi integrace. Z mezi integralii ur¢ime mnoZzinu — viz obr. 14 a

dostaneme
V3 2
/ /y2 sin 22 dydz.
0 0

Vnitini integral uz bez problémil zvladneme (sinus je pro vnitini integrdl konstanta) a na jednoduchy inte-
grdl, ktery vyjde, pouZijeme nejprve substituci ¢ = 2, poté metodu per partes. Vysledkem je 1/6.
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ResSeni p¥ikladu 39. MnoZina je na obrazku 15. Abychom spocitali jeji povrch, staci spocitat povrch jeji
horni poloviny a zdvojndasobit jej (povrch, objem apod. = integral z jednicky):

1 y2
2/ / ldedy =... =4.

0 49y3-3

/“

] =423 — eyl P vl |

OBRAZEK 15. OBRAZEK 16.

A
adnAa0d

OBRAZEK 17. OBRAZEK 18.

ReSeni piikladu 40. MnoZina je na obrazcich 17 a 18. Postupujeme opét od vnéjsiho integrilu. Zvolme si

poradi integrace z, y, z, tj.
? 7 7
/ / / 1 dzdydz.
? ? ?

Nejprve mnoZinu omezime v roviné zy. Tak dostaneme meze pro dve vnéjsi integrdly (jako by to byl
dvojndsobny integral na mnoziné dané projekci nasi mnoziny A do roviny xy, coZ je trojihelnik s vrcholy
0,0], [0, 1], [1,0]). Ndsledné najdeme piedpis pro spodni a horni omezeni mnoziny A ve smyslu zbylé
proménné z.

11—z z?4y?

1
// / 1dzdydx:...:6.
00 0

ReSeni piikladu 41. MnoZina je zobrazena na obr. 16. Integrdl Pfevedeme do polarnich soufadnic:
T =TCoS ¢,
Yy =rsinp.
Kde r € [0, 00) je vzddlenost od pocitku a ¢ € [0, 27| je thel odklonu od kladné poloosy z v kladném

smyslu, tj. proti sméru hod. ruc¢ic¢ek (od kladné poloosy x smérem ke kladné poloose y). Absolutni hodnota
Jacobidnu této transformace je 7.
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Z obrazku uréime meze pro r a ¢:

T 3
re [172]a p e [Z?Zﬂ-]

a transformujeme integrovanou funkci:
202 + ) = ... =1

Tim jsme dostali integrdl (nesmime zapomenout funkci vyndsobit abs. hodnotou Jacobidnu - zménit mé-

fitko)
T 2
15
/2r2rdrdg0—...—
1

]

ZT(.
T

Poradi integrace jsme si mohli zvolit libovolné, protoZe v mezich mame jen ¢isla a Zddné funkce (polomér

je ve vSech smérech ze stejného intervalu a neméni se v zdvislosti na uhlu).

Reseni piikladu 42. Postupujeme podobn& jako v predchozim prikladg. Prvni dvé rovnice zaddvajici mno-

Zinu jsou posunuté kruznice. Aby se dobfe kreslily, upravime si jejich rovnice - napf.

2 —dr+y=0= (r -2 -4+ =0= (v —2)* + (y — 0)* = 27,

jde tedy o kruZnici o poloméru 2 se stiedem v bodé [2, 0] (viz obr. 19).

Meze pro thel zjistime z rovnic piimek y = x,y = 2x. Jejich smérnice je tangens jejich odklonu od
kladné poloosy z, takze ¢ € [arctgl, arctg2] = [r/4, arctg2]. Nebo jednoduse dosadime za z,y doy = x
ay = 2x a vypocitame odtud ¢, tj. napf.

Yy =2 = rsinp = 2rcosy = tgy =2 = p = arctg2.
Podobné, dosazenim do rovnic kruZnic, vypocitime meze pro r. Dostaneme
r € [4cosp,8cos ).
Polomér se tedy méni v zdvislosti na uhlu, musime dét "jeho integral dovniti". Vysledkem je

arctg2 8 cos

f(rcos g, rsinp)r drde.

s
T 4 cos @
44 15
N
2]
03
1]
’ Ik 1 2 3 3 6 7 8 -0 -0,5 0 0,5 b
“14 -5 /
2]
_34 o
—ad -15
— "y 0= E Dy Iy — gy m— =l — 2y2=1 TOUHYI= m— (] — ]
OBRAZEK 19. OBRAZEK 20.

Reseni piikladu 43. Postupujeme analogicky jako v pfedchozim piikladg s tim rozdilem, e mnoZinu (viz
obr. 20) musime rozdélit na dvé ¢asti, na kterych jsme schopni udat meze poloméru. Dostaneme:

0 cose

13
//17’dg0d7’+//17’drd<p:...:§7r.
0

0 -7 0

Pfitom ve druhém integrdlu jsme mohli vzit samoziejmé ¢ € [27, 27].
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Reseni piikladu 44. MnoZinu si snadno piedstavime pomoci fezi soutadnymi rovinami — obr. 22. Jde o dva
rotacni paraboloidy — obr. 21. K vypoctu pouZijeme transformaci do cylindrickych (vélcovych) soufadnic

T = TCOoS P,
y =rsingp,
z =2z,

kde r, ¢ jsou stejné veliCiny jako u polarnich soufadnic v roviné a jako takové je budeme i urovat — divime
se na primét dané mnoziny do roviny zy (obr. 23). (Odectenim rovnic paraboloidii od sebe z nich vyloucime
z.) Absolutni hodnota Jacobidnu je r.
TakZe médme
r e [0,1], @ €10, 2m7].
Interval pro z dostaneme jako odpovéd’ na otazku "Jaky je predpis dolni/horni hranice mnoziny A?". Tedy
zeP+y:2— (2 + 93] =[?2-1r7.

Poradi integrace musime volit tak, aby z bylo uvnitf integralu pro r, protoZe je na ném zavislé. Nyni mizeme
pocitat

or 1 2—r2
2 7
3z°rdzdrdp = ... = 5™
0 0 ¢2
OBRAZEK 21. OBRAZEK 22.
OBRAZEK 23. OBRAZEK 24.

ReSeni piikladu 45. MnoZina A je 1/16 koule v prvnim kvadrantu, viz obr. 24. K vypocétu pouzijeme
transformaci do sférickych soutfadnic

X =1 Ccospsinb,
y =rsinpsind,
z=rcosb,

|J| = r*sind,
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kde r € [0,00) je vzdélenost od pocétku, ¢ € [0,27] je odklon od kladné poloosy = smérem ke kladné
poloose y a 6 € [0, 7] je odklon od kladné poloosy z "dold". Zde

T T

I 2], 0el0, =]

Vsechny hodnoty jsou diny velmi jednoduse bez jakékoli vzajemné zdvislosti, takZe si miZeme zvolit
poiadi integrace libovolné. Je§té musime transformovat funkci — vytykanim zjistime, Ze 2> + y* + 22 = r?
a protoze r € [0, 00), tedy nezdporné, je nase funkce = r. Tedy

rel0,1], ¢e€]

jus
2

31
///rrZSinﬁdrdewz...:llﬁ.
00

us

ReSeni piikladu 46. MnoZina A je prinik koule s nekone¢nym kuZelem, viz obr. 25 a 26.
Vilcové soutfadnice:

rel0,1], ¢e€l0,2x], ze€[r,1+V1-—r2.

Stérické souradnice: -

re[0,2cos6], ¢el0,2n], 00, Z]
ProtoZe pocitime objem, bereme integrovanou funkci = 1 a nesmime zapomenout na Jacobidn. Vyjde

V =m.

OBRAZEK 25. OBRAZEK 26.

i

0 NN

AL R
AR

OBRAZEK 27. )
OBRAZEK 28.

ReSeni piikladu 47. MnoZina A je prinik dvou kouli o stejném poloméru, viz obr. 27 a 28.
Vilcové soutfadnice:

rel0,vV12], ¢el0,2n], ze€[4d—V16—1r2,vV16 -2,




125

kde horn{ hranici pro polomér r ziskdme z priniku sfér danych rovnicemi ze zadani (prinikem je kruznice
o poloméru v/12). Vyjde V = %ﬂ'.

Stérické soufadnice:
Zde je nutné mnoZinu rozdélit na dvé ¢asti - viz obr. 29. Prvn{ ¢ast:

rel0,4, gelo2r, e [o,g],
kde horn{ hranici pro thel 6, jsme ziskali pomoci zetové soufadnice priniku danych sfér (z = 2,4 je
polomér dolni koule)
2 1 s
9 = - = — j 8 = .
cos 1°3 3
Vyjde 63—471
Druh4 cast:
relf0,8cosl], pel0,2n], 60€ [g 7).

Vyjde 13—67T.
Celkem tedy opét V = 2.

OBRAZEK 29. OBRAZEK 30.

ReSeni piikladu 48. Hustota je ze zadadani dana funkci p(z,y,z) = 322 Nejprve si spo¢itdme hmotnost
tohoto télesa (vypocet viz priklad 44)

N -
A

xoz%///p(:{;,y,z)di:...:O,
A

_ JydA=... =0

yO_M p<x7yazy — e Y
A

1 9

zozM///,o(:v,y,z)sz:...:?.
A

Vv

Tedy T = 0,0, 2], viz obr. 30.
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ReSeni piikladu 49.
1

3z

271

Im://pxyy dA://x+yy dydzr = .. :%,
A 2z

7
Iy://p(x,y)xQdA:...zl—O.
A

1 3z
I, = // (x,y)zry dA = //x—l—ya:ydydx— ) gg

Reseni piikladu 51. Geometrické = bereme plx,y) =1

1 3z
[x://ldeA://deydx:...:I—;),
A 0 2z
9 1
I, = 1x dA:...:Z
A

Reseni prikladu 52. Na kazdém subintervalu [a, b] pouZijeme danou formuli a vie seéteme.

(@) Q(f) = (b— a)f(“t) — obdélnik s jednou stranou délky intervalu, druhou jako funkéni hodnota
A% polovine intervalu, viz obr. 31. Vyjde zaokrouhlené 0, 787712.

() Q(f) = 5*[f(a) + f(b)] — spojenim "funkcnich hodnot’ v krajnich bodech intervalu dostaneme
lichbéZnik, Jehoz obsah pocitame, viz obr. 33. Vyjde zaokrouhlené 0, 780769.

©) Q(f) = L[ (a)+4f(%2)+ f(b)] - funkénimi hodnotami’ v krajnich bodech intervalu a uprosted
intervalu proloZime parabolu, jejiZ podgraf pocitdme, viz obr. 34. Vyjde zaokrouhlené 0, 785397945.

Reseni piikladu 50.

Presnd hodnota je zaokrouhlené 0, 785398163. Prvni dvé formule jsou obé radu 1, tedy obecné stejné pies-
nosti. Kvili tvaru funkce (na celém intervalu konkdvni) ale o néco 1épe vyjde obdélnikové pravidlo. Na
obrdzku 31 vidime, Ze chyby se na kaZzdém subintervalu dorovndvaji’, tj. obdélnik vezme nékde o kousek
min, jinde vic. LichobéZnikové pravidlo (obr. 33) oproti tomu na kazdém subintervalu bere jen minl. Zdaleka
nejlépe si vede Simpsonova formule, kterd je fddu dva. Funkce ma na danych subintervalech totiZ témér tvar
parabol.

Na obrdzku 32 je vyobrazeno obdélnikové pravidlo pfi rozdéleni intervalu [0, 1] na 30 subintervald.

Patttions: 3

E— f(}i) Partitions: 30
[—iw] [—w)

OBRAZEK 31. OBRAZEK 32.
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An Approvimation of the Integral of An Approsimation of ths Integed of
%) = LD )= 104D
on the Interval [0, 1] onthe Iotervel [, 1]
Using the Trapezoid Rule Using Simpsorts Ruls
Arew TH0T692308 Aess TIPS
¥ 7\ b _\
08 03
05 05 ]
04 -] 04 ]
02 - 03
0 T T T T 1 0 T T T T 1
0z 04 0 s 10 02 04 06 02 10
Lz 4 0z |
Pattitions: 3 Partitions: 3 -
[ [— ]
. .
OBRAZEK 33 OBRAZEK 34.

Reseni piikladu 53. Viech je 8, neizomorfni 4.
ReSeni piikladu 54. Matice sousednosti A, pocet danych sledi je &islo ajo = 17 v matici A*.

Reseni prikladu 55. (a) Neni - lichy soucet skore.
(b) Ano, je - skon¢ime se dvéma vrcholy stupné 0.
(DU) Ano, je - skon¢ime s péti vrcholy stupné 0.

Reseni piikladu 56. PouZijeme algoritmus a snaZime se tvofit co nejvétsi rozdily...
ReSeni piikladu 57. Pouziti algoritmu.

e

ReSeni piikladu 58. Most = hrana jejiZ odebrani zvy3i pocet souv. komponent grafu (zde 3).
Artikulace = vrchol jehoZ odebréani zvysi pocet souv. komponent grafu (zde 4).

ReSeni piikladu 59. Napf. viz obr. 35, 36 a 37 (Zervené jsou artikulace a mosty).

e

OBRAZEK 35. (a) OBRAZEK 36. (b)

OBRAZEK 37. (¢)

ReSeni piikladu 60. Vrcholové 2-souvislé = odebranim lib. vrcholu zGstdvd souv. (kazdé dva vrch. na
kruznici). Prvni je, druhy neni.

ReSeni piikladu 61. Pouziti algoritmu (pfedevsim pro orientovany graf). Prvni 4 komponenty, druhy 6.

ReSeni prikladu 62. Pouziti algoritmu - skon¢ime po nalezeni nejkr. cesty do pozadovaného vrcholu (délka
11).

ReSeni piikladu 63. PouZiti algoritmu - dokon&ime piedch.

ReSeni piikladu 64. PouZiti algoritmu - skon¢ime po nalezeni nejkr. cesty do pozadovaného vrcholu (délka
6).

ReSeni piikladu 65. PouZiti algoritmu - dokon&ime piedch.
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Reseni prikladu 66. Pouziti algoritmu.

ResSeni piikladu 67. Prvni Ize nakreslit jednim tahem (dva vrcholy lichého stupné), Eulerovsky neni - po
pridani zelené oznacené hrany v obr. 38 uz ano.

Druhy je Eulerovsky (souv. a vrcholy sudého st.).

Tteti neni (neni vyvédzeny) - stacf ale pridat zelenou hranu - viz obr. 39.

OBRAZEK 38. OBRAZEK 39.

ReSeni piikladu 68. Je Hamiltonovsky. Ham. kruZnice je na obr. 40 zeleng.

[

OBRAZEK 40.

Reseni prikladu 69. Stromi s n vrcholy je celkem n” 2,

(a) 2 neizom., podty: 3 4 AR 4 _ 16 = 42,
(b) 3 neizom., podt + o + 3 =125 = 5%,
pocty: 5 + 51
(¢) 11 neizom., pott +7'+7'+7'+7'+7+ + o+ D4 o+ 5 = 16807 = 7°.
p y 2 21 30 4 6! 2|212| 2131 21 2121

ReSeni piikladu 70. Neni, jeho podgraf obsahuje d&leni grafu K. 3.3

Reseni prikladu 71. Existuje — skon¢ime se dvéma vrcholy stupné nula.
Rov. ne - musel by obsahovat aspoii jeden vrchol st. max. pét.

Reseni p¥ikladu 72. Pro rov. graf G = {V, E} s aspoii tfemi vrcholy plati
|E] < 3|V] -6,
kde rovnost je pro max. rov. graf. Odtud do prvniho grafu lze pridat 16 hran, do druhého 19.
ReSeni piikladu 73. Viz kéd v nésl. pr.
Reseni prikladu 74. Viz strom v predch. pr.
ReSeni piikladu 75. PouZiti algoritmi.

ReSeni piikladu 76. PouZiti algoritmi.



Reseni piikladu 77.
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(a) 4-3-3 =36,

(b) 7-6-6-6=1512,
() 7-6-5-4=840.

Reseni piikladu 78.

(a) Ano — K331 K5 maji min. 9 hran.

(c) Ne — K3 3 s jednim vrcholem navic spojenym jednou hranou s nékterym vrcholem K 3.

(b) Ne — K3,3.
(d) Ne - K.
(C) Ne - K3’3.
(f) Ne — K5.
(g) Ne - K.

Reseni piikladu 79.
Reseni piikladu 80.

Reseni piikladu 81.

Kostry tvofime z hran ohodnocenych jedni¢kou (celkem je jich 12).

00001011001110100111

Pouzitim definic a algoritmu:

a) Ano. (Vtok = vytok v§ude mimo zdroje a stoku.)

b) 8.

¢) Jsou stejné (=

8).

d) € ={(1,5),(2,4),(3,6)}.

e) 7+ 4+ 8 =19 > hodnota toku.

) f(Z,8) = f(S,Z)=(3+4+T7)—(6+0)=14—6 =8,
g) C, = {(172)7 (572)7 (47 3)? (476)}

h) 26.

D) f(Z1,51) = f(S1,Z1) = (5+6+0+1) — (4) =8.
j) Algoritmus. Max. tok 12.

Reseni piikladu 82.
Reseni piikladu 83.

Poziti algoritmu — 13.

PozZit{ algoritmu — 8.

ReSeni piikladu 84. Rez je mnoZina hran, po jejichZ odebrédni se nelze dostat ze zdroje do spotiebice

(stoku).

ReSeni piikladu 85.

Poziti algoritmu — 6.

Reseni prikladu 86. Neni — selZe napf. na kruznici, kterd ma jednu hranu ohodnocenou dvojkou, ostatni
jednickama a hleddme min. cestu mezi vrcholy spojenymi hranou s ohodnocenim dva.

ReSeni piikladu 87.
ReSeni piikladu 88.
ReSeni piikladu 89.
Reseni piikladu 90.
Reseni piikladu 91.
ReSeni piikladu 92.

Algoritmus — 3 hrany.
Algoritmus — 4 hrany.
Algoritmus — 4 hrany.
Algoritmus — max. tok 42.
Algoritmus — max. tok 26.

Kazdy druh aspon dvakrat — ddme predem. Dopliiujeme Sest mist, pficemz trubicek a

marokdnek miiZzeme vzit 0 aZ 6, ale ko§itek pouze Zadny nebo jeden = hleddme koeficient u 2° v polynomu

Vyijde 13.

A4+z+...+25 - Q+z+... +2% (1 +2).
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Reseni prikladu 93. Polynom
I+z+...+2®) (1 +o+.. . +200+z+.. . +2°)0+2+...+27) =
(1—2%)(1 —a™)(1 —2)(1 —2™)
(1—xz)*

= K;) + (;l)x—l— (i)xz +} (1—=2*)(1 —a*) (1 —2"")(1 — 2"

Koeficient u z! je 4, u 2°° je 55 301. Letadlo nebylo vloZeno, tedy nelze vytahnout stejné jako napi. 1 000
kouli.

Reseni piikladu 94.

1+ 223 1+ 823
426(1 — 223)3 46

ReSeni piikladu 95.
1—:E2+2:173—2x5+8x5—8x3—|—x2—1+ T
4x6(1 — 2x3)3 46 1—a3

ReSeni piikladu 96.
sin 2x + cos2x — 1

2x

ReSeni piikladu 97. Sestavime Lagrangeovu funkci
L(:E7ya )‘) = 2I2 + 4y2 - /\(l'2 + y2 - 9)

a derivujeme ji podle vSech proménnych. Tyto parcidlni derivace poloZime rovny nule a feSime soustavu tif
rovnic o tfech neznamych:

z(4—2X) =0,
2 +y° =9

Dostaneme 4 staciondrni body [0, £3|, [£3, 0] a k nim pfislusné hodnoty A (postupné 4, 2). Zda v nich
nastava extrém zjistime z definitnosti formy dané

(me ny)
Lyﬂﬁ Lyy .

Ly Lgy\ (do
@ a) (7 1) (5)
kladny pro vSechna (dz,dy) # (0,0), pak je pozitivné definitni, pokud zdporny, pak je negativné defi-
nitni a pokud najdeme dva vektory takové, Ze je dany vyraz pro jeden kladny a pro druhy zdporny, pak je
indefinitni. (dz, dy) ovSem bereme jen z te¢ného prostoru dané mnoZziny, tedy takové, jez spliiuji podminku

2xdz 4 2ydy = 0.

Dosazenim bodu [0, 3] do této podminky dostaneme, Ze dy = 0, tedy dx musi byt od nuly rizné. Vysetfo-
vany vyraz je tedy (pro tento bod A = 4)

Tj., pokud je vyraz

—4(dx)?,
ktery je pro kazdé dz # 0 zédporny. VySetfovand forma je tedy negativné definitni a v bodé [0, 3] je ostré
lokdlni maximum.
Podobné zjistime, Ze maximum nastdvd i v bodé [0, —3] a v bodech [£3,0] méd funkce minima. Na
obrazku 41 jsou tyto budy oznaceny rizovymi puntiky.
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OBRAZEK 41.

Reseni piikladu 98. Derivace zadané funkce je uZite¢né cvideni, piiklad je ale chytdk — neni nutné nic
pocitat, protoze dand mnoZina je trojihelnik s vrcholy [9, 3], [9, 4], [8, 3], které jsou ’podezielé’ automaticky.

Reseni piikladu 99. Viz obr. 42.

1
22

r 1

= 1 dydz = —.

S // ydx 5
1

1
z3

oo

T T T
1.0 13 20 2.5 3

X
[— = — =i — =17

OBRAZEK 42.

|—x=D — ey y=—1|

OBRAZEK 43.

ReSeni prikladu 100. Na obr. 43 je znazornéné rozdeleni mnoZziny podle toho, jak se projevi absolutni
hodnota.
2 2—z 1

1 0 2—x
//xy—ydydx—l—//xy—ydydx—l—//y—mydydx+
0 —1 1 0 0 0

ReSeni piikladu 101. MnoZina viz obr. 44.

0 2—y

41

—zy dedy = —.

//y Ty drdy 24
1

-1

Y E [arctg‘/?g,arctgl] =[5, 7]



132

Polomér vypocteme z prislusnych ptlkruZznic:

r € [5cosp + 4sinp — /(5 cos @ + 4sin )2 — 25, cos ¢ + y/cos? p + 15].

Tedy
cos p+4/ cos? p+15

/ / f(rcosp,rsinp)r drde.

% 5cos (p+4sin <p—\/(5 cos p+4sin p)2—25

14
— iy =S Iy =1 Uik By- 25 —— y=wfeqri(3) v=x|

T
0 1 ) 3

OBRAZEK 44. .
— =112 qy=2 = ly=x y=2%

OBRAZEK 45.

Reseni prikladu 102. MnoZina viz obr. 45. Musime rozdglit, napt.

2 3
63
//:EQy dydx+//x2y2 dydx = ﬂlnz
. 13
ReSeni piikladu 103. MnoZina viz obr. 45. Transformace

1
x:\/g, y=+uv, |J]=—,
v 2v

meze (dosazenim do zadani)

Tedy

63
//—dvdu 241n2

Reseni piikladu 104. MnoZina viz obr. 46.

6—x—4y
2

11
13
p— 1 pr—
// / dzdydzr = T
00 0
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i

iy

iy

z27]

OBRAZEK 46.

ReSeni piikladu 105. MnoZina viz obr. 47 a 48 (fezy souf. rovinami).

2—

/ 1 dzdyd:c =16+ 121n3,
~2

kde logaritmus krat polynom integrujeme per partes a vysledny lomenny vyraz (po podé€leni) rozloZime na
parcialni zlomky.

Reseni piikladu 106. MnoZina viz obr. 49.

—x2

N

B 3r — 442

1 dedydy = 2L —2V2
/ “ayar 24
0

kde integrujeme tfi s¢itance - jeden pfimo, druhy substituci t = % — 2% a posledni substituci x =

Tl
o\

2 sin t.

wl%

Reseni prikladu 107. MnoZina viz obr. 49. Ihned ze zadani
re|o, \/75], pel0,3], z€[0,1—-2—y]=1[0,1-r(cosp+sinp)].

Tedy
5 /72 1—r(cos p+sin p)

3r — 42
dzdpdr = =———Y=
// / TZQO’/’ 24

0
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x
—— =0 —— w=lnix+z) —— =ln(6-5)|

OBRAZEK 48.

|— =] m—nrby=a X-y=2

OBRAZEK 47.

OBRAZEK 49.

OBRAZEK 50.

ReSeni piikladu 108. MnoZina viz obr. 50.

1 V1-z2 1-2
/ / / 22 + o dedyde = 7.
-1 _\T—g2a—1

UZijeme subst. x = sint a vzorece pro gon. funkce. (Trans. do pol. souf. je to mnohem jednodussi.)

ReSeni piikladu 109. MnoZina viz obr. 50. Thned ze zaddni

rel0,1], ¢e€l0,2n], [rcosp—1,1—rcosy,
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tedy

1 27 1—rcose

// / r3 dzdpdr = .

0 0 rcosp—1
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