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Hodnoceni:

Bonus Teorie L. 2. 3. 4. >

Na kazdy piiklad ziskdte nezaporny pocet bodu.
Potfebné minimum (véetné bonusu) je 15 bodu.
Na préaci mate 90 minut.

Teorie: (6krat +1 bod: tj. spravné 1 bod, chybné —1 bod, bez odpovédi 0)
Odpovézte (skrtnutim nehodiciho se ano nebo ne na patiicném radku), zda jsou pravdiva nésledujici
tvrzeni (¢téte velmi pozorné!):
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ano — ne Je-li hessian funkce f v daném stacionarnim bodé indefinitni, nemuze byt tento
bod lokalnim extrémem f.

ano — ne Dva grafy jsou izomorfni, pravé kdyz se jejich skére lisi pouze permutaci.
ano — ne Graf K44 neni rovinny.
ano — ne Kazdy tah v grafu je zaroven cestou.

ano — ne Plyne z existence derivaci v libovolném sméru funkce f v bodé a i spojitost f
v bodé a?

ano — ne Mnozina {[z,y] € Es; 22 + y* < 1} je uzaviena.

Priklady:

4.

0<z<1,0<y<1,0<z<1,jestlize hustota tohoto télesa v bodé [z, y, 2| je ddna vzorcem
p(x,y,2) =2 +y+z
(Tip: vypoctu nékterych integralu je mozné se pomoci vhodnych tvah vyhnout.)

(6 bodu) Uved'te néjaky algoritmus pro nalezeni nejkratsich cest mezi vSemi dvojicemi vr-
cholu. Tento algoritmus pouzijte na orientovany graf na obrazku 1. Jednotlivé kroky vypoctu
vhodnym zptisobem zapisujte. Uved'te, jak se v pribéhu vypoétu detekuji cykly zaporné délky
a odhadnéte ¢asovou slozitost algoritmu.

(6 bodu) Necht je funkce y = y(z) ddna v okoli bodu [1, 1] implicitné rovnici y3 —2zy+z? = 0.
Urcete Tayloruv polynom 2. stupné této funkce v bodé xq = 1.

(6 bodi1) Reste rekurenci

Qi1 = an +n(—=1)" (pron>1), ag=1,a; = 1.
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Obr. 1: Obrazek k ptikladu na hleddni minimalnich cest.

Navod k teSeni:

Teorie: a) ANO - indefinitnost znamend, ze v nékterém sméru se prislusnd smeérova derivace
zvysi (bude tedy kladnd) a v nékterém snizi (a bude tedy zapornd), proto dany stacionarni bod
nemuze byt lokalnim extrémem; b) NE - mnoho piikladu, napt. (2,2,2,2,2,2) odpovidé jak Cg, tak
C3 U Cs; ¢) ANO - jeho podgrafem je K33; d) NE - na cesté se nesméji opakovat ani vrcholy, na
tahu mohou; e) NE - spojitost plyne az z existence diferencialu (pt. viz prednaska); f) ANO
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Hodnoceni:

Bonus Teorie L. 2. 3. 4. >

Na kazdy piiklad ziskdte nezaporny pocet bodu.
Potfebné minimum (véetné bonusu) je 15 bodu.
Na préaci mate 90 minut.

Teorie: (6krat +1 bod: tj. spravné 1 bod, chybné —1 bod, bez odpovédi 0)
Odpovézte (skrtnutim nehodiciho se ano nebo ne na patiicném radku), zda jsou pravdiva nésledujici
tvrzeni (¢téte velmi pozorné!):

()

(b)
(c)

(d)
(e)
(f)

ano — ne Plyne z existence derivaci v libovolném sméru funkce f v bodeé a i existence vsech
parcialnich derivaci f v bodé a?

ano — ne Neexistuje zadny graf, jehoz skére je (1,1,1,1,1,1,1).

ano — ne Existuje-li limita funkce f : FE, — R v daném bodé, pak je f v tomto bodé
spojita.

ano — ne V dané siti je velikost kazdého fezu vétsi nez kapacita libovolného toku.

ano — ne Kazdy rovinny graf obsahuje alespon jeden vrchol stupné nejvyse 5.

ano — ne Je-li v grafu G dany vrchol artikulaci, pak je nutné néktera hrana z néj vychazejici
mostem.

choly o soufadnicich A = [0,0], B = [b,0], C' = [¢,v], D = [d,v]. Pfedpokladejte ptitom, ze
0<d<c<bal<w.

(Pozn: pokud znéte vzorec pro obsah lichobézniku, nemusite obsah pocitat pomoci integrace,
ale muzete jej spocitat podle tohoto vzorce.)

. (6 bodu) Najdéte s vyuzitim Tarjanova algoritmu® silné souvislé komponenty v grafu G =

(V,E), kde V ={1,...,11} a mnozina hran F je ddna vyctem

(1,5) (3,9) (5,9 (7.2) (9,8) (10,6)
(2,1) (4,6) (5,10) (7,11) (9,10) (11,8)
2,7) (5.4) (6,5 (8,11) (10,3)

Popiste struéné pouzity algoritmus. Jednotlivé kroky vhodné zapisujte, nakreslete obréazek.
(4 body) Uvedte Eulerovu formuli pro souvislé rovinné grafy a s jejim vyuzitim dokazte

omezeni |E| < 3|V| — 6 pro pocet hran v zavislosti na po¢tu vrcholu v souvislém rovinném
grafu. Otocte list!

! Algoritmus probirany na demonstra¢nim cvi¢en{



4. (6 bodi) Pomoci metody Lagrangeovych multiplikdtoru naleznéte body, v nichz ma funkce

f(z,y) = 2% + y? na mnozine M = {[z,y] € Ey; £+ £ = 1} vazany extrém (a,b jsou
libovolné nenulové redlné parametry). Urcete funkéni hodnotu v téchto bodech a pomoci
hessianu rozhodnéte, jde-li o maximum nebo minimum. Popiste rovnéz vyznam vysledku

z geometrického hlediska.

Navod k teSeni:

Teorie: a) ANO - parcilni derivace jsou spec. pripadem smérovych; b) ANO - soucet stupnu
musi byt sudy; ¢) NE - limita musi byt rovna funkéni hodnoté; d) NE - nerovnost je neostrd; e)
ANO - dokéze se snadno z nerovnosti |E| < 3|V| — 6; f) NE.

1.

2. Tarjanuv algoritmus: (Podrobnéji viz studijni materidly k demonstracnim cvicent, kde je k
dispozici i animovand ukdzka. )

e Kazdy vrchol oznacujeme dvojici ¢isel, z nichz prvni urcuje pofadi prichodu a druhy
pomocné ¢&islo, které se v prubéhu aktualizuje a rozhoduje o prislusnosti ke komponenté
(zaroven mame u kazdého vrcholu odkaz na jeho predchudce).

e Pii prvnim pfichodu do vrcholu ho oznac¢ime dvojici pofadi, poradi.
e Pokud existuje hrana do dosud nenavstiveného vrcholu, jdi do néj.

e Pokud existuje hrana do jiz navstiveného vrcholu, nahrad pomocné &islo stdvajicicho
vrcholu pomocnym ¢éislem vrcholu, do néjz sméfuje hrana (pouze, je-li mensi).

e Pokud neexistuje nepouzitd hrana a obé ¢isla u daného vrcholu jsou stejnd, prirad
vSechny dosud nezatrazené vrcholy, které maji pomocné ¢éisla vétsi nebo rovno ¢Eislu
soucasného vrcholu do téze komponenty. Vrat se do piedchiidce a aktualizuj jeho po-
mocné ¢islo ¢islem vrcholu, z néjz se vracime (je-li mensi).

e Pokud neexistuje nepouzitd hrana a &fsla u daného vrcholu jsou riiznd, vrat se do
predchudce a aktualizuj jeho pomocné ¢islo ¢islem vrcholu, z néjz se vracime (je-li mensi).

e Nejsou-li jesté vycerpany vSechny vrcholy a z pravé zpracovaného vrcholu jiz neni, kam
se vratit, zvol jiny vrchol a pokracuj v algoritmu.

Postup v nasi tloze (hrany jsou vybirdny v poradi zapisu v tabulce shora dolu):

]_171, 5272, 4373, 6474, 6472, 4372, 5272, 9575, 86,67 ]_1777, ]-17,67 86,6- Nyni uzavieme komponentu tvorenou
vSemi vrcholy s pomocnym ¢islem > 6, tj. 8 a 11. Tyto vrcholy a s nimi incidentni hrany jiz
dale neuvaZujeme. Navrat do 95,5, 108,87 3979, 3975, 108,57 108,47 95,4, 52,2, 5272 (V poslednim kroku
jsme chtéli jit posledni hranou z 5 — do 10, ale tam jsme jiz byli a ani pomocné ¢islo neak-
tualizujeme — u 10 je 4 u 5 jiz je 2). Uz nemédme z 5 kam jit a obé ¢isla jsou stejnd, proto
uzavirame komponentu: 5,9, 10, 3,4, 6. Prostfednictvim predchudcu se vracime do 1, z niz
neni uniku a navic tvoii samostatnou komponentu. Jesté jsme nevycerpali vSechny vrcholy:
210710, 711,11, 711’10, 210’10 a uzavirame komponentu 2, 7.

3. Eulerova formule: |V |+|S| = |E|+2. Protoze kazd4 sténa sousedi s alespon 3 hranami a kazda
hrana oddéluje pravé 2 stény, muzeme dvéma zpusoby odhadnout pocet incidentnich dvojic
(hrana, sténa): 3|S| < 2|E|, tj. |S| < 2|E| a po dosazeni do Eulerovy formule dostaneme
|E| 4+ 2 < |V| + 2|E|, z ¢ehoz snadno plyne dokazovans nerovnost. (Pozn. k teorii e): kdyby
mél kazdy vrchol stupen aspon 6, pak je 2|E| > 6|V, coz je ve sporu s pravé dokdzanou
nerovnosti).



