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Rezy v grafu

Rez v grafu

Neformalné:

7%

@ ,Rozfiznuti" grafu nap¥€ hranami (nikoliv skrz vrcholy) na
dvé poloviny.

@ Rozdéleni vrcholl na dvé &asti.

Rezem v grafu G = (V, E) nazyvdme rozklad mnoZiny V na 2
neprazdné podmnoZiny P, P. W¢(P) je mnoZina viech hran,
JjejichZ jeden vrchol je v P a druhy nikoliv.

JelikoZ se jednd o rozklad, plati:

PNP=0,PUP=V



Rezy v grafu

Rezy v grafu

V kazdém grafu existuje 2/VI=1 — 1 Yezi.
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Priklady ¥ezil v grafu jsou vyznaleny Carkované.

Obrazek:



Rezy v grafu

Hrany k¥iZujici Yezy

Necht ez C dé&li vrcholy na mnoZiny P, P. O hrandch (u,v),
JejichZ jeden vrchol leZi v P a druhy nikoliv, Fikime Ze k¥iZuji Fez C.

Obréazek: Hrany k¥izujici ¥ezy Cy, C; jsou vyzna&eny modfe.



Rezy v grafu

Bipartitni grafy

Bipartitini graf je takovy graf G, jehoZ mnoZina vrcholi je
disjunktnim sjednocenim dvou mnoZin S a T a plati

E(G) = Wg(S). MnoZiny S a T nazyvame stranami bipartitniho
grafu.

Kazdd hrana grafu G m3 jeden vrchol v S a druhy v T.

Uplny bipartitni graf je takovy bipartitni graf, jehoZ kaZdy dvojice
vrcholii (s, t), s€ S at € T je spojena pravé jednou hranou.




Rezy v grafu

\VELER AL

Vahou Fezu v hranové neohodnoceném grafu oznalujeme poclet

hran, které tento rez kFiZuji.
V hranové ohodnoceném grafu se vahou rozumi soucet ohodnoceni

vSech hran kFiZujicich tento rez.

Obréazek: Véha Yezu C; v neohodnoceném grafu je rovna 4. Vaha Yezu G
v ohodnoceném grafu je rovna 17.



Rezy v grafu

Minimalni a maximalni ¥fez

Minimalnim rozumime takovy Fez v grafu, jehoZ vaha je minimalni.
Maximalini Fez je naopak ten s maximalni vahou.

Minimalni ¥ez v grafu mize byt nalezen v &ase polynomialnim vici
velikosti grafu. Naopak, problém maximalniho ¥ezu je NP-dplny.

Obrézek: Minimalni Yez ve vyobrazeném grafu je vyznalen zeleng,
maximalni &ervené.



Toky v siti

Sit a tok

Siti nazyvdme orientovany, hranové ohodnoceny graf G = (V, E).

Tokem v siti nazyvame takové ohodnoceni hran realnymi Cisly
f: E(G) — R, které pro kaZdy vrchol v spliiuje Kirchhoffiv zakon

Y fleg= Y fle)

ecE*+(v) ecE—(v)

Takovy graf si miiZeme predstavit jako soustavu potrubi, pro niz
plati zdkon zachovani hmoty, tj. kolik do vrcholu pFitéka, tolik

z néj zase vytéka.

Orientace hrany ur€uje smé&r proud&ni, zaporny tok pfedstavuje
proud&ni proti sméru hrany.



Toky v siti

Cirkulace a zdroj a spotfebi¢

Pokud Kirchhoffliv zakon plati pro v8echny vrcholy, mluvime

o cirkulaci.

Alternativou je tv. tok od zdroje ke spotrebi¢i, kde dva vrcholy
Kirchhoffiiv zékon nespliiuji. Ve zdroji tok vznikd a ve spottebici
(stok, vylevka, sink) zanika.

Tok od zdroje ke spotfebi¢i miZzeme vzdy prevést na cirkulaci
ptidanim hrany spojujici zdroj a spot¥ebi¢. Takovou hranu
nazyvame navratovou hranou.



Toky v siti

P¥ipustny tok

Zpravidla omezujeme tok na hrané shora i zdola, tj. plati

f(e) € (I(e), c(e)). Cislo c(e) nazyvdme kapacitou hrany, p¥ipadn&
hornim omezenim toku v hrané. Cislo I(e) nazyvame dolnim
omezenim toku v hrané&. Tok, ktery spliiuje /(e) < f(e) < c(e) pro
v8echny hrany e nazyvame pFipustnym tokem.

V ¥adé praktickych p¥ipadd byva dolni omezeni toku zpravidla
rovno 0, je-li v8ak nenulové, neni a priori jasné, zda existuje
pfipustny tok v siti.



Toky v siti

Priklady siti

Vyse definované sité& jsou vhodnymi reprezentacemi redlnych siti.
Klasickd teorie grafii se velmi asto vénuje problémim tokl na
Zelezni¢nich, silni¢nich a dal3ich dopravnich sitich. Samostatnou
oblasti jsou rozvodné sité — vodovodni, plynové atd. Obecn&
mluvime o transportnich sitich. VétSina (loh je v&novéana
optimalizaci takovychto siti, pfipadné& nalezeni tizkych mist,
maximalni kapacity (propustnosti) sit&, garance minimain{
propustnosti i p¥i vypadku nékterych linek &i vrcholl apod.

Pro nds jsou zajimavé toky v pocitatovych sitich.

Na YeSeni tloh s toky Ize pfevést i Fadu planovacich dloh, nap¥. tzv.
pFifazovacr tlohy. V téch mame za Ukol pfitadit n kol mezi
pracovniky tak, abychom minimalizovali naklad (provedeni
konkrétni tlohy konkrétnim pracovnikem ma svou cenu). Lze
prevést na bipartitni graf (pracovnici jsou zdroje a tlohy jsou
spotfebite, hrana pfedstavuje cenu prace).



Toky v siti

Rezidualni tok

Rezidualni kapacitou hrany e rozumime &islo c(e) — f(e), tj. rozdil
kapacity hrany a aktudlniho toku.

RezidudIni kapacity hran tvo¥i rezidudini sit.

V mnoha p¥ipadech potfebujeme zjistit, zda rezidudlni sit existuje.
Hrany s rezidudlni kapacitou nula nejsou v rezidudlni siti obsazeny
(neni moZné ptes né& vést nenulovy tok).



Toky v siti

Toky v siti — priklad

Obrazek: P¥iklad toku v siti. Prvni &islo v hodnoceni hrany je tok, druhé
kapacita hrany



Toky v siti

Velikost toku

Velikost toku zna&ime F(f). Velikost toku od zdroje ke spotfebiti
definujeme jako mnoZstvi toku, které vznika ve zdroji S.

= 2 fl- ) fle
ecE*(s) e€E—(s)

E*, E~ oznaluji souet tokii vstupujicich do vrcholu, resp.
vystupujicich z néj.

Obrézek: Velikost vyobrazeného toku (11) je ddna mnoZstvim toku
opousté&jicim zdroj.



Toky v siti

Velikost toku pres fez

Necht ¥ez C d&li vrcholy grafu na mnoZiny P, P. Ozna&ime jej Cp.
Diéle necht zdroj toku néleZi do mnoZiny P a spot¥ebi¢ do
P.Potom ma smysl| definovat velikost Fp toku p¥es ¥Yez Cp jako
rozdil mezi velikosti toku na hrandch vedoucich z mnoZiny P

a velikosti toku na hranéch vedoucich do této mnoZiny. Rikdme, Ze
tez Cp oddéluje zdroj a spot¥ebil.

Fe(f)= Y fle)— Y f(e)

ecW+(P) ecW—(P)

W, W~ zna&i hrany vychazejici z mnoZiny W, resp. do ni
vstupujici.



Toky v siti

Shodnost toki ptes fezy

Necht Cp je libovolny Fez, ktery oddé&luje zdroj a spotrebié. Potom
pro velikost Fp toku pFes Cp plati

Fp(f) = F(f)

PYes v8echny fezy oddélujici zdroj a spotfebil tedy protéka stejny
tok.

Obréazek: Ptes viechny vyzna&ené (i nevyznalené) fezy oddélujici s a t
protéka tok o velikosti 11.



Toky v siti

Shodnost toki pres fezy — dikaz

Dikaz.

Dikaz povedeme indukci:

Zéklad indukce: Polozme P = {s}, kde s je zdroj toku. Tvrzeni
plati z definice.

Indukéni krok: Do mnoZiny P pfidame libovolny vrchol grafu,
riizny od spottebile. JelikoZ pro tento vrchol musi platit
Kirchhoffiiv zakon, nezméni se nikterak rozdil mezi velikostmi tokd
z P vytékajicich a do P vtékajicich. Platnost tvrzeni se tedy
nezméni. JelikoZ postupnym p¥idavanim vrcholi lze ziskat libovolny
tez, ktery oddéluje zdroj od spotrebile, plati tvrzeni pro viechny
Yezy zdroj od spotfebice oddé&lujici. O




Toky v siti

Kapacita fezu

Kapacita fezu oddélujiciho zdroj a spotfebi¢ specifikuje, jaky maximaln{
tok miZe timto Yezem protéct. Definovana je jako soulet kapacit vech
hran, které tento Yez protinaji ve sméru od zdroje ke spot¥ebiéi zmensena
o soulet minimalnich kapacit hran opa&né& orienovanych.

C(Cp) = Z c(e) — Z I(e)

ee WH(P) eeW—(P)

Obréazek: Kapacity Yezli (i, ..., (4 jsou po fad& 16, 18, 17, 15.
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Kapacita ¥fezu ma vyznam pro nalezeni tzv. maximalniho toku v grafu.



Toky v siti

Maximalni tok v grafu

Problém maximalniho toku je hledani nejvétsiho toku v grafu od
zdroje ke spottebici. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

@ Tok f je maximalni (maximalizujeme F(f)).
@ || je kapacita n&kterého fezu oddé&lujiciho zdroj od spot¥ebile.
© V rezidudlnf siti neexistuje cesta ze zdroje ke spottebidi.

Algoritmy pro nalezeni maximalniho toku vychazeji z t&chto
ekvivalenci — hledaji fez s minimalni kapacitou nebo p¥idavaji cesty
mezi zdrojem a spotfebi¢em, dokud néjaké v rezidudlni siti existuji.



Algoritmy pro maximalni tok

Algoritmus — brutdlni sila

o Nejjednodussi algoritmus.
@ Generuje postupné vdechny podmnoziny vrcholi, pro kazdy
provede nasledujici kroky:
o Najde mezi hranami v3echny, které k¥iZuji fez definovany touto
mnozinou vrcholi.
e Sette kapacity hran k¥iZujicich tento ¥ez, smé&Fujicich od zdroje
ke spotrebidi.
@ Vysledkem je ¥ez s minimalni vypoctenou kapacitou.

Jeliko? vech ¥ezii odd&lujicich zdroj od spottebite je 2!VI=2 — 1,
pro kaZdy je pot¥eba zkontrolovat viech |E| hran, celkovd asovd
sloZitost algoritmu hledani maximalniho toku brutdlni silou je

O(2V1=?|E])



Algoritmy pro maximalni tok

Zlepsujici cesta

Definice

Hranu nazveme hranou vpred, je-li orientovana v smeru priichodu
cestou. Hrana vzad je pak orientovana proti sméru priichodu
cestou.

| A

Definice

Zlepsujici cestou vzhledem k toku f nazveme takovou
neorientovanou cestu ze zdroje ke spotrebici, jejiZz kaZda hrana
spliiuje f(e) < c(e) pro hranu e vpred a f(e) > I(e) pro hranu
vzad.

Definice Fika, Ze aktudlni tok Ize zvysit na hranach vpted a sniZit
na hranach vzad o néjakou hodnotu d > 0.

Kapacitou zlepsujici cesty pak rozumime maximalni hodnotu d,
o kterou Ize tok na zlepsujici cesté zmeénit.




Algoritmy pro maximalni tok

Ford-Fulkersoniiv algoritmus

e Vyuziva ekvivalence mezi maximalitou toku a neexistenci cesty
ze zdroje ke spotfebiéi v rezidudlni siti.

o Hleda zlepsujici cesty mezi zdrojem a spotfebi¢em, dokud
néjakd takova existuje.

@ Pro hleddni cest pouZiva i zp&tnych hran.

@ Z hran na cest& se vybere ta, jejiZ rezidudIni kapacita je
minimalni.

o V pfipad& zpétné hrany (projité proti sméru jeji orientace) se
namisto hodnoty c(e) — f(e) bere tok, ktery hranou protéks ve

sméru jeji orientace — tedy f(e) — /(e). Toky se takto mohou
vzdjemné& anulovat.

@ O tuto minimalni kapacitu se zvy3i tok po viech dopfednych
hrandch na nalezené cesté.

o Naopak, na hrandch zpétnych se hodnota toku sniZi o stejnou
hodnotu.



Algoritmy pro maximalni tok

Hledani zlepSujici cesty

MizZeme pouZit znatkovaci proceduru (Py(e) je potatetni a Ky (e)
je koncovy vrchol hrany e):
Inicialiace Oznackujeme vrchol zdroje, ostatni jsou bez znadek.
Vpred Existuje-li hrana e takova, Ze Py/(e) ma znatku a Ky (e)
nema a soucasné plati f(e) < c(e), pak oznatkuj Ky (e).
Vzad Existuje-li hrana e takova, Ze Ky/(e) ma znatku a Py (e)
nema a soucasn& /(e) < f(e), pak oznatkuj Py(e).
Ukonceni Je-li oznackovan spotfebi¢, nalezli jsme zlep3ujici cestu.
Nelze-li dal3i vrchol oznatkovat, pak zlep3ujici cesta
neexistuje.



Algoritmy pro maximalni tok

Ford-Fulkersoniiv algoritmus

Pro vSechny hrany (u,v)

| £(u,v) =0

Dokud existuje zlepSujici cesta p:

| Vyber minimdlni kapacitu d hrany na této cests.
| Pro vSechny hrany na cesté& p:

| | fCu,v) = f(u,v) + d

I | £(v,u) = £(v,u) - d

Algoritmus nefikd, jakym zplisobem se ma cesta ze zdroje ke
spotfebiéi hledat. V praxi se pouziva obvykle priichod do hloubky,
nebo prichod do &itky, &imz se z algoritmu stadvd Edmonds-Karpiv
(viz déle).



Algoritmy pro maximalni tok

Ford-Fulkersoniiv algoritmus — pfiklad

Obréazek: P¥iklad béhu Ford-Fulkersonova algoritmu, 1. &ast.



Algoritmy pro maximalni tok

Ford-Fulkersoniiv algoritmus — pfiklad

Obrézek: P¥iklad béhu Ford-Fulkersonova algoritmu, 2. ¢ast. Minimalni
Yez je vyznalen na poslednim obrazku. Kapacita je 21, coZ je i maximaln{
tok v tomto grafu.



Algoritmy pro maximalni tok

Ford-Fulkersondiv algoritmus — sloZitost

@ V obecném p¥ipad& neni moZné dokazat, Ze béh algoritmu
skonti.
@ V né&kterych p¥ipadech nemusi hodnota nalezeného toku ani
konvergovat k maximu.
V redlnych aplikacich jsou kapacity hran obvykle reprezentovany
celymi &isly. To zaru€uje ukonéeni béhu algoritmu:
@ Maximalni tok ma v takovém pFipadé& také celodiselnou
hodnotu.
o Casova slozitost nalezeni zlep&ujici cesty je O(|E|)
@ S kaZdou nalezenou zlep3ujici cestou se hodnota nalezeného
toku zvysi minimalné o 1.
e Maximdln& mize tedy prob&hnout nejvyse F(f) iteraci.



Algoritmy pro maximalni tok

Edmonds-Karpiv algoritmus

@ Specializace Ford-Fulkersonova algoritmu.

@ Pro hledani zlepsujicich cest je pouZzit priichod do Sitky.

@ Pro potfeby priichodu do $itky jsou délky hran povaZovany za
jednotkové.

o Prichod do 8itky zajisti, Ze kazda nalezend zlepSujici cesta je
nejméné tak dlouhd, jako pfedchozi nalezena.

e Maximalni moznd délka zlep3ujici cesty je |V/|.

o Sloitost algoritmu tak &ini O(VE?).



Algoritmy pro maximalni tok

Edmonds-Karpiv algoritmus — ptiklad

1/100 1/100

S

0/100 1/100

Ford-Fulkerson

Edmonds-Karp

100/100 100/100 100/100 100/100

100/100

Obrazek: V horni &asti obrazku je zndzorn&n mozny polatek b&hu
Ford-Fulkersonova algoritmu. B&h miiZe pokraovat stejnym zplisobem
i nadale, a tak potfebovat mnoho iteraci. Edmonds-Karpiv algoritmus
nalezne odpov&d b&hem 2 iteraci.



Dalsi problémy

Omezeni toku vrcholem

Realné aplikace mohou kldst i omezeni na velikost toku prochazejiciho
vrcholem — nap¥. sb&rné misto kanalizaci, aktivni prvek v siti, rychlost
zpracovani dat na pfijemci. Pokud jsou toky nezdporné, lze pouzit
nasledujici transformaci grafu:

/. ¢ /.
\. . ; \.
Obrazek: Vrchol je nahrazen dv&ma vrcholy a hranou.
Vrchol v s omezenou kapacitou nahradime vrcholy vq, vo, jejichZ kapacita

nebude omezena. Hrany smé¥ujici do v pfesmérujeme do vy, hrany z v
vychazejici budou vychdzet z v,. Vrcholy vy, v, spojime hranou, jejiz
kapacita bude rovna plivodni kapacit& vrcholu v. Na takovy graf je poté
mozno pouZit standardni algoritmy pro hleddni maximaliniho toku.



Dalsi problémy

Nékolik zdrojli a spotrebiti

Obdobné Ize standardni algoritmy pouZit i v p¥ipadé, kdy zadani
obsahuje vice nez 1 zdroj nebo spotfebic:

L ETREERER e | ST e
e 9t .§: .7.
@ ‘o .. °

K siti pfidame fiktivni zdroj a spotfebi¢. Z nové pfidaného zdroje
povedou hrany (s ,neomezenou* kapacitou) do viech zdrojd,
obdobné pfiddme hrany ze vech spotfebi¢i do nové p¥idaného.



Dalsi problémy

Nejlevnéjsi toky

Ke kazdé hrang je krom jeji kapacity definovana i cena a(e)
jednotkového toku. Cena toku hranou e je potom rovna a(e)f(e).
Celkova cena toku siti je potom definovana jako

> a(e)f(e).

ecE

Ukolem je potom najit maximalni tok siti takovy, Ze jeho cena
bude zaroveri minimalni.



Dalsi problémy

P¥ipustna cirkulace

Pokud se omezime na cirkulace, je celd ¥ada algoritmi

(a odpovidajici teorie) jednodussi. A plati, Ze dlohy tykajici se
pfipustného toku od zdroje ke spottebili Ize pFevést na hledani
pFipustné cirkulace pfidanim navratové hrany.

V siti s omezenimi toku | a ¢ existuje pFipustna cirkulace pravé
tehdy, kdyZ kaZdy Fez md nezapornou kapacitu

C(Cp)= D cle)= D Ie)=0

eeW+(P) eeW_(P)




Dalsi problémy

Algortimus pro pfipustnou cirkulaci

Vstupem je sit G s omezenimi toku /, ¢ a libovolnd (i nulovd)
cirkulace f. Vystupem je bud p¥ipustna cirkulace f’ nebo ¥ez se
zapornou kapacitou.

© Najdeme hranu h s nepfipustnym tokem. Pokud takova hrana
neexistuje, vypocet kon&i a dosavadni tok f’ je p¥ipustny.

@ Je-li f(h) < I(h), pak z := Ky (h),s := Py(h), v opatném
ptipad& (f(h) > c(h)) z := Py(h),s := Kv(h).

© Nalezneme zlepsujici cestu z vrcholu z do vrcholu s. Pokud
cesta neexistuje, vypolet kondi, p¥ipustna cirkulace neexistuje
a mnoZina oznatkovanych vrchold P urluje ¥ez Cp, ktery ma
zapornou hodnotu.

@ Pokud cesta existuje, doplnime zlepSujici cestu o hranu h,
¢imz vznikne zlepSujici kruznice. Vypocteme jeji kapacitu,
zménime toky na jejich hranach (viz predchozi algoritmy).
Pak se vracime zpé&t na krok 1.
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