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Kapitola 1

Blchiho automaty

1.1 Jazyky nekonecnych slov

Necht ¥ je konetnaabeceda. ¥ * znati mnozinu vSech slov konecné délky, typicky oznaco-
vanychu, v, w,... € ¥*, w = agay . ..a,, kdea; € ¥. Slovo nekonetnédélky, nazyvané
téZz w-slovo, definujemejako funkci o : Ng — Y. Symbolem ¢ zna€ime mnozinu vSech
slov nekonecné délky, typicky oznatovanych o, 5... € X'“. Tedy (i) oznatuje pismeno
nai-té pozici aw-slovo o miizeme a Casto t&€z budeme zapisovat jako o = a(0)a(1) ... ..
Ddeoznatme X>° = ¥* U X¥,

Pro pfirozenam, n takovg, ze m < n definujeme

afm,n] = a(m)a(m +1)...a(n)
am,n) =a(m)a(m+1)...a(n—1)
alm,w] = a(m)a(m+1)...

V dal8im textu pouzijeme pro kvantifikétory ,existuje nekonecné mnoho n “ a
»existuje pouze konetné mnoho n “ jako zkratky symboly 3“n resp. 3<“n. Formalné
definujeme 3“n.¢(n) jako zkratku proVi.3n.(n > i A ¢(n)) adae 3<“n jako zkratku pro
In.g(n) AJiVj.(j > i = —¢(j)). Analogicky zapis V¥ n.¢(n) budeme interpretovat jako
zkratku pro 3i.¥n.(n > i = ¢(n)).

Necht X C ¥*)Y C . Proz € X,y € Y definujemejgich zfetézeni jako slovo
xy = x(0)z(1)...2(n)y(0)y(1)..., kdex(i) = z; (symbol ‘.’ €asto vynechavame,
tj. misto x.y piSeme strucngi zy).

Déle zietézeni jazykll X C ¥* aY C ¥ definujemejako jazyk

XY ={zy|lzeX,yeY}
anekonetnou iteraci (w—iteraci) jazyka X C X * jako jazyk
Xw:{l'()l'l... |l‘1 EX*{€}}

tj. X je mnoZinavSech nekonecnych slov, ktera ziskame zfetézenim nekonetné posl oup-
nosti neprézdnych slov z X. Je-li napfiklad v = agay ...an,a; € LT a X = {u}, pak
X« = {u“}, kde u* je nekone€né Slovo aga; . . .ayapa . .. anag . . ., které téz mtizeme
zapsatjakouw . ... ProY = {x,y}jeY¥Y ={ax...,zy...,yx...;yy..., ...}.
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Déalepro X C X* definujme

pref(X) = {u € T* | Jv.uv € X}
lim(X) ={a € X¥|Fn.al0,n] € X},

tj. o € lim(X), pravé kdyz o manekonetné mnoho prefixtiv X . Poznamenejme, Ze Casto
pouzivanou notaci pro lim(X) jsou téz znateni X & X°.

Operéatory w—iterace a lim jsou oba typu ¥X* — XY, a tedy umoziuji definovat
nekonetnaslova pomoci slov konecné délky.

Priklad 1.1. (a) Je'li U = a*b, pak lim(U) = 0.

(b) Jeli U = (ab)™, pak lim(U) = (ab)~.

(©) Je-liU = (a*b)™ = (a+b)*b, tj. U jemnozinavsech slov kon&icichsymbolemb,
pak lim(U) = (a*b)* jemnozinou viech w—slov obsahujicich nekonetné&mnoho vyskytli b.

12 w-automaty

Prechodovy systém A (snavestimi apotatecnimi stavy), zkracene LTS (labelled transition
system) definujeme jako
A= (Sa Ev Av Szn);

kde SjemnoZinastavl, ¥ jekonetna(vstupni) abeceda, A C S x X x S jeprechodovarelace
aS;, C S jemnoZinapocatetnich stavll. Namisto (s, a, s’) € A Casto piseme s 4 s/, G
pouze s = ', pokud je A zfgjmaz kontextu. N&kdy t&z mluvime o prechodovém systému
nad abecedou X av tom pripadé|jej zapisujeme pouzejako A = (S, A, S ;). Poznamejme,
Ze takto definovany LTS je obecné nedeterministicky, mimo jiné proto, Ze A je relace,
nikoliv funkcez S x ¥ do S.

Prechodovy systém A nazveme deterministicky, jestlizecard(S.;,) = 1 apfechodova
relacejefunkci A : Sx¥ — 5.V pFipadédeterministickych LTSIze bez Gjmy naobecnosti
predpoklédat, Ze A je totélni, tj. definované pro vSechny argumenty (v opatném pfipadé
pridame novy , zachytny* stav, do ngz vedeme vSechny dosud nedefinované prechody;
prechody z tohoto noveé pfidaného stavu vedou opét jen do tohoto stavu).

Jeli u = ajas...an, sovo nad ¥, pak klademe s = s/, pravé kdyZ existuji
S0,51,...,5m € Stakova, Ze s = sq, S;i1 — s; (0<i<m) as, =7¢".

Béh LTS. Necht A = (S,A,S;,) jeLTSnad ¥, w € ¥*,w = apay ...a, konetné
vstupni slovo a o : Ny — X vstupni w—slovo. Béh p systému A na slové w je konetna
posloupnost so, s1,. .. s Stavll z S takova, ze Vi. 0 < i < m : s; =5 s;41. Béhp
systému A na w—slové a je definovan jako nekonetna posloupnost p : Ny — S takova,
zeVi .1 € Ny : p(i) ) p(i + 1). Je-li navic p(0) € Sin, resp. so € Sin Nazyvame béh
inicidnim.

Béh je tedy posloupnost stavil, jimiz miize A projit pfi postupném ¢teni slova dle
pravidel pfechodovérelace. V dalSim textu, pokud nebude feceno jinak, budeme terminem
béh rozumét inicialni béh, ostatni béhy nazveme neinicialni ¢i obecné béhy.
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Déalepro libovolné w—slovo p : Ny — S klademe

inf(p) = {s € S| 3Fn. p(n) = s},
occ(p) = {s € S| In. p(n) = s}

tedy inf(p) definujemejako mnozinusymbolliz S, kterésevyskytuji v w—slové p nekonetné
Casto, kdezto occ(o) je mnozinasymbolliz S, které se v o vyskytuji.

w—automat.Necht A = (S, A, S;,,) jeLTSnad X, pak w—automatem nazvemesystém 4 =
(A, Acc) , kde Acc jetzv. akceptatni podminkadefinujici, kdy je w—slovo akceptovano, ato
obvykle na zakladé existence béhu jistych vlastnosti nadaném slové. Takovy béh nazveme
Uspésny nebo téZ akceptujici. Poznamengjme, Ze w—automat je obecné nedeterministicky,
atedy mUize pro w—slovo « existovat vice vzgemneé rliznych béhtl.

Je-li A konecné stavovy, pak A nazveme konetnym w—automatem. Pokud nebude
v dal8im textu Fe€eno jinak, budeme mit namysli pouze konecné automaty (i kdyz nékteré
z dale uvadénych vysledkl plati i pro automaty nekonetné s nejvyse spotetnou mnozinu
stavll).

Biichiho automat. Necht A = (S, A, Si,,) jeLTSnad ¥. Rekneme, Zew—automat (A, Acc)
je Buchiho automatem, pravé kdyz Ace je tzv. Biichi akceptatni podminka (BAC):

je dana konetna mnozina ' C S akceptujich (t&Z finalnich) stavli a slovo

a : Ny — X je akceptovano, pravé kdyz existuje béh p : Ng — S nasové o

takovy, zeinf(p) N F # ().
Buichiho podminku miizeme strutngji zapsat takto:
(BAC) 3p.(p(0) € Sin A Vir(p(i) “Y p(i +1) € A) A inf(p) N F #£0
Uvedeny Biichiho automat A znatime (A, F') nebotéz (S, X, A, Sy, F). Jazyk rozpozna
vany (téz akceptovany) Biichiho automatem A = (A, F') je mnozina

L(A) = {a € ¢ | A akceptuje a}

vSech w—slov akceptovanych timto automatem a znacime jgj té€z L(A, F'). Konetné fek-
neme, Zze mnozina L C X je rozpoznatelna ve smyslu Buchiho (Ci struén“eji Buchi—
rozpoznatelnd), praveé kdyz existuje Biichiho automat A takovy, ze L = L(A

S

Obrazek 1.1: typicky Usp&sny béh Biichiho automatu, s € S, f € F

Poznamka 1.2. Buchiho akceptatni podminkatedy pozaduje, aby se néaka podmnoZzina
mnoziny F' vyskytovalav Uspésném béhu p nekonetné Castokrét: jelikoz F'je konetna, musi
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existovat n§jaky stav f € F, ktery se v p vyskytuje nekonecnékréat. Pokud si predstavime
prechodovy graf Biichiho automatu, pak cestatimto grafem koresponujici Uspé&Snému béhu
zaCinav ngakéemstavu z S, , dosdhne stavu f apodél néjaké cesty sedo f opét (nekonetné
Castokrét) vraci — viz téz obrazek 1.1. O
Podminku inf(p) N F # 0 (4. Vidj.j > i : p(j) € F) z BAC kladenou na stavy
Gspédného béhu p miizeme formalné zapsat jako formuli predikatového pottu prvniho fadu
takto:
\/ Vidj.j>i:plj) =q
qeF
Priklad 1.3. M&me Buchiho automaty A = ({q1,¢2},{a,b}, A, {q1},{¢=2}) , kde A je
danatakto:
q1 5 qz q1 2 q1
q2 = q1 qz 2 q1

aB=({q,q},{a, b}, A, {1}, {¢}), kde A je danatakto:

a

g1 — q2
a b
g2 — Q1 g2 — Q1

Obrazek 1.2: Automaty A (vlevo) a B (vpravo)

Automat A je deterministicky astotalni pfechodovou funkci (resp. jeho pfechodovy
systém ma tyto vlastnosti), kdezto 53 je deterministicky, ale jeho pfechodova funkce je
parciélni (sestrojte ekvivaletni automat stotalni A).

Automat A akceptuje mnoZinu vSech w—slov takovych, ktera obsahuji nekonecné
mnoho vyskytll symbolu a, kdezto L(B) je tvorfen viemi slovy, u nichZ je kazdy sudy
prechod pod pismenem a.

Ukol: Sestrojte Biichiho automat nad {a,b} akceptujici mnoZinu pravé vech ta-
kovych slov, v nichz se symboly a a b se vykytuji nekonecné mnohokrat, pficemz mezi
kazdymi dvéma vyskyty symbolu a je sudy pocet vyskytli symbolu b.

Pro konetné automaty (FA) pracujici nad slovy konecné délky plati, Ze nedeter-
minismus nezvétSuje vyjadiovaci silu, tj. ke kazdému nedeterministickému konetnému
automatu (NFA) existuje ekvivaletni deterministicky konetny automat (DFA). Zabyvejme
se nyni otézkou, zda plati tento vztah u Biichiho automatt.

Priklad 1.4. Nechf]e dan Biichiho automat A = ({51, 82}, {a, b}, Al, {81}, {81}), kde
A je danatakto:
S1 i> S1 S1 i) S92

a b
SS9 — S1 S — 52
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aBuchiho automat A> = ({s1, 2}, {a, b}, As, {s1}, {s2}), kde A, je danatakto:

a b b
S1 — S1 S1 — S1 S1 — 89

b
S2 — So

a b a,b b
CQ )
b
~E >
Obrézek 1.3: Automaty A, (vlevo) a.A- (vpravo)

Automat A z prikladu 1.3 je ekvivaentni s vy3e uvedenym A, — oba akceptuji
mnoZinu vech w-slov obsahujicich nekonetn& mnoho vyskytll symbolu a (zde vak, na
rozdil od A, vdechny a—pfechody vedou do akceptujiciho stavu s | a sou€asné vechny
prechody do s; jsou pod symbolem a).

Automat A, akceptuje mnozinu vech w—slov, ktera je komplementem L(A+). A
je nedeterministicky: uhodne misto ve vstupnim slové, za nimz jiz nejsou Zadné vyskyty
a — takova pozice ve slové musi existovat, nebot’ libovolné vstupni slovo, které ma byt
akceptovano, ma jen konetné mnoho vyskytll a. Nasledné automat kontroluje spravnost
svého hadani tim, ze miize ist pouze symboly b — z s 5 nevede zadny a—prechod a A, by
nebyl schopen pokraCovat ve Cteni vstupniho slova, atedy by jegj nemohl akceptovat. O

Poznamka 1.5. Jak jiz bylo uvedeno, A z prikladu 1.3a.4 ; z prikladu 1.4 jsou ekvivaletni.
Jelikoz v (ispédném béhu se musi symbol a vyskytovat nekonetné mnohokrét, neni nutno,
aby kazdy vyskyt a byl zaznamenan priichodem pres akceptujici stav — A prochazi pres
akceeptujici stavy jen pri kazdém lichém vyskytu symbolu a.

Ve vySe uvedeném prikladu 1.4 plati L(A») = {a,b}* — L(A;). PovSimnnéme si,
ze A, je deterministicky, ale A, je nedeterministicky. Ukazeme, Ze nedeterminismus je
v tomto pripadé nevyhnutelny v tom smyslu, Ze neexistuje Zadny deterministicky Biichiho
automat, ktery by rozpoznaval komplement jazyka L(.A ;). O

Véta 1.6. Jazyk L C X je rozpoznatelny deterministickym Biichiho automatem, prave
kdyz existuje regularni jazyk U C ¥* takovy, Ze L = lim(U).

Dlikaz: <=: Necht U je regularni jazyk nad ¥. Pak existuje DFA A = (S, %, A, qo, F)
takovy, ze L(A) = U. Pokud A interpretujemejako Biichiho automat, pak L(.A) = lim(U)
a protoze prechodovy systém automatu A se touto interpretaci nezménil, mame automat
deterministicky.

—: Necht L je rozpoznavan deterministickym Biichiho automatem .4 s mnozinou
akeeptujich stavll F'. Pokud F' interpretujeme jako mnoZinu koncovych stavil DFA stymz
prechodovym systémem jako ma A, pak tento DFA akceptujejisty regularni jazyk, fekneme
U. Opét se snadno nahlédne, ze L = lim(U). O
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DUlsledek 1.7. Existuji jazyky rozpoznatelné nedeter ministickymi Biichiho automaty, které
nejsou rozpoznatel né zadnymi deter ministickymi Blichiho automaty.

Dllkaz: Ukazeme, zejazyk L = L(As) z prikladu 1.4 neni tvaru lim(U) pro Zadny regu-
larni jazyk U. Pfipomeiime, Ze L je mnoZinou viech w-dov nad ¥ = {a, b} * obsahujicich
nekonetné mnoho vyskytti symbolu b, ale pouze konetné mnoho vyskytll symbolu a.
Sporem. Predpokladejme, Ze existuje regulari U C ¥ * nad takovy, ze L = lim(U).
Jelikoz b € L, pak musi existovat jeno ngaky konetny prefix ™ € U. Odtud a z de-
finice jazyka L plyne, Ze b™ab® € L, atedy op& musi existovat ngaky konetny prefix
b1ab™ € U. Tedy opé&t z definice L plyne, Ze b™ ab™2ab® € L, atudiz musi existovat
daldi prefix b"tab™2ab™ € U. Timto postupem tedy obdrZime nekonecnou posloupnost
sov {1, b ab", b ab™ab™s, ...} C U. Z definice oper&toru lim plyne, Ze i w—slovo
B =b"ab™ab™a...ab" --- € lim(U). Aviak 8 manekonetné&mnoho vyskytli symbolu
a, takZe jisté nepatfi do L, cozZ je ale spor s predpokladem, ze L = lim(U). O

Ukazali jsme tedy, Ze tfidajazyk{ rozpoznavanych deterministickymi Biichiho auto-
maty je vlastni poditfidou jazyk{ rozpoznavanych nedeterministickymi Biichiho automaty.

1.3 Uzavérové vlastnosti Biichi—rozpoznatelnych jazyk(

V této Casti se budeme zabyvat studiem nékterych uzavérovych vlastnosti Buchi—rozpozna
telnych jazykul. V3echny uvedené dikazy budou konstruktivni a uvedené techniky |ze tedy
pouZit pro navrh téchto automatdl.

Véta 1.8. Jsou-li Ly, Ly C X¢ Bichi—rozpoznatelnéjazyky, pak L1 U Ly a Ly N Ly jsou
Blichi—rozpoznatel né.

Dlikaz: M&meBichihoautomaty A; = (S;, %, A;, Sk, F;) takove, ze L; = L(A;), i =
1,2.

(a) Uzavienost vUci §ednoceni 1ze dokazat stejnym postupem jako v pripadé nede-
terministickych konetnych automatli: bez (jmy na obecnosti 1ze predpoklédat, ze mno-
Ziny stavll téchto automatll jsou disjunktni. Pak L; U Lo je rozpoznavan automatem
A= (S1US, T A UA,, SH U S2 F U Fy). Potet stavil automatu A je tedy ro-
ven souttu pottu stavll automat®l A ;.

(b) Uzavienost viici priniku se v pripadé konetnych automatti dokazuje konstrukci
automatu realizujiciho tzv. synchronni paralelni spojeni danych automatti — stavovy prostor
automatu rozpoznavajiho priinik je kartézskym soutinem stavovych prostorli viychozich au-
tomatli aodpovidajicim zplisobem jsou definovany i ostatni komponenty, napriklad mnozina
koncovych stavll je opét kartézskym soucinem plivodnich mnozin koncovych stavil.

Pro pfipad nekonetnych slov viak musime uvedenou konstrukci ponékud upra-
vit. Nekonecné slovo o ma byt akceptovano, jestlize kazda z obou synchronnich kopii
A;, i = 1,2 prochazi pfi béhu na slové a akceptujicimi stavy nekonecné Castokrét. Bo-
huzel v&ak neni garantovano, zZe pii takovém béhu by akceptujici stavy obou automati
byly navStévovany souCasné. Napriklad jeden automat by prochéazel akceptujicimi stavy
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po precteni «(0), a(2),. .., kdeZto druhy po pretteni «(1), a(3),.... Tedy za mnoZinu
akeeptujicich stavll priinikového automatu nelze vzit £y x Fb.

Klicovym pozorovanim je fakt (viz poznamka 1.5), Ze nemusime zaznamenavat
kazdy vyskyt, kdy kazda z kopii navstévuje své akceptujici stavy. Staci, aby kazdaz téchto
kopii zanamenavala jen nekonetnou podposoupnost své plivodni posloupnosti akceptu;i-
cich stavll. Jinak feceno, zatneme s tim, Ze u prvni kopie (komponenty) budeme Cekat na
priichod akceptujicim stavem ajakmile toto nastane, preneseme svoji pozornost na oteka-
vani vyskytu akceptujiciho stavu u druhé kopie; vejde-li tato do svého akceptujiciho stavu,
pfepneme zpét na pozorovani vyskytu akceptujiciho stavu u prvni kopie atd. Je vidét, ze
budeme prepinat mezi kopiemi nekonetné Castokrét, prave kdyz kazda z kopii navstévuje
své akceptujici stavy nekonecné Castokrat.

Automat rozpoznavajici L N L 1zetedy definovat jako A = (S, %, A, Sy, F), kde

e S=5; x5y x{1,2},

e A jedefinovanatakto:
) jeli s Bsl €A sy Bsh €Ay, 51 ¢
) jeli st B sl AL sy B sh ey, 51 €F
,2) jeli s % s € Ay, 82 is’z €Ay, 82 ¢ Fy
) jeli sy B8l € AL sy 5 sh € Ay, sy € By,

(s1,82,1) N (sh,85,1
51,52, ) i)

a
S1, S2, )*> 51,8

( 1) =(
(51,52,2) % (s),s
( 2) = (
o Sin = {(s1,82,1) | s1 € S}, s2 € 52},
e ['=05] x Fy x {2}.
Uvedeny automat akceptuje, jestlize prepina z druhé do prvni komponenty nekonetné
Castokréat. Pocet stavill je tedy Umérny soucinu pottu stavll automatll A ;. Poznamenejme, Ze
ekvivaletnéjsme mohli pfi konstrukci A polozit F' = Fy x Sy x {1}).
Snadno se ovéf, ze L(A) = L(A1) N L(As). O

Vétal.9. Necht U C ¥* jereguléarnia L C X'“ je Buchi—rozpoznatelny. Pak
(i) U¥ jeBuchi—rozpoznatelny a
(i) U.L jeBuchi—rozpoznatelny.

Dikaz: (i) Bez Gjmy naobecnosti miizeme predpokladat, Ze U neobsahuje prazdné slovo
(plati totiz, ze U« = (U —{e})“ ) azekonetny automat A = (S, X, A, qo, F') rozpoznava
jici U méajediny pocatetni stav qo, do kterého nevedou Zadné prechody. Biichiho automat
rozpoznavajici U« je A’ = (S, %, A’ qo, {qo}), kde A’ = AU{s % qo | s % s',s' € F}.

(i) Biichiho automat rozpoznéavajici zietézeni U.L se sestroji analogicky jako pro
pripad konetnych automattl. Formalni popiskonstrukcei dilkaz j€ji korektnosti je pfenechan
Ctendri. O

Poznamka 1.10. Uzavienost viéi dopliiku. Biichi—rozpoznatelnéjazyky jsou uzavieny
Jednim problémem je, Ze ke konstrukci nemlizeme pouZit deterministického Blichiho auto-
matu (viz Dlsledek 1.7). Druhym problémem je, Ze samotnaBiichiho akceptatni podminka,
tj. cyklus v pfechodovem grafu automatu pri (ispgsném béhu na o, miize mimo akceptujici
stavy z F' obsahovat téz stavy, které ngjsou z F', atudiz nahrazeni F' jeho komplementem
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by zplisohilo, Ze o by bylo opét akceptovano. Tento problém bude pro nas (mimo jing)

motivaci hledat ,, jemn&3i “ akceptatni podminky (viz kapitola 2).

Uzavérovévlastnosti deter ministickych Biichi—r ozpoznatelnych jazyk

Rekneme, 7e jazyk L je deterministicky Biichi—rozpoznatelny, jestlize existuje determinis-
ticky Buchiho automat A takovy, ze L = L(.A).

Véta 1.11. Jsou-li L1, Lo C X deterministické Bichi—rozpoznatelné jazyky, pak i jazyky
Ly U Ly a Ly N Lo jsou deter ministické Blichi—rozpoznatel né.

Dlkaz: Mg&me deterministické Buchiho automaty A; = (S;, %, A;, ¢i, F;) takové, Ze
Li = L(A), i =1,2.

Uzavienost vi¢i sjednoceni: pfipomenme (viz v&ta 1.6, Ze L je deterministicky
Bichi—rozpoznatelny jazyk, pravé kdyz existuje U C X * takovg, ze L = lim(U), tj. exis-
tujii U; C ¥* takova, ze L; = lim(U;),i = 1,2. Tvrzeni o existenci deterministického
automatu okamzité plyne ze vztahu lim(Uy U Uz) = lim(U;) U lim(Uz). Ke konstrukci
odpovidajiciho automatu A I1ze pouZit synchronniho paralelniho spojeni automatll A ; s
mnozinou koncovych stavll ' = F; x Sy U S1 x Fy. Jelikoz A; jsou deterministicke, je
deterministicky i .A. Poznamengime, Ze vysledny .4 ma potet stavil roven soutinu pottl
stavll automattl A;. Dale si vaimnéme, ke konstrukci A nelze pouZit konstrukci uvedenou
v dikazu véty. 1.8

Uzavfenost vici priiniku |ze dokazat uzitim konstrukce z diikazu véty 1.8. Snadno
se nahlédne, Ze pokud jsou dané A ; deterministickg, pak i vysledny automat A je determi-
nisticky. O

1.4 Regularni w—jazyky

Pro zevrubngj& analyzu Biichi—rozpoznatel nychjazykl budeme pouZivat toto znateni: je-li
dan Buchiho automat A = (S, X, A, Sy, F), pak klademe

Wss'Z{wEE*|sﬂ>s’}.

Ziejme kazdy z konetné mnohajazykl W . je regularni (je rozpoznatelny nedeterminis-
tickym konetnym automatem (S, =, A, {s}, {s’}) ). Z definice Buchiho automatu (viz t&z
poznamka 1.2) plyne, Zze w—azyk rozpoznavany automatem A je

LA = | Wae(Wa)”. (1.1)
S0 ESin,sEF
Pokud by A byl (bez Gjmy na obecnosti) s jedingym pocatecnim stavem s, pak
L(A) = USGF Wsos'(Wss)w
Véta 1.12. Libovolny w—jazyk L. C X'“ je Buchi—rozpoznatelny, prave kdyz je konecnym
gednocenimmnozn U.V¥, kdeU, V' C ¥* jsou regularni mnozny (konecnych slov). Navic
|ze bez (ljmy na obecnosti predpokladat, z2e V.V C V.



1.4. REGULARNI w—JAZYKY 11

Dlkaz: == platnost této implikace okam?zité plyne ze vztahu (1.1); poznamengjme, ze
V.V CVplynez Wy, Wys C W,

<= plyne z uzavienosti Blichi—rozpoznatelnych jazykl vzhledem ke konetnému
siednoceni, zfetézeni aw—iteraci. O

Reprezentaci w—jazykavetvaru L = |J_, U;V, kde U;,V; C £*i = 1,....,n,
jsou regularni vyrazy, nazyvame w—regularnim vyrazem.

Rekneme, Zejazyk L C X' jeregularni w—jazyk (& struéngi je w—regularni), pravé
kdyz L = |J;, U;V¥, kdeU;,V; C £*,4 = 1,...,n, jsou reguléarni jazyky (kone¢nych
slov). Viz téz nésledujici poznamka 1.13

Zigmé plati, Ze jazyk je w—regulérni, pravé kdyZz je popséan né§akym w—regularnim
vyrazem a prave kdyz je Biichi—rozpoznatel ny.

Poznamka 1.13. V literatuie se |ze setkat s nékolika definicemi w—regularnich jazyku,
kteréjsou ekvival etni s vySe uvedenou definicl, kterapro naSe (cely postali (aje dostatetné
jednoduchd). Jedna se napfiklad o algebraickou definici, kdy regularitu i w—regularitu
Ize definovat pomoci homomorfismu daného jazyka do konecného monoidu. Jiny pristup
je zalozen na definici w—regularnich jazykdl jako nggmensi mnoZiny R podmnozin ¥ *°
obsahujici (i) prézdnou mnozinu, (ii) jednoprvkovémnoziny {a} pro kazdy symbol a € ¥
auzavienou (iii) vici koneGnému sjednoceni, zietézeni a(iv) iteracim (* -iteraceaw-iterace)
—viz definice zfetézeni aw-iterace v ¢asti 1.1.

Konecné poznamenejme, Ze pro termin regularni w—jazyk se té€Z pouZivai i terminy
racionéni i w—racionéni jazyk (Ci jiz vySe uvedené synonymum w—regulérni jazyk). O

Rekneme, 7e w—slovo a € X'“ ma nekonetny periodicky rozvoj (anglicky ,is ulti-
mately periodic*), jestlize existuji u, v € ¥* takova, ze a = uvvw . . . .

Véta 1.14. (i) Libovolny neprazdny w—regularni jazyk L obsahuje slovo s nekonecnym
periodickym rozvojem.
(i1) Problém prazdnosti je pro Biichiho automaty rozhodnutelny.

Dlikaz: Tvrzeni (i) plyne z rovnosti (1.1) takto: necht L = L(A, F') pro ngaky Biichiho
automat (A, F). Pak a € L(A,F) jetvaru a = uv,vs ..., kde sy — faf = f pro
véechnai > 1 angaka sy € Sy, f € F. Pakisovo 8 = uvjvy ... € L(A,F)agje
periodické.

Nyni ukazeme, ze tvrzeni (ii) opét plyne ze vztahu (1.1) a z existence algoritmu pro
dosaZitelnost akceptujiciho stavu v néjaké silné souvislé komponenté prechodového grafu
Buchiho automatu.

Mé&me tedy dan libovolny Buchiho automat A = (A, F'). Pokud v prechodovém
systému A = (5,2, A, S;,) tohoto automatu abstrahujeme od navésti hran, obdrZzime
orientovany graf G4 = (S, E), kde (s,s') € E & pen s S5z (1.1) Ztgjmé
plyne, ze L(A, F) # 0, pravé kdyz v G 4 existuje netrividni (tj. alespon jednu hranu
obsahujici) silné souvisla komponenta X takova, Ze (i) X obsahuje n§aky uzel f € F, a
(if) X je dosazitelna z ngjakého pocatetniho stavu s € S;y, . O

Vamnéme si, Ze (pfi znateni jako ve vySe uvedeném diikazu) k ovéfeni, zda
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L(A, F) # (), staci (i) analyzovat maximalni silné souvislé komponenty orientovaného
grafuG 4 = (S, E), cozlzeprovést v linearnim Casevzhledemk velikosti grafu (tj. card(S) +
card(E)) a (ii) ove&¥it dosazitelnost, coz 1ze opét provést v linearnim Case. Oznatime-li
n = card(S), pak problem L(A, F) # 00 ? jerozhodnutelny v Ease O(n?).

Poznamka 1.15. Bez dikazu uved'me, Ze problém neprazdnosti pro Biichiho automaty
(L(A,F) # 0?) je logspace Uplny pro NLOGSPACE a Ze problém neuniversaity pro
Biichiho automaty (L (A, F') # X“?) je logspace Uplny pro PSPACE.

| kdyZ uzavienost Blichi-rozpoznatelnych jazykl vici operaci doplitku dokazeme
az v nadedujici ¢asti 1.5, v zgmu Uplnosti nami uvadénych vysedkll o rozhodnutelnych
problémech zde zminme jesté tyto vysledky:

Dlsledek 1.16. Probléminkluse a ekvivalence je pro Biichiho automaty rozhodnutelny.

Dillkaz: Z uzavienosti na prlinik a komplement (doplnék, zde pro jazyk L znateny jako
—L) okamzité plyne, Ze oba tyto problémy |ze redukovat na problém prézdnosti, protoze
L1QL2<:>L10_'L2:@. O

1.5 Komplementace Biichiho automat( a relace kongruence

Jak jiz bylo naznateno v poznamce 1.10 je diikaz uzavienosti Biichi—rozpoznatelnych
jazykli na komplement netrivialni. V literatuie se |ze setkat s nékolika pFistupy — zde se
budeme drzet (do jisté miry) plivodniho Biichiho diikazu; nékteré ostatni techniky budou
naznaCeny v dal&im textu.

Nejprve nastinme zakladni my3enky Biichiho diikazu: pro dany automat A =
(S, 2, A, Sin, F) definujeme kongruenci ~, nad ¥* tak, Ze dvé (konetnd) slova u, v pro-
hlasime za ekvivaletni, jestlize pro kazdé p,q € S plati p = ¢ <= p — ¢ anavic
pfi uvedené posloupnosti prechodt pro u |ze projit stavem z F', kdyZ a jen kdyz je toto
mozné i pro uvedenou posloupnost prechodll pii ¢teni slova v. Snadno se nahlédne, Ze
~, je kongruence a ma pouze konetné mnoho tfid rozkladu (konecny index). Oznatime-li
symbolem [u] tFidu rozkladu obsahujici slovo u, ukaze se, ze w—azyk [u].[v]“ je bud cely
obsazenv L(.A), nebo je s nim disjunktni.

Déale Ize ukazat®, 7e kazdé w—slovo | ze zapsat jako posloupnost wgu; . . . koneénych
slov takovych, Ze véechnaw;, ¢ > 1, patfi do stejné ~ ,—tfidy. Aplikaci tohoto vysledku na
w—slovanepatfici do L(.A) senahlédne, ze X'« — L(.A) jereprezentovatel najako sjednoceni
mnozin [u].[v], kdew, v jsoutakova, Zeu.v“ ¢ L(.A). Navic sejednao sjednoceni konetné
mnohatakovych mnozin (rozklad podle ~ , méa pouze konené mnoho tfid) alze jg snadno
reprezentovat jako Buchiho automat.

Lemma 1.17. Necht' ~ jelibovoln& kongruencena X * s konecnymindexem. Pak pro libo-
volnéw—-slovo o € X'¢ existuji ~—tFidy U, V takové, ze o € U.V'“ (navic | ze pfedpokl adat,
22V.V CV).

1. plvodni Biichiho diikaz aplikaci Ramsey-ovy véty pro spotetné mnoziny, zde pomoci lemmatu 1.17
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Dillkaz: Necht ~ je libovolna kongruence na X * konetného indexu. Pro dané o« € X'«
fekneme, Zejeho dvépozicek, k' se spojuji napozici m, prom > max{k, k'}, jestlize plati
alk,m) ~ alk’,m). V takovém prfipadé piSeme k£ =" K/, Ci strucngji k& =, k', jestlize
plati & = k'’ pro n§akém.

Poznamengjme, Ze plati-li £ =" k', pak prokazdém' > m platii k E”a”' k', protoze
alk,m) ~ a[k’,m) implikuje afk, m)a[m, m’) ~ a[k’, m)a[m, m’'). Dde s viEmnéme,
ze =, jerelaci ekvivalence s konetnym indexem, protoze je definovana pomoci kongru-
ence ~, ktera ma konecny index. Pak tedy existuje nekonetna rostouci posloupnost pozic
ko, k1, ..., které viechny patfi do stegjné =2, ~tfidy. Mlzeme predpokladat, ze ko > 0 aze
pro vsechnai > 0 Useky afko, k;) patfi do stejné ~—tFidy, oznatmeji V' (v opatném pri-
padé uvazime vybranou nekonetnou podposl oupnost, aby tyto predpoklady byly spinény).
Konetnéoznatme U tu ~—tfidu, kterdobsahuje a[0, k). Pfi tomto znaCeni pak plati:

ijo( ko >0 A Oé[O,k()) ceUAN

1.2
/\Vi>0.( Ekt( ki >kio1 A Oé[k?o,k?i) eV N ko =0 ks ))) . (12)

Ukézeme, Ze o € U.V'“. Predpokladejme tedy, Ze mame ko a nekonetnou posloup-
nost k1, ks, . . . splnujici (1.2). Prechodem k vhodné podposl oupnosti | ze dél e pfedpokl adat,
Ze pro véechnai > 0 se pozice ko, k; Spojuji na n§aké pozici m takove, ze m < ki1,
atedy se spojuji i napozici k;41. Nyni ukézeme, ze alk;, ki11) € V provdechnai > 0.
Z (1.2) okamzité mame alko, k1) € V. Proi > 0z (1.2) mame alko, k;) € V avime, ze
pozice ko, k; Se spojuji napozici k;. Odtud plyne, ze afk;, k;+1) € V,atedy o € U.V¥.

Nyni zbyva ukazat tvrzeni V.V C V. Jdlikoz V' je tfidarozkladu podle kongruence,
pak stati ukazat, ze V.V NV # (). Toto v&ak plati, protoZe Useky alko, k;), alki, kir1) @
alko, ki11) patfi do V prolibovolnéi > 0. O

Saturace. M&melibovolnou kongruenci ~ naX. *. Rekneme, 7e ~ saturujew—jazyk
L C ¥*, jestlize pro véechny ~—tfidy U, V' plati:

VU VES )/ : UVYNL#D = UV*CL.

Znateni. Pro dany Bichiho automat A = (S, X, A, Sy, F) piseme s - s, pravé
kdyz existuje béh automatu A naslové w ze stavu s do stavu s’ takovy, Ze alespon jeden ze
stavil tohoto béhu (vEetné stavill s as’) patfi do F (srv. se znatenim s — s’). Mimo znaceni

Wee ={w e X" |55 5},
zavedenéjiz v ivodu Casti 1.4, budeme pouZivat jeSté toto znaCeni:
Wh ={wex|s%s}.
Zreiméi WE, jeregularni (dokazte!).
Kongruence~,. Prodany Buchihoautomat A = (S, X, A, S;,,, F') definujmerelaci

ekvivalence ~, naX* takto:

def
Urpv = V5,8 €ES((s 58 &= sD) N (ss = s55)),
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coz | ze ekvivaletné zapsat, kde [w] znali tu tFidu rozkladu X */ ., obsahujici slovo w, jako:

[w] = Nyyes {Wesr [ wEWes} N
Nsses Wi lweWiin
Neses {2 = Wey [w ¢ Wsg } 0
Newes (B —WE Jwg WEY.

Tedy kazda ~ ,—tfida obsahujici slovo w je priinikem vech takovych regularnich mnozin
Ws, WE, 3% — W,y a¥* — WE, | které obsahuji slovo w. Tedy z regularity kazde W s
aWk, plyne ze kazda ~ ,~tfida [w] je regularni. Diky konetnosti mnoziny stavli S ma~ ,
konetny index alze ukazat (dokazte!), Zze ~ , je kongruence.

Ukazme nyni, ze L(.A) |ze reprezentovat pomoci ~ ,—tfid (pro jisté technické zjed-
noduZeni a bez Ujmy na obecnosti uvazujeme automat s jedinym pocateCnim stavem).

Lemma 1.18. Necht' A je Biichiho automat nad . Pak ~ , saturuje w—jazyk L(.A).

Dlkaz: Necht A = (S,X, A, {qo}, F) jeBuchihoautomat. Mg mew—-slovoa = uv vy . . .
z jazyka L(A) a ~,—tfidy U,V takové Zze u € U av; € V,i > 1. Ukézeme, Ze pak
UV« C L(A).

Uvazme akceptujici béh automatu A na slové «.. V tomto béhu tedy existuji stavy
s1, 82, ... takove, ze

u V1 D) V3
qo — S1 — 82 — 83 — -

kde navic plati
S; = si+1  pronekoneénémnohoi > 1.
Mé&me nyni 3 libovolné takove, ze 8 € U.V“. Zfgme staCi ukazat, ze 5 € L(A).
Slovo § lze psét ve tvaru § = v/vjv} ..., kdew' € U,v; € V,i > 1. Dle pfedpokladu
lemmatu jsou U, V' ~,—tfidy, atedy u ~, v, v; ~, v}, takZe obdrZzime

u’ v vl v}
qo — 81 — 82 — 83 — -

kde navic plati
!
s; % siy1  pronekoneénémnohoi > 1.

Takzejsme ziskali béh automatu A naslove 3, kde se n§jaky stav z F' vyskytuje nekonecné
Castokrét, atedy 8 € L(A). O

Véta 1.19. Necht' L C X¢ je Blchi—rozpoznatelny jazyk, pak X« — L je téz Buchi—
rozpoznatelny. Je-li dan Bichiho automat rozpoznavajici L, pak Ize zkonstruovat Biichiho
automat rozpoznavajici ¥« — L.

Dikaz: Spojenim Lemmat 1.17 a 1.18 ziskavame

L= |J {vve|UuvnL#0}. (1.3)
UVES*/n,
Jelikoz dle pfedpokladu ma ~, konetny index a vdechny ~ ,—tfidy jsou regulérni, je L
w—regularni jazyk.
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Diky Lemmatu 1.17 avztahu (1.3) dale ziskavame

L= |J {vvv|uvenL=0},
UVES*/mp

atedy X“ — L jetaké w-regularni atudiz Biichi—rozpoznatelny.

Poznamengjme, Ze prazdnost priiniku U.V“ N L je rozhodnutelna (viz Véta 1.9
— uzavienost na zietézeni a w—iteraci, Vé&ta 1.8 — uzavienost na priinik a Véta 1.14 —
rozhodnutel nost prazdnosti). UZitim Véty 1.12 miizemetudiz zkonstruovat Biichiho automat
Atakovy, ze L(A) = X — L. O

VYy3e uvedené Lemma 1.18 | ze pouZit té€Z k formulaci w—jazykl pomoci konetnych

pologrup. Zopakujme, Zejazyk W C X * jeregularni, prave kdyz existuje konetny monoid
(pologrupa s jednickou) M a monoidovy homomorfismus f : ¥ * — M takovy, ze W
je siednocenim (jistych) mnozin f —!(m), kde m € M. Jelikoz £*/~_ je pro libovolny
Buchiho automat A konetnym monoidem, dostaneme s pouzitim Véty 1.12 a Lemmatu
1.18 toto tvrzeni:
Véta 1.20. Jazyk L C X“ je w—reguléarni, pravé kdyz existuje konetny monoid a mo-
noidovy homomorfismus f : ¥* — M takovy, ze W je sednocenim jistych mnozn
ft(m).(f~t(e))¥, kdem,e € M (akdelze predpokiadat, Ze c.c = e).

Pro pfipad jazykl konetnych slov rovnéz pripomeiime tzv. prefixovou ekvivalenci

~ , kterd je definovanatakto: Necht L C ¥ * je libovolny (ne nutné regularni) jazyk. Na
¥* definujemerelaci ~, zvanou prefixovaekvivalence pro L takto: prou, v € ¥ * klademe

def
U~V = YweX " tuwe Ll < vwelL.

Lze ukéazat, Zze ~, je pravou kongruenci, a to nejvétSi takovou, ktera saturuje L (tj. L lze
vyjadfit jako sednoceni nékterych tfid rozkladu uréeného jistou pravou kongruenci na *,
pricemz téchto tfid viak obecné nemusi byt konené mnoho). V pipadéregularnich jazykl
pak plati (viz Nerodova-Myhillova véta), ze L je regularni, pravé kdyz ~ | ma konetny
index (pficemz £*/ ., zvanatéz syntakticky monoid, odpovidala miniménimu automatu
pro L — pocet stavii libovolného minimaniho automatu rozpoznavajiciho jazyk L je roven
indexu prefixové ekvivalence ~ ).

Pro jazyky nekonetnych slov 1ze anal ogicky definovat na X * prefixovou ekvivalenci
~ takto: pro u, v € ¥* klademe

U~ & Vae X ua € L= vaelL,
kteraje opét pravou kongruenci adéle ~ |
def
u~ v = Va,y,z € 2% ((zuyz¥ € L < xvyz* € L)A

(z(yuz)¥ € L < x(yvz)¥ € L)),

o kterélze ukazat, Zeje kongruenci naX * (slovawu, v jsou ekvivaletni, pravé kdyz je pomoci
jazyka L nelze rozlisit jako odpovidajici si Useky w—-slov s nekoneCnym periodickym
rozvojem).
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Celkem snadno se nahlédne, ze w—regularita L implikuje, ze ~ i ~, maji konecny
index (anal ogicky jako pro konetnasiova: prolibovolny Biichiho automat A rozpoznéavajici
L ma~, konetny index aje zjemnénim ekvivalenci ~ i ~, ).

V&mnéme si vSak, ze obracenaimplikace obecné neplati:

Poznamka 1.21. Existuji neregularni w—azyky takove, ze ~ i ~, maji konetny index.

Dikaz: Prolibovolnédané 3 € X'“ necht L(3) jejazyk vech w—slov, kteramaji stejnou
pfiponu jako (3. Pak dvé slova u, v jsou ~ g €kvivaletni, protoze prislusnost w-slov
ua, va dojazyka L(3) vilbec nau, v nezavisi, atedy ~ () Mapouzejednu tfidu rozkladu.

Zvolime-li (8 takové, Ze neméa nekonetny periodicky rozvoj, pak ziggmeé L(3) neni
regularni (viz véta 1.14). Dale |ze ukazat, ze v tomto pripadé i kongruence ~ 1,3y majen
jednu tfidu rozkladu. O

Konetné bez diikazu jen zminme, Ze plati ,maximalita® kongruence ~ | , to jest,
ze jazyk L je w—reguléarni, prave kdyz ~ | ma konetny index a saturuje L; navic ~ je
nejvetsi kongruenci saturujici L. Tento vysledek nasopraviujenazvat ¥ * /., syntaktickym
monoidem, kde soucinem je zfetézeni tfid uvedeného rozkladu.

1.6 Maodifikace Biichiho akceptacni podminky

V nékterych aplikacich, kteréjsou vSak mimo rozsah tohoto textu (napfiklad vztah Biichiho
automatll a jistych temporalnich logik), je vyhodng& pracovat s jistymi modifikacemi
Biichiho akceptatni podminky. Uved’'me alespon jednu z nich.

Zobecnény Buchiho automat jew-automat A = (A,G)X S, kde A = (S, —, Si)
jeLTSnad ¥ ag = {Gy,...,Gi | G; C S}. Vstupni w—slovo « je akceptovano, prave
kdyz existuje béh p naa takovy, zeplati: Vi.1 <i <k :inf(p) N G; # 0.

Bichiho automat je tedy specialnim pripadem zobecnéného Bichiho automatu.
Shadno se nahlédne, Ze diky uzavienosti (deterministickychi nedeterministickych) Biichiho
automatll se tfida akceptovanych jazykll nezméni. Pi znateni jako vy3se totiZ plati:

k
L(A,G) = (] L(A,G)) .
=1

Bichiho automat A’ simulujici automat A = (A, G) |ze zkonstruovat takto: pfi zna-
Ceni jako vyge polozime A’ = (5", 2, —', Sy, F), kde

S"'=8x{1,...,k}, Sp' = Sin x {1}, F = G1 x {1} a—' je definovanatakto:

(5,5) % () jeli 55t s¢ G,

(5,) % (t,i) jeli st seG; akde i = (jmodk)+1.

Ve druhé komponenté stavll je uchovavan index j € [1, k], dokud se neprojde ngjakym
stavem z GG;. V tom pfipadé je pak j zvy%eno o 1 (modulo k). Aby néktery ze stavll z F
byl nav&tévovan nekonené Casto, musi byt néktery stav z kazdé mnoZiny G ; navstévovan
nekonecné Casto. Obraceng, je-li mozné nav&tivit kazdou z GG ; nekonetné Casto, je mozné
to provadét v poradi G 1, Gs, . . ., Gy, atedy projit nékterym stavem z F' nekone€né Casto.
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Silngjsi akceptacni podminky

Jak bylo ukézano v predchozi kapitole, deterministické Biichiho automaty nerozpozna-
vaji celou tfidu w—regularnich jazykd (dlsledek 1.7). Pro konstrukci komplementarniho
automatu tedy neslo pouZit deterministicky automat. Rovnéz zameéna akceptujich a neak-
ceptujich stavll prfi komplementaci by nevedlak cili — viz téz poznamka 1.10. Zavedeme
tedy silng & akceptatni podminky, které, jak uvidime, umozni definovat deterministické
automaty rozponavajici celou tfidu w—regularnich jazyka.

2.1 Mullerovy automaty

Jednou z moznosti, jak obejit vySe naznatené problémy, je specifikovat akceptacni pod-
minku tak, aby , akceptatni cyklus* v automatu obsahoval pouze samé akceptujici stavy;
takto zfejmeé takto musime specifikovat vSechny akceptacni cykly. Nasledujici definici
zavedl Muller.

Muller&v automat. Necht A = (S, A, S;,,) je konetné stavovy LTS nad ¥. Rekneme, Ze
w-automat (A, Acc) je Mullerliv automat, pravé kdyZz Acc je tzv. Mullerova akceptacni
podminka (MAC):
jedanamnozina F C 2° podmnoZin mnoZiny stavll S
(znaCend F = {Fy, F>, ..., Fi,} azvanatéz Mullerova akceptatni tabulka).
Slovo « : Ny — ¥ je akceptovano, pravé kdyz existuje béh p : Ny — S na
slové a takovy, Zeinf(p) € F, tj.inf(p) = F; prongakéi € {1,2,...,k}.
Tuto podminku miizeme formalné zapsat takto:

(MAC) 3p.(p(0) € Sin A Vir(p(d) "D p(i +1) € A) A inf(p) € F)

Uvedeny Mullerliv automat A znaCime (A4, F) nebotéz (S, X, A, S, F). Jazyk rozpozna
vany (téz akceptovany) Mullerovym automatem A = (A, F) je mnozina

L(A) = {a € ¢ | A akceptuje a}

vSech w—slov akceptovanych timto automatem a znaimejej té2 L(A, F).

17
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Mullerovaakceptatni podminkavskutku klade prisné i pozavky nalspésny béh, nez
podminka Buichiho: kazda mnoZina (polozka Mullerovy tabulky) F' € F klade positivni
poZadavek nastavy z F' (vsechny musi byt navstévovéany nekonecnémnohokrét) asoucasné
negativni pozadavek nastavy z S — F' (tyto musi byt nav&tiveny jen konecné mnohoktrét).
Jinak feCeno, kazdy Uspédny béh musi od jisté pozice prochézet jen pres stavy z F', ato
bez pfechodu do jakéhokoliv stavu mimo F'. Formané Ize podminku inf(p) € F z MAC
zapsat jako formuli 1. fadu takto:

V (AVidji>izpG)=an N ~V¥idjj>i:p(j)=0q)
FeF qeF qES-F
Priklad 2.1. Pfipomenhme Buchiho automat A, z prikladu 1.4, ktery akceptova jazyk
L C {a, b}* vSech slov takovych, ktera obsahoval a nekonetné mnoho vyskytti symbolu a.
Ap = ({s1,82},{a,b}, A1, {s1},{s1}) je deterministicky automat s totalni pfechodovou
funkci as Buchiho akceptatni podminkou {s }.

Navrhnout Mullerfiv automat A akceptujici tentyz L je snadné&: dany LTS se vilbec
nezméni (tj. zUstava deterministicky) aMAC je F = {{s1}, {s1, s2} }. Daejsme ukazali,
zedoplnék jazyka L neni aceptovan zadnym determini stickym Biichiho automatem. Snadno
seovéri, Zedoplnék jazyka L akceptujetyz Mullerliv automat (tedy stymz deter ministickym
LTS), ktery akceptoval L stim, ze akceptatni podminkasezmeénina{{s»}}. Jetedy vidét, ze
deterministické Mullerovy automaty akceptuji ostfe v&tsi tfidu jazykl, nez deterministicke
Buichiho automaty. |

Simulace

Lemma 2.2. Ke kazdému Biichiho automatu existuje ekvivaletni Mullerfiv automat.

Dlkaz: V tvrzenilemmatu obsazenasimulace Biichiho automatu automatem Mullerovym
je pfimoCar& v Mullerové akceptatni tabulce zfidime polozku pro kazdou podmnoZinu
stavil, ktera obsahuje akceptujici stav daného, simulovaného Biichiho automatu.

Necht (4, G), kde A = (S, —, S;,) je Biichiho automat nad X. Simulujici Mullertv
automat je (A, Fg), kde Fo = {F C S| FNG # 0}. Snadnosenahlédne, Ze L(A, G) =
L(A, F¢): libovolny (sp&sny béh Biichiho automatu bude vyhovovat jedné z polozek
v Mullerové akceptacni tabulce F . Obraceng, jakykoli béh vyhovujici nékteré polozce z
Fe musi projit nékterym stavem z G nekonecné mnohokréat. O

Z vy%e uvedené konstrukce je videt, ze simulujici (A, F ) je deterministicky, pravé
kdyz simulovany (A, G) je deterministicky (vychozi LTS A se nezménil — tato simulace
ani nezavadi, ani neodstranuje nedeterminismus).

Lemma 2.3. Ke kazdému Mullerovu automatu existuje ekvival etni Biichiho automat.

Dlkaz: Ukéazeme, Ze libovolny Mulleroviliv automat Ize simulovat nedeter ministickym
Buichiho automatem. Necht (A, F) je Mullerlv automat, kde F = {Fy, F,..., F}}.
Nejprveprokazdéi,i = 1, ..., k, zkonstruujeme Biichiho automat A ; = (A;, G;) takovy,
7e A; akceptuje vstup «, praveé kdyz existuje béh p automatu (A, F) na « s vlastnosti
inf(p) = Fi.
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Pfi simulaci béhu automatu (A, F) na slové « simulujici A4; nedeterministicky
uhodne, Ze jiz nebudou nav&tiveny Zadné stavy z S — F';; nasledné tedy musi kontrolovat
korektnost své volby: simuluje (Ci pfesngji: je schopen simulovat) pouzety prechody, které
»nevyboCi“ mimo F;. Souasné .A; musi pri cykleni pfes mnoZinu stavll F; kontrolovat,
zda jsou vskutku viechny stavy z F'; navstévovany nekonetné Castokrét.

Necht A = (S, —, Sin) @ F; = {siy, Sin, - - -, 84y, - KOnstruvjeme A; = (A;, G;),
kde A; = (S;,—4,S!,) a G; jsou definovany takto:

o S;=SU{(s,cyklus,,j) | s€ F;,j€{0,1,...,m—1} },
e relace prechodu —; je definovanatakto (upozornéme, ze ve tetim a ctvrtém fadku

definice prechodovérelace —; jeindex j+1 ustavu s;,,, pocitan modulo m):

a ’ . . a
§—; 8 jeli s —s
s % (s, cyklus;, 0) jeli s 5 ¢, s eF
(s,cyklus,, j) =; (s, cyklus;, §) jeli s5s, s €F;, s#s,,,

(s,cyklus;, j) = (s,cyklus;, (j+1)modm) jeli s, s € F;, s=si,,

o G; ={(si, cyklus,,m—1)}

Hledany Biichiho automat simulujici dany automat Mullerliv je zigimé sjednocenim

vSech préve zkonstruovanych A; = (4;,G;),i = 1,...,k —jeho existencei konstrukce
je danavétou 1.8 o uzavienosti Blichi—rozpoznatelnych jazykdi viici sednoceni. Snadno se
nahlédne, 7e L(A, F) = Y, L(4;, G)). O

Z pravé uvedenych lemmat plyne, Ze tfida w—jazykll rozpoznatelnych Mullerovymi
automaty je totozna s tfidou Buichi—rozpoznatelnych (tj. w—regularnich) jazykd. Priklad 2.1
klade prirozenou otazku, zda deter ministické Mullerovy automaty rozpoznavaji celou tfidu
w—regularnich jazykl; velmi netrivialni diikaz, Ze tomu tak je podal McNaghton. Vétu,
ktera nese jeho jméno, uvadime bez diikazu.

Véta2.4. Kazdy w-regulérnijazyk je rozpoznatel ny ngakym deter ministickym Mullerovym
automatem.

Povamnémesi, Ze M cNaghtonovaveéta spolu s obémasimulacemi uvedenymi v lem-
matech 2.2 a 2.3 podava (aternativni) konstrukci komplementarniho automatu pro dany
Biichiho automat. Dlvod je v tom, Ze k danému (nyni bez Gjmy na obecnosti) determi-
nistickému Mullerovu automatu (A, F) s totalni pfechodovou funkci Ize komplementarni
(doplnék rozpoznavajici) automat zkonstruovat velmi snadno: v (MAC) namisto F staci
polozit F = 25 — F. Ziskametedy Mullerliv automat (A, F),kde F = {F C S | F ¢ F}.
Snadno se nahlédne, ze L(A, F) = X — L(A, F).

Klitovym anejtéz&im mistem zlistava prevod (obecné) nedeterministického Blichiho
automatu na ngjaky (ne nutné Mullerliv) deterministicky w—automat takovy, Ze determinis-
tické w—automaty tohoto typu rozpoznavaji vsechny w—regularni jazyky.
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2.2 Rabinovy a Streetovy automaty

Dlkaz McNaghtonovy véty byva v dnesni dobé podavan nepfimo pomoci tzv. Safrovy
konstrukce, ktera prevadi libovolny nedeterministicky Biichiho automat na determinis-
ticky w—automat s tzv. Rabinovou akceptatni podminkou — o téchto automatech pojednava
bezprostfedné nasledujici sekce.

2.2.1 Rabintv automat

NiZe uvedenou akceptatni podminku pomoci tzv. tabulky dvojic (anglicky , pairs table")
zaved| poprvé Rabin.

Rabinllv automat. Necht 4 = (S, A, S;,) je konetné stavovy LTS nad ¥. Rekneme,
Ze w—automat (A, Acc) je Rabinliv automat, pravé kdyz Acc je tzv. Rabinova akceptacni
podminka (RAC):
jedanamnozinaP7 C 2° x 29 dvojic podmnoZzin mnoZiny stavll S (znatena
PT ={(G1,R1),(G2, Ry),...,(Gk, R)} azvanatéz Rabinovatabulka).
Slovo a : Ny — X je akceptovéno, préave kdyz existuje béh p : Ny — S
naslové o takovy, ze 3i.1 <i < k :inf(p) N G; # 0 A inf(p) N R; = 0.
Tuto podminku miizeme formalné zapsat takto:

(RAC) 30.(p(0) € Sin A ¥i(pli) ¥ pli +1) € A)

ANFi.1<i<k:inf(p)NG; DA inf(p) N R; =0)
Uvedeny Rabinliv automat A znatime (A, P7) nebotéz (S, X, A, Sin, PT). Jazyk rozpo-
znéavany (téz akceptovany) Rabinovym automatem A = (A, P7) je mnozina

L(A) = {a € ¥ | Aakceptuje a}

vSech w—slov akceptovanych timto automatem a znaCime jej té2 L(A, PT).

Kazda dvojice (G, R;) v tabulce dvojic Rabinova automatu tedy specifikuje (po-
dobné jako v Mullerové automatu) positivni a negativni pozadavky kladené na Uspésny
béh. Positivni podminkakladenanastavy z G ; je totoznas Biichiho podminkou. Negativni
podminka kladena na stavy z R; odpovida podmince pro konetné mnoho vyskytl stavii
z S — F;, uvazujeme-li v Mullerové akceptatni tabulce polozku F';. (Pokud si pfedstavime
G; aR,; jako zelenaresp. Cervenasvétlatypu ¢, pak béh p spliuje (G ;, R;), jestlize nékteré
zelené svétlo typu i (tj. z G;) blika nekonetné Castokrat a souCasné Cervené svétlo typu
(tj. z R;) zablikalo jen konetné mnohokréat.)

Podminku 3r.1 <r < k:inf(p) NG, # O A inf(p) N R, = 0 zRAC lze zapsat
jako formuli 1.¥adu takto:

\V (V Vidig>iipl)=q A N ~V¥idjj>i:p(j)=0q)
re{l,....k} q€Gr qER,
Priklad 2.5. Vratime-li se opét k prikladu 1.4, pak L(A;) (nekonetné& mnoho vyskytl
a’) je akceptovan Rabinovym automatem, ktery ma LTS jako A ¢, s tabulkou obsahujici
jedinou dvojici ({s1},0). Doplnék L(.A;) je akceptovan Rabinovym automatem, ktery ma
opét tentyz LTS ajeho tabulka obsahuje jedinou dvojici ({sa}, {s1}).
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Simulace

Buichiho automaty lze trividlngé simulovat pomoci Rabinovych automatli: je-li (A, F)
Buichiho automat, pak ekvivaletni Rabinliv automat je (A, PT ), kde P7 ) = {{F,0}}.
(. Buchiho automat je specianim pfipadem Rabinova automatu — stai totiz poloZzit
k:]., G1:F, Pq:@).

V obraceném sméru miizeme kazdy Rabinliv automat simulovat Biichiho automatem
pomoci konstrukce, které je podobnéa té, jez byla uZita pfi simulaci Mullerova automatu
Biichiho automatem (viz lemma 2.3). Opét stadi, diky uzavienosti Buichiho automatti viici
sednoceni, zkonstruovat pro kazdou polozku (R ;, G;) € P7 jeden (,izolovany") Buchiho

z R; neobjevi a nasledné toto kontroluje spolu s tim, Ze alespoi jeden ze stavil z G ; se
objevuje v béhu nekonetné mnohokrét. Nastinénou konstrukci nyni popiSme formané.

Necht A = (S, —, Sm) aPT = {(Gl, Rl), (GQ, Rz), ceey (Gk, Rk)} Konstruu-
jeme A; = (A;, F;), kde A; = (S;, —;,S! ) a G, jsou definovany takto:

1y mn

e S;=SU{(s,cyklus,,j) | s€S—R;, j€{0,1}},
o relace pfechodu — ; je definovanatakto:

a /

. . a
8§ —; 8 jeli s —s

s < (8, cyklus;, 0) jeli s %5, s ¢ R,
(s,cyklus;,0) %; (s',cyklus;,0) jeli s %' ' ¢ R, s¢ G
(s,cyklus;,0) %; (s',cyklus;, 1) jeli s %' s’ ¢ R, s €G;
(s,cyklus,, 1) %; (s, cyklus;,0) jeli s-% s s' ¢ R;

oS! =S,

o F; ={(s,cyklus;,1) | s € S — R;}

Dae s vimnéme, Ze libovolny Rabinliv automat je specialnim pFipadem automatu
Mullerova—kazdadvojice (G;, R;) € PT generuje,, CasteCnou” Mullerovu tabulku F; =
{FCS|FNG; #0,FnR; =0} ahledanaMullerovatabulkaje F = U,cqa,... 1} Fi,
c0Z | ze zapsat strucngji jako

.....

k
F={FCS|\/(FNG;i#0 A FOR; =0)}.
=1
JelikozjsmeLTSnijak nemodifikovali, plati, ze simulujici automat je deterministicky, prave
kdyZ simulovany automat je deterministicky.

Konetné poznamengjme, ze pro simulaci Mullerova automatu automatem Rabi-
novym je nutné pouzit konstrukci, ktera je analogicka konstrukci pouzité pfi simulaci
Mullerova automatu Biichiho automatem. Tato konstrukce vnaSi nedeterminismus. Neni
znama négjaka primocara konstrukce, ktera by byla simulaci deterministického Mullerova
automatu deterministi ckym Rabinovym automatem. Nicméné zdlraznéme (opét s odkazem
na Safra-ovu konstrukci), Ze deterministické Rabinovy automaty rozpoznavaji celou tfidu
w—regularnich jazyka.
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2.2.2 StreetQv automat

NiZe uvedenou akceptacni podminku, definovanou opét pomoci tabulky dvojic, zaved! po-
prvé Street (1988). Pfi nekonetnych vypoctech jsou tyto automaty vhodné pro specifikaci
tzv. ,fairness’ podminek, jako je napfiklad podminka typu , pozaduje-li proces pridéleni
zdroje nekonetné Castokrat, pak systém garantuje splnéni tohoto pozadavku rovnéz neko-
necné Castokrat”.

Streetllv automat. Streetliv automat je w—automat definovany jako dvojice (A, PT), kde
A= (S,A,Spyn)aPT ={(G1,R1), (G2, Ra),..., (G, Ri)} jsou definovany tak, jako u
Rabinova automatu. Streetova akceptacni podminka (SAC) je definovanatakto:
Slovo « : Ny — ¥ je akceptovano, pravé kdyz existuje béh p : Ny — S na
sovéa takovy, ZeVi.l <i < k:inf(p) NG; #0 = inf(p) N R; # 0.
Tuto podminku miizeme formalné zapsat takto:

(SAC) 3p.(p(0) € Sin A Vi.(p(i) = p(i+1) € A)

AVi.1<i<k:inf(p)NG; #0 = inf(p) N R; #0)
Uvedeny Streetliv automat A (opét) znaime (A, PT) nebo téz (S, %, A, S, PT). Je
tedy vzdy nutno uvést, zda se jednao interpretaci P7 jako tabulky Rabinovy, €i Streetovy,
pokud to neni zfejméz kontextu. Pokud nebudetato interpretace zadana, budemeo (A, P7T)
mluvit jako o automatu s tabulkou dvojic.

V&mnéme si, ze definice SAC primo koresponduje uvedenému typu fairness pod-
minek: jestliZe je néktery ze stavli z G ,. nav&tévovan nekoneéné mnohokrat, pak musi v R ,.
existovat né§jaky stav, ktery je navstévovan rovnéz nekonetné mnohokrét a spinéni této
podminky je pozadovano pro véechnar,1 < r < k.

Podminku Vr.1 <r < k :inf(p) NG, # 0 = inf(p) N R, # 0 ze SAC lze
zapsat jako formuli 1. fadu takto:

N N Vidjig>iip()=qv \/ Vidji>i:p()=q).
re{l,..., k} qeG, qER,

Primo z definice Streetova automatu se vidi jeho vztah k automatu Rabinovu:

Tvrzeni 2.6. Necht' A = (A, PT) je automat s tabulkou dvojic. Necht' L p = L(A, PT),
kde PT je interpretovana jako Rabinova akceptacni podminka, a L s = L(A,PT), kde
PT jeinterpretovana jako Sreetova akceptacni podminka. Pak L ¢ je doplikem L .

Simulace

Kazdy Buchiho automat (S, X, —, Si,, F') je opét specélnim pripadem Streetovaautomatu
—stafi polozitk = 1,Gy = S, Ry = F bezzmény LTS (tj. PTr = {(S, G)} pro Streetovu
interpretaci). O konstrukci Biichiho automatu simulujiciho libovolny dany Streettiv automat
pojednavanasledujici lemma (M.Vardi).

Lemma 2.7. Necht A = (A,P7) je Sreetliv automat nad 3, kde A = (S, —, Sin),
PT ={(G1,R1),(G2, Rs),...,(Gk, R)} an = card(.S). Pak |ze Zkonstruovat Biichiho
automat A’ = (S', %, —', S/, , F) takovy, ze L(A) = L(A)’ acard(S") = n - 20k,

m>
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Dikaz: Jako obvykle A’, ktery simuluje automat A, hada pozici v béhu p takovou, Ze
kazdy stav nav&tiveny zatouto pozici bude de facto navstiven nekonetné Castokrat; od této
poziceda musi A’ kontrolovat splnéni akceptacni podminky prokazdou dvajici (G ;, R;) €
PT. Automat A’ tedy musi za uvedenou pozici kontrolovatpro kazdé i implikaci: jestlize
se néktery ze stavll z G; vyskytuje nekonetné Castokréat, pak i néktery ze stavli z R; se
vyskytuje nekonetné Castokrat. Toto |ze realizovat tak, ze A’ udrzuje, jako komponenty
svého stavu, dvé mnoZiny: v prvni z nich udrZuje seznam indext i takovych, Ze néktery
stav z G; je nav&tévovan nekonetné Castokrét, kdezto ve druhé z nich seznam indext
nav&tévovanych stavli z ;. Jakmile se prvni mnozina stane podmnoZinou mnoZziny druhg,
je tato druh&a mnoZina nastavena na prézdnou mnoZinu. Je vidét, Ze akceptatni podminka
bude splnéna, pravé kdyz je zminéna druh&d mnozina nastavena na prazdnou mnoZzinu
nekonecné Castokrét.

Formalnélzenaznatenou konstrukci simulujicihoautomatu A’ = (57,2, —/, S}, , F)
zapsat takto:

o S, =SU{(s,X,Y)|s€S, X,Y C{1,2,...,k} },
e relace prechodu —' je definovanatakto:
55— s jeli s 35§,
sﬁl(s’,@,ﬁ)) jeli s 55, s"¢R;,
(5, X,Y) % (s, XUGYUR) jeli s%s, XUGZYUR, kde
G={i|secG,1<i<k}a
R={i|s € Ri,1<i<k},
(s, X,Y) % (s, X UG, 0) jeli s%¢, XUGCYUR,
o Si, = Sin ,

m

o F={(s,X,0)|s€8,X C{1,2,....k}} .



