
Př́ıklady matematických d̊ukaz̊u

Zkoušejte hledat řešeńı (d̊ukazy) pro následuj́ıćı př́ıklady. Řešte je pokud
možno po pořad́ı, nejprve po týdnu zveřejńım prvńı p̊ulku řešeńı, pak teprve
druhou. . .

Mnoho zdaru!

Př́ıklad 1. Co je špatného na následuj́ıćım “d̊ukaze”?
Ukážeme, že plat́ı 2 = −2: Umocněńım na druhou vzejde 22 = 4 = (−2)2,
což je platná rovnost, a proto i p̊uvodńı vztah 2 = −2 je platný.

Řešeńı. Špatné je, že byl použit obrácený postup krok̊u – od neznámého
závěru tvrzeńı zpět ke známým fakt̊um, d̊ukaz však muśı j́ıt vždy od
známého k závěr̊um. 2

Př́ıklad 2. Co je špatného na následuj́ıćım “d̊ukaze”?
Nechť a, b jsou celá č́ısla. Vyjdeme z předpokladu a = b a ukážeme, že
a = −b. (Tj. po dosazeńı a = b = 2 opět vyjde 2 = −2.) Umocněńım
výchoźıho předpokladu a = b źıskáme a2 = b2, neboli 0 = a2 − b2 = (a +
b)(a− b). Pak je i 0 · (a− b) = 0 = (a+ b)(a− b) a dále po zkráceńı 0 = a+ b,
tedy a = −b.

Řešeńı. Nyńı je postup krok̊u správný, ale chybné je kráceńı výrazem
(a − b), neboť a − b = 0 a nulou se nesmı́ krátit. 2

Př́ıklad 3. Dokažte indukćı podle k ≥ 0, že č́ıslo (26k − 1) je dělitelné
sedmi.

Řešeńı. Budeme postupovat indukćı podle parametru k ≥ 0.

• Pro k = 0 plat́ı, že 20 − 1 = 0 je dělitelné sedmi.

• Nechť nyńı tvrzeńı plat́ı pro nějaké k. Pod́ıvejme se, o kolik se změńı
hodnota výrazu (26k − 1) při zvěťseńı k o jedna:
(

26(k+1) − 1
)

−
(

26k − 1
)

= 26 · 26k − 26k = 26k · (26 − 1) = 26k · 63

Důležitým faktem nyńı je, že č́ıslo 63 je dělitelné sedmi. To ale
znamená, že pokud (26k − 1) bylo dělitelné sedmi podle indukčńıho
předpokladu, bude sedmi dělitelné i 26(k+1) − 1.

Formálně tento indukčńı krok zaṕı̌seme následovně: Nechť dle in-
dukčńıho předpokladu 26k − 1 = 7ℓ, kde ℓ je nějaké přirozené č́ıslo.
Pak
(

26(k+1) − 1
)

= 26 · 26k − 1 = (26 − 1) · 26k + 26k − 1 = 63 · 26k + 7ℓ =

1



= 7 ·
(

9 · 26k + ℓ
)

,

takže i tento výraz je dělitelný sedmi.
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Př́ıklad 4. Každá n-prvková množina má právě 2n podmnožin (včetně
prázdné). Formálně

∣

∣

∣2X

∣

∣

∣ = 2|X| .

Řešeńı. Matematickou indukćı podle n:

• Pro n = 0 tvrzeńı plat́ı, neboť prázdná množina má jedinou
podmnožinu, opět prázdnou.

• Nechť nyńı tvrzeńı plat́ı pro n ≥ 0. Vezmeme libovolnou množinu X
o n + 1 > 0 prvćıch. Zvolme prvek a ∈ X a označme X ′ = X \ {a},
|X ′| = n. Potom všech podmnožin P ′ ⊆ X ′ je podle indukčńıho
předpokladu 2n. Pro prvek a nav́ıc máme nezávislý výběr ze dvou
možnost́ı: buď a dáme do podmnožiny P ′, nebo nedáme. Celkem je
tak 2 · 2n = 2n+1 možnost́ı volby podmnožiny P ⊂ X, cbd.

Důkaz je hotov podle principu matematické indukce. 2

Př́ıklad 5. Počet všech permutaćı n-prvkové množiny je n!, pro každé
n ≥ 0.

Řešeńı. Indukćı podle n: Tvrzeńı plat́ı pro n = 0, protože žádné prvky
lze uspořádat jen jedńım zp̊usobem (stejně tak jeden prvek).

Mějme nyńı n ≥ 0 a množinu P o n + 1 prvćıch, předpokládejme pro
jednoduchost P = {1, 2, . . . , n + 1}. Zvolme prvńı prvek p ∈ P naš́ı permu-
tace jedńım z n + 1 zp̊usob̊u. Chtělo by se př́ımo ř́ıct, že potom už je volba
zbytku permutace P \{p} nezávislá na volbě prvńıho p, ale to formálně neńı
pravda. Aby tomu tak skutečně bylo, muśıme si zbylé prvky P \{p} nejprve
“přeč́ıslovat” na {1, 2, . . . , n}, což počet voleb neovlivńı.

Pak už však zbytek plyne jasně – n-prvková množina {1, 2, . . . , n} má
podle indukčńıho předpokladu n! permutaćı, proto P má celkem (n+1)·n! =
(n + 1)! permutaćı. To je přesně to, co chceme. 2
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Návod pro následuj́ıćı – metoda dvoj́ıho poč́ıtáńı:
Nechť každý př́ıpad nějakého (složeného) výběru lze dále rozlǐsit (zjemnit)
na stejný počet ℓ zjemněných možnost́ı. Dále nechť źıskaný zjemněný výběr
má celkem m r̊uzných možnost́ı (které jsme schopni spoč́ıtat). Potom počet
všech možnost́ı p̊uvodńıho výběru je dán pod́ılem m/ℓ.

Př́ıklad 6. Počet všech k-prvkových variaćı z n-prvkové množiny je n!
(n−k)! ,

pro každé n ≥ k ≥ 0.
Řešeńı. Metodou dvoj́ıho poč́ıtáńı:
Budeme se dvěma zp̊usoby d́ıvat na výběr permutaćı n-prvkové množiny.

Jak již v́ıme, lze tyto permutace vybrat n! r̊uznými zp̊usoby. Na druhou
stranu lze vźıt některou k-prvkovou variaci, jej́ı prvky dát na začátek per-
mutace v jejich pořad́ı a zbylých n − k prvk̊u seřadit za nimi jedńım z
(n−k)! r̊uzných zp̊usob̊u. Z r̊uzných variaćı t́ımto postupem zřejmě źıskáme
r̊uzné výsledné permutace, a přitom každou permutaci lze źıskat z variace
vyb́ıraj́ıćı jej́ıch prvńıch k prvk̊u.

Označ́ıme-li x neznámý počet všech k-prvkových variaćı z n-prvkové
množiny, lze výše popsaným postupem vytvořit právě x · (n − k)! všech
r̊uzných permutaćı n-prvkové množiny. Proto plat́ı

x · (n − k)! = n! ,

x =
n!

(n − k)!
.
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Př́ıklad 7. Počet všech k-prvkových kombinaćı z n-prvkové množiny je
(

n

k

)

, pro každé n ≥ k ≥ 0.

Řešeńı. Metodou dvoj́ıho poč́ıtáńı:
Nyńı budeme dvoj́ım zp̊usobem poč́ıtat všechny k-prvkové variace z n-

prvkové množiny. Na jednu stranu už v́ıme, že jich je n!
(n−k)! , na druhou

stranu můžeme z jedné k-prvkové kombinace vygenerovat celkem k! r̊uzných
variaćı uspořádáńım prvk̊u této kombinace. Označ́ıme-li tedy x neznámý
počet všech k-prvkových kombinaćı z n-prvkové množiny, dostaneme ob-
dobně jako v předchoźım d̊ukaze

x · k! =
n!

(n − k)!
,

x =
n!

k! · (n − k)!
=

(

n

k

)

.
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Př́ıklad 8. Dokažte platnost následuj́ıćıho vztahu pro všechna přirozená
n ≥ 1:

n
∑

i=1

(2i − 1) · 3i = (n − 1) · 3n+1 + 3

(Matematickou indukćı.)

Řešeńı. . . . Indukčńı krok (n − 1)3n+1 + 3 + (2(n + 1) − 1)3n+1 =
(n − 1)3n+1 + (2n + 1)3n+1 + 3 = n3n+2 + 3 2

Návod pro následuj́ıćı – Dirichlet̊uv princip:
Rozmı́st́ıme-li ℓ + 1 (nebo v́ıce) objekt̊u do ℓ přihrádek, v některé přihrádce
muśı být aspoň dva objekty.

Př́ıklad 9. Mezi čtyřmi přirozenými č́ısly vždy najdeme dvě, jejichž rozd́ıl
je dělitelný č́ıslem 3.

Řešeńı. Nechť přihrádkami jsou zbytkové ťŕıdy při děleńı č́ıslem 3.
Máme tedy pro naše 4 č́ısla ťri přihrádky značené 0, 1, 2. Podle Dirichletova
principu do některé z přihrádek padnou dvě z č́ısel x, y, ale pak x − y dává
zbytek 0 při děleńı 3, tud́ıž jsme našli požadovanou dvojici. 2

Př́ıklad 10. Na letńım táboře 29 dět́ı stráv́ı celkem 16 dńı a 15 noćı.
Každou noc jsou dva z táborńık̊u na hĺıdce. Dokažte, že některé z dět́ı muśı
j́ıt na hĺıdku za celý tábor aspoň dvakrát.

Řešeńı. To je velice snadné poč́ıtáńı: Je-li celkem ťreba 15 nočńıch
hĺıdek, poťrebujeme 15 · 2 = 30 táborńık̊u na jejich pokryt́ı, pokud se žádný
nemá opakovat. To však tak nejde, když je na táboře pouze 29 < 30 dět́ı.
2

Př́ıklad 11. 8 kamarád̊u jelo na 9 dńı dovolené. Každý den některá
(jedna) trojice z nich šla na výlet. Dokažte, že někteř́ı dva z nich ani jednou
nebyli spolu na výletě.

Řešeńı. Rozeb́ıráńı možnost́ı by asi k ničemu nevedlo. . .
Důkaz poč́ıtáńım je však opět snadný: Jedna trojice má celkem 3 dvojice,
proto po 9 dnech se mohlo vysťŕıdat nejvýše 9·3 dvojic ve výletńıch trojićıch,
ale 9 · 3 = 27 <

(8
2

)

= 28, jedna dvojice nám zde scháźı. 2
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