Priklady matematickych dikazu

Zkousejte hledat feseni (dukazy) pro nasledujici piiklady. Reste je pokud
mozno po poradi, nejprve po tydnu zvefejnim prvni pulku feseni, pak teprve
druhou.. .

Mnoho zdaru!

Priklad 1. Co je $patného na nésledujicim “dtkaze”?
Uk4zeme, 7e plati 2 = —2: Umocnénim na druhou vzejde 22 = 4 = (—2)2,
coZ je platnd rovnost, a proto i puvodni vztah 2 = —2 je platny.

Reseni. Spatné je, ze byl pouzit obraceny postup kroki — od neznémého
zéaveéru tvrzeni zpét ke zndmym faktum, dukaz vSak musi jit vzdy od
znamého k zavérum. a

Priklad 2. Co je $patného na nésledujicim “dtkaze”?
Necht a,b jsou celd éfsla. Vyjdeme z predpokladu a = b a ukdZeme, ze
a = —b. (Tj. po dosazeni a = b = 2 opét vyjde 2 = —2.) Umocnénim
vychoziho piedpokladu a = b ziskdme a? = b2, neboli 0 = a? — b* = (a +
b)(a—10b). PakjeiO-(a—b) =0= (a+b)(a—0b) a dédle po zkriceni 0 = a+b,
tedy a = —b.

Reseni. Nyni je postup kroku sprévny, ale chybné je kriceni vyrazem
(a —b), nebot a — b = 0 a nulou se nesmf kratit. O

Piiklad 3. Dokazte indukci podle k > 0, ze &islo (25 — 1) je délitelné
sedmi.

Reseni.  Budeme postupovat indukei podle parametru k > 0.
e Pro k = 0 plati, ze 2° — 1 = 0 je délitelné sedmi.

e Necht nyni tvrzeni plati pro n&jaké k. Podivejme se, o kolik se zméni
hodnota vyrazu (26F — 1) pii zvétseni k o jedna:

(26(k+1) _ 1) _ (26k o 1) _ 96 96k _ 96k _ o6k (26 —1) = o6k 63

Dilezitym faktem nyni je, ze ¢islo 63 je délitelné sedmi. To ale
znamend, ze pokud (2% — 1) bylo délitelné sedmi podle indukéniho
piedpokladu, bude sedmi délitelné i 26+ — 1,

Formalné tento indukéni krok zapiSeme nésledovné: Necht dle in-
dukéntho predpokladu 20 — 1 = 7¢, kde ¢ je néjaké prirozené é&fslo.
Pak

(26<k+1>_1) =920.90F 1= (26 _-1).20F 4 90k 1 —63.20F 470 =

1



=7-(9-2%4¢),

takze i tento vyraz je délitelny sedmi.

Piiklad 4. Kazd4 n-prvkovd mnozina ma pravé 2" podmnozin (véetné
prazdné). Formélné
[2%] = 2¥1.

Reseni.  Matematickou indukef podle n:

e Pro n = 0 tvrzeni plati, nebot priazdnd mnozina m&a jedinou
podmnozinu, opét prazdnou.

e Necht nyni tvrzeni plati pro n > 0. Vezmeme libovolnou mnozinu X
on+1> 0 prvcich. Zvolme prvek a € X a oznatme X' = X \ {a},
|X’| = n. Potom vSech podmnozin P’ C X’ je podle indukéniho
predpokladu 2. Pro prvek a navic mame nezavisly vybér ze dvou
moznosti: bud a ddme do podmnoziny P’, nebo neddme. Celkem je
tak 2 - 2" = 2"+ moznosti volby podmnoziny P C X, chd.

Dukaz je hotov podle principu matematické indukce. O

Priklad 5. Pocet vSech permutaci n-prvkové mnoziny je n!, pro kazdé
n > 0.

Resend. Indukef podle n: Tvrzeni plati pro n = 0, protoze zidné prvky
lze usporadat jen jednim zpusobem (stejné tak jeden prvek).

Meéjme nyni n > 0 a mnozinu P o n + 1 prvcich, pfedpoklddejme pro
jednoduchost P = {1,2,...,n+ 1}. Zvolme prvni prvek p € P nasi permu-
tace jednim z n + 1 zpusobu. Chtélo by se pirimo fict, ze potom uz je volba
zbytku permutace P\ {p} nezdvisla na volbé prvniho p, ale to formélné neni
pravda. Aby tomu tak skutecné bylo, musime si zbylé prvky P\ {p} nejprve

“precislovat” na {1,2,...,n}, coz pocet voleb neovlivni.

Pak uz v8ak zbytek plyne jasné — n-prvkovd mnozina {1,2,...,n} ma
podle indukéniho predpokladu n! permutaci, proto P mé celkem (n+1)-n! =
(n + 1)! permutaci. To je pfesné to, co chceme. a



Névod pro nésledujici — metoda dvojiho po¢itani:
Necht kazdy pifpad néjakého (slozeného) vybéru lze dale rozlisit (zjemnit)
na stejny pocet ¢ zjemnénych moznosti. Déle necht ziskany zjemnény vybér
maé celkem m ruznych moznosti (které jsme schopni spoéitat). Potom pocet
vSech moznosti puvodniho vybéru je dan podilem m/¢.

n!

Priiklad 6. Pocet vSech k-prvkovych variaci z n-prvkové mnoziny je L

pro kazdé n > k > 0.

Reseni. Metodou dvojiho pocitani:

Budeme se dvéma zpusoby divat na vybér permutaci n-prvkové mnoziny.
Jak jiz vime, lze tyto permutace vybrat n! ruznymi zpusoby. Na druhou
stranu lze vzit nékterou k-prvkovou variaci, jeji prvky dat na zacatek per-
mutace v jejich poradi a zbylych n — k prvku seradit za nimi jednim z
(n—k)! ruznych zpusobu. Z ruznych variaci timto postupem ziejmé ziskdme
ruzné vysledné permutace, a pritom kazdou permutaci lze ziskat z variace
vybirajici jejich prvnich k prvki.

Oznacime-li = nezndmy pocet vSech k-prvkovych variaci z n-prvkové
mnoziny, lze vyse popsanym postupem vytvorit pravé x - (n — k)! vSech
ruznych permutaci n-prvkové mnoziny. Proto plati

z-(n—k)!=nl,

Piiklad 7. Pocet vSech k-prvkovych kombinaci z n-prvkové mnoziny je
(Z), pro kazdé n > k > 0.

Reseni. Metodou dvojiho pocitani:

Nyni budeme dvojim zpusobem pocitat vSechny k-prvkové variace z n-
prvkové mnoziny. Na jednu stranu uz vime, ze jich je #!k!, na druhou
stranu muzeme z jedné k-prvkové kombinace vygenerovat celkem k! riiznych
variaci uspordddnim prvkua této kombinace. Oznacime-li tedy x neznamy
pocet vSech k-prvkovych kombinaci z n-prvkové mnoziny, dostaneme ob-
dobné jako v predchozim dukaze



Piiklad 8. Dokazte platnost néasledujiciho vztahu pro vsechna prirozend
n > 1:

n

Y (2i-1)-3 = (n—1)-3"" +3

i=1
(Matematickou indukci.)
Resend. ...Indukénf krok (n — 1)3"7 43 + (2(n +1) — 1)3"H =
(n—1)3" 4 2n +1)3"! +3 =n3"*+2 +3 O

Névod pro nésledujici — Dirichletuv princip:
Rozmistime-1i £+ 1 (nebo vice) objektu do ¢ prihradek, v nékteré piihradce
musi byt aspon dva objekty.

Priiklad 9. Mezi ¢tyfmi prirozenymi ¢isly vzdy najdeme dveé, jejichz rozdil
je délitelny cislem 3.

Resend. Necht piihrddkami jsou zbytkové t¥idy pti déleni &fslem 3.
Méme tedy pro naSe 4 ¢&isla tii prihradky znacené 0, 1,2. Podle Dirichletova
principu do nékteré z prihradek padnou dvé z ¢&isel z,y, ale pak x — y dava
zbytek 0 pii déleni 3, tudiz jsme nasli pozadovanou dvojici. O

Priklad 10. Na letnim tabote 29 déti stravi celkem 16 dni a 15 noci.
Kazdou noc jsou dva z tdborniku na hlidce. Dokazte, ze nékteré z déti musi
jit na hlidku za cely tabor aspon dvakrat.

Resent. To je velice snadné poc¢itani: Je-li celkem tieba 15 nocnich
hlidek, potiebujeme 15 -2 = 30 tdborniku na jejich pokryti, pokud se zadny
nemd opakovat. To vSak tak nejde, kdyZ je na taboie pouze 29 < 30 déti.
Od

Priklad 11. 8 kamaradu jelo na 9 dni dovolené. Kazdy den nékterd
(jedna) trojice z nich sla na vylet. Dokazte, ze nékteri dva z nich ani jednou
nebyli spolu na vyleté.

Reseni.  Rozebirani moznosti by asi k ni¢emu nevedlo. . .
Dukaz poc¢itanim je vSak opét snadny: Jedna trojice ma celkem 3 dvojice,
proto po 9 dnech se mohlo vystiidat nejvyse 9-3 dvojic ve vyletnich trojicich,
ale 9-3=27< (g) = 28, jedna dvojice ndm zde schézi. O



