IB000 Uvod do informatiky — piiklady na procvieni
Sada 8 — Reseni

Upozornéni

Vzorova teseni dostavate k dispozici, abyste mohli zkontrolovat sprdvnost svych resent.
Mizete je pouZit 1 jako ndvody k resent jednotlivych prikladi tak, Ze je budete cist po
cdstech a budete se snaZit dalsi krok provést vidy sami. Priklady ztrati veskery svij smysl,
pokud se je budete ucit jako bdsnicku. SnaZte se nad nimi premyslet a vyresit je sami,
neZ se podivdte do vzorovych Tesend.

Téma

Vhodné definované vlastnosti relaci, uzavéry relaci. Vyroky. Vyrokova logika, valuace,
normélni tvar vyrokovych formuli, negace vyrokovych formuli, pravdivost a splnitelnost
vyrokovych formuli. Predikitova logika, negace formuli predikatové logiky.

Priklad 1.

a) Urcete reflexivni uzavér relace {(x,y) | zy = 0} C Ny x N.

b) Urcete symetricky uzavér relace {(x,y) | xy = 0} C Ny x No.

¢) Urcete tranzitivni uzavér relace {(x,y) | xzy = 0} C Ng x No.

d) Urcete reflexivni, symetricky a tranzitivni uzavér relace {(z,y) | zy = 0} € Ny x No.

e) Urcete reflexivni uzaver relace {(2i + 1,20+ 3) | i € No}.

f) Urcete symetricky uzavér relace {(2i +1,2i +3) | i € No}.

g) Urcete tranzitivni uzavér relace {(2¢+1,2i 4+ 3) | ¢ € No}.

h) Urcete reflexivni, symetricky a tranzitivni Gzavér relace {(2i +1,2i 4+ 3) | i € No}.

i) Necht R = {(z,y) | * <2y Ay <2z} C R xR, kde R zna¢i mnozinu vsech realnych
¢isel. Urcete R o R.

Priklad 2.

Necht A, B, C, D jsou atomické propozice. Necht v je valuace, ktera spliuje v(A) =
= v(B) = true a v(C) = v(D) = false. Podle definice S, urcete S, (¢), je-li
a) p=(CVD)=~-(DA(A= B))
b) Y= (—|A = (B /\—|B)) = A
)p=C=-(-A<-B)AN(D=B)V(B=/C))

Reseni

Poznédmka k terminologii: Na pfednasce byl misto pojmu ,atomickd propozice® defi-
novan pojem ,vyrokova proménna“. Mezi témito pojmy nebudeme rozlisovat, budeme je
povazovat za vzajemné zaménitelné.

Poznédmka pro jistotu, kterou se nenechte zmést: zapis ¢ = ... znamena, %e formuli
napravo od = budeme oznacovat symbolem ¢. Mohli bychom pouZit i symbol =, avsak
tento symbol byl ve skriptech pouzivan pro sémantickou ekvivalenci formuli z ®. Tedy
= C &x P, zatimco = C X x @, kde ¥ je mnozina znakt, které pouzivime pro oznacovani
prvkd ®. Navic relace = je zcela definovana sémantikou formuli, zatimco relaci = defin-
ujeme v kazdém piikladé podle potieby. ProtoZe znaceni v tomto sméru neni ustalené a
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rozdily se ¢asto zanedbavaji, protoze nevedou k nejasnostem, budeme i my p¥i opravovani
k tomuto znaceni tolerantni.

Budeme postupovat presné podle definice funkce S, jak byla uvedena na prednasce.
Z definice je vidét, Ze pro vypocet S, (¢) pro néjakou vyrokovou formuli ¢ jiz musime znat
hodnoty S, (1) v8ech podformuli ¢ formule . Budeme tedy postupovat ,zevniti“ formule
od strukturalné nejjednodussich podformulf (tj. atomickych propozic) k podformulim se
jiz dfive vypocitanych hodnot.

Vypodcty odpovidaji prohledévani syntaktickému stromu formule do hloubky a zleva
doprava, pokud jiz vite, co to znamena.

Ve formulich mé samoziejmée negace nejvyssi prioritu. Priorita dalgich operatort je
zde nepodstatnd, protoze struktura formuli je zcela urcena uzévorkovanim.

a)

S,(C) = false (i) z definice v
Sy(D) = false (ii) z definice v
S,(CV D) = false (i) =z (i) a (i)
Su(A) = true (iv)  z definice v
S,(B) = true (v) z definice v
S,(A= B) = true (vi)  z(iv) a (v)
S,(DAN(A= B)) = false (vii)  z (ii) a (vi)
Su(=(D AN (A= B))) = true (viii) 2z (vii)
S,((CV D)= —=(DA(A= B))) =true (ix) 7 (iii) a (viii)
b)
Sy(A) = true (i) z definice v
Sy(—4) = false (ii) z (i)
S, (B) = true (i)  z definice v
S,(—B) = false (iv) =z (iii)
S, (B A-B) = false (v) z (iii) a (iv)
Sy(—wA = (BA-B)) = true (vi) z (ii) a (v)
Sy(—A) = true (vil) =z (ii)
S,((mFA = (BA-B)) = ——A) = true (viii) 7z (vi) a (vii)
c)
S,(C) = false (i) z definice v
S, (—=C) = true (ii) z (i)
Su(A4) =true (iii)  z definice v
Sy(—A) =false (iv) 2z (iii)
Su(B) = true (v) z definice v
S, (—B) =false (vi) 2z (v)



Sy(—A < -B) =true (vii) 2z (i

_
<
~—
s
—~
S,
~—

S,,(—' (—|A & —|B)) = false (Viii) 7 (Vii)
Sy(—~C = ~(—-A & -B)) =false (ix) 2z (ii) a (viii)
S,(D) = false  (x) z definice v
Sy(D = B) =true (xi) z(x)a(v
Sy(-B=C) =true (xii) z (vi)a (i
S,((D= B)V(=B=10)) =true (xili) z (xi) a (xii)
S((~C=-(—Ae - B)AN{(D=B)V(~B=/C))) =false (xiv) 1z (ix) a (xiii)

Priklad 3.

Necht A, B, C, D jsou atomické propozice. Znegujte nésledujici formule. (ProtoZe zne-
govanim se mysli i pfevedeni do normélniho tvaru, méte za kol pro formuli ¢ vypoditat
F (=) pomoci piislusnych funkel F a G definovanych na prednasce.)

a) p=(CVD)=-(DAN(A=B))

b) py=(-C=-(-A< -B)A((D=B)V(-B=C0())

) p=VreNp.rz>0=>TFy.zeNp.y|leAz|lz=TFweNpw>rAz|wAy|w
Reseni

Protoze funkce S, : & — {true,false} nezobrazuje formule vyrokové formule na jiné
formule vyrokové logiky, nemohli jsme v pfedchozim piikladé zacit se zépisem S, (p)
a pomoci ,rovnosti“ se k vysledku ,dopocitat®. Napiiklad vyznam zapisu true A false,
jakkoliv je intuitivné zfejmy, neni formélné definovan. Museli jsme proto postupovat
wzdola nahoru“, od strukturalné nejjednodussich podformuli ke slozitéjsim.

Naproti tomu u funkei F : & — & a G : & — & to mozné je. Pritom & mize
byt mnozina vsech formuli vyrokové logiky i mnozina vSech formuli predikatové logiky
(funkce S, neni pro predikitovou logiku definovéna). Jak uZ je naznaceno v zadani,
muzeme normalni tvar negace formule ¢ urcit tak, Ze zatneme s vyrazem F(—yp) a podle
upravime na aplikaci funkci na strukturalné jednodussi formule.

Stejné jako v pfedchozim piikladé odpovidaji vypocty prohledavani syntaktického
stromu formule do hloubky a zleva doprava. Zde je mozné vypocet charakterizovat i
struénéji: vzdy se upravuje nejlevéjsi vyskyt aplikace funkce F nebo G.

Pro vypocet je dillezita priorita operatorti. Pro Uplnost ji zde uvedeme. Nejvys
prioritu ma negace a kvantifikitory, nasleduji konjunkce a disjunkce a nakonec s nejniz
prioritou implikace a ekvivalence. U kvantifikatori si véimnéte rozsahu jejich platnosti.
Pouziti ,teckové konvence® oznacuje, kde kvantifikovana formule zacind, ale neoznacuje,
kde kond¢i. Standardné se predpoklada, ze kvantifikovanou formuli ukoncuje zavorka, v niz
se naléza kvantifikator, nebo konec formule. K porozumeéni této konvence by mélo pomoci
vzorové Teseni — urceni normalniho tvaru formule je vypocet po struktufe formule.

a)

8
8

F(({(CVD)=-(DANA=B))))
G(CVD)=-(DANA= B)))
FICVD)ANG(—(DAA= B)))
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= (FO)VFD)AGH(D A (A= B)))
= (CVIDNANG(D A (A= B)))
= (CVD)AG(~(D A (A= B)))

= (CVD)ANF(D A (A= B))

= (CV D) A (F(D)ANF(A= B))

= (CVD)A(DAF(A= B))

= (CVD)AN(DA(FA) = F(B)))

= (CVD)A (DA (A= F(B)))

= (CVD)A (DA (A= B))

b)

F(—(-C=-(mA<-B)AN({(D= B)vV(~B=/()))
(0C= (A& -B)A((D= B)V(=B=C)))
(-C=-(mA<-B)VG(D= B)V(—~B=2C0C))

)

F(-CYANG(—(mA < =B)VG({(D = B)V (=B =())
GIOYANG(—(mA & =B))VG((D = B)V (-B = ())
=(—CANG(H(-A& =B)VG((D = B)V (=-B=C())
~CANF(-nAe -B)VGH(D= B)V(—B= ()
“CNA(F(=A) e FEB)VG((D = B)V(=B=10))

= (

= (

(

(

(
= (U A (G(A) & F(=B)) VG((D = B)V (-B = ())
— (~CA (A e FEB)VG(D = B)V (=B = C)
— (<C A (~A = GB)) VG(D = B)V (~B = C))
= (—|C AN (—|A &= —|B)) ((D = B) (—|B = C))
=(-CAN(—A<-B)V(GD=B)AG-B=C(C))
= (CA(AS-B)V(FD)AG(B)) ANG(-B = ()
= (CA(AS -B) V(D AGB) AG(HB = )
= (—|C A (—|A & —|B)) V ((D A —|B) A g(—'B = C))
= (=C A (=A< =B))V ((DA-B)A(F(=B)AG(O)))
= (CA(A S 2B) V(D A=B)A(GB)AG(C)))
= (CA(AS-B) V(D A=B)A (=B AG(C)))
= (—|C AN (—|A &= —|B)) \% ((D AN —|B) AN (—|B AN —|C))

vvvvvv

vyrokové logiky, ale o formuli predikitové logiky, a musite se tedy srovnat s rozsahem plat-
nosti kvantifikatori. Neni zde totiz ani explicitné vyznacena priorita a zapis komplikuje
infixova notace predikatt. Proto doplnime nékolik komentai.

U konjunkce a disjunkce si miZeme dovolit zapis napiiklad A A B A C, aniz by-
chom vyznadili rozdéleni na bindrni operace, tj. bud A A (B A C) nebo (A A B) AC. Pii
vypoctu normalniho tvaru vsak musime jedno konkrétni uzavorkovani zvolit. V tomto
piikladé jsme predpokladali, Ze konjunkce je asociativni zleva. Pozor: u implikace na
uzévorkovani zalezi a musi byt proto vidy vyznadeno. Napiiklad formule (A = B) = C
neni ekvivalentni formuli A = (B = ('), coz dobfe uvidite, pokud obé formule znegujete.
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Ve formuli pouzivame obecné zndmé predikaty usporddani prirozenych ¢isel podle
velikosti a délitelnosti pfirozenych ¢isel. Tyto predikaty obvykle zapisujeme v tzv. in-
fixové notaci. Kdybychom se chtéli striktné drzet definice formuli predikatové logiky, méli
bychom psat >(w, x) misto w > x a |(z, ) misto z | z.

Pfi normalizaci formule zamérné ponechavame zapisy tvaru —(w > x). Je sice zfejmé,
7e bychom misto toho mohli napsat w < x, ale < je jiny predikat nez > a definice
funkci F a G tuto Gpravu neumoznuje. K obecnému, napiiklad unarnimu predikatu P
totiZz nemusime mit vzdy k dispozici jiny unarni predikat @ takovy, ze =P (x) plati pravé
tehdy, kdyz plati Q(z).

F-(VreNp.x>0=Ty,zeNp.y|lzAz|lz=TFweNp.w>xAz|wAy|w))
=0V eNp.x>0=TyzeNp.y|lzAz|z=TFweNpw>rAz|wAy|w)
=JdreNp. Glx>0=Ty,zeNp.y|lzAz|z=TFweNpw>rAz|wAy|w)
=JdreNog. Flx>0)ANGFy,zeNp. y|leAz|e=TweNg. w>xAz|wAy|w)
=JdreNo. 2 >0ANG(Ty,zeNp.y|xAz|lz=TFweNp w>xAz|wAy|w)
=JdreNo. 2 >0AYy,2€eNo. Gy |xAz|z=TFweNyp w>xAz|wAy|w)
=JdreNo. 2 >0AYy,2€No. FlylzAz|2)ANG(Fw e Ng. w>xAz|wAy|w)
=JdreNo. 2 >0AYy,2€No. Fly|l o) NAF(z|2) NGEw € No. w >z Az |wAy|w)
=JdreNo. 2 >0AVy,2€No. y |z AFz|o)ANGHFw e Ny w>xAz|wAy|w)
=JdreNo. 2 >0AYy,2€Np. y|lzAz| 2 AG(FweNg. w>xAz|wAy|w)
=dreNo. 2 >0AYy,2€Np. y|lxAz|xAVw e Ny Glw >z Az |wAy|w)
=JdreNo. 2 >0AYy,2€No. y|xAz|xAVw e Ny. Glw >z Az|w)VGly|w)
=3JdreNp. 2 >0AYy,z2€No. y|xAz|xAVw e Ny. Glw>x) VG |w) VG(y|w
=JdreNo. 2 >0AYy,2€No. y|xAz|x AVw e No. 2(w > x
=JdreNo. 2 >0AYy,2€No. y|xAz|x AVw e No. 2(w > x
=JdreNp. 2 >0AYy,2€No. y|xAz|x AVw e Ny. 2(w > x

J

VG(zlw) VG(y|w
V= ( Glylw
V= ( —(y|w

J

) )
) ) )
)V =z |w) v )
)V =z |w) v )

zw

Ptiklad 4.

Formalizujte (tj. zapiste jako formule vyrokové, resp. predikatové logiky) a negujte nasle-
dujici tvrzeni. Pokud se tvrzeni tyké cisel, vyjadiete vlastnosti pomoci aritmetickych
operaci. Formule zapisujte v normélnim tvaru.

a) KdyZ budu hodny, JeZisek mi nadéli hezké darky.

b) Ne kazdy ¢aj mi chutna.

¢) Rostlina, kterda u mne preZije rok, je plevel.

d) Kdy7 je pfes den zataZeno a v noci jasno, bude rano mrznout nebo ptijde obleva.

e) Necht n je sudé pfirozené ¢islo. Potom pro kazdé prirozené ¢islo m plati, Ze kdyz
m je sudé, potom m + n je sudé, a kdyz m je liché, potom m + n je liché.

f) Prirozené ¢islo p je prvocislo, jestlize neni délitelné jingm pfirozenym ¢islem kromé
¢isla 1 a sebe samého.

g) KdyZ je pfirozené ¢islo a vétsi nez 8, nebo kdyZ je délitelné pfirozenym cislem b,
potom a je vétsi nez b a a - b je vétsi nez b.



Reseni

V kazdém prikladé explicitné oznacime ¢asti textu jako vyrokové proménné, resp.
predikaty a z nich vytvorime formuli ¢ vyrokové, resp. predikatové logiky. Vyrokové
proménné, resp. predikaty budeme volit tak, aby je nebylo mozné déle rozlozit. Normalni
tvar formule i jeji negace prepiseme zpét do textové podoby. Na rozdil od pfedchoziho
piikladu budeme p¥i pfepisu do textu vyrokové proménné a predikaty nékdy negovat,
aby nebyla textova podoba pfili§ neohrabana. K definici atomickych proménnych, resp.
predikatil i oznaceni formule ¢ budeme pouzivat symbol =.

Ve formulich predikatové logiky budeme k vyjadreni vlastnosti ¢isel pouzivat arit-
metické operace a rovnost. Vyznam demonstrujme na prikladé: pokud ve formuli na
misté predikatu pouzijeme napiiklad vyraz x + y = 5, zapisujeme tak néjaky bindrni
predikat P(x,y), ktery je splnén praveé tehdy, kdyz plati rovnost = + y = 5.

a) Toto je jednoduchy vyrok bez kvantifikatort, vystacime tedy s vyrokovou logikou.

A = budu hodny
B = Jezisek mi nadéli hezké darky
pv=A=18B

Formule ¢ je jiz v norméalnim tvaru, coz dolozime vypoctem. Je proto zbytecné ji
prepisovat zpét do textové podoby.

F(A= B)
=F(A) = F(B)
= A= F(B)
=A= 1B
Negace:
F(-(A= B))
G(A = B)
F(A)AG(B)
= ANG(B)
=AN-B
Doslovny prepis negace by byl ,,Budu hodny a JeZisek mi nenadéli hezké darky.” V ¢estiné
bychom pravdépodobné fekli ,Budu hodny, ale Jezisek mi nenadéli hezké darky,” protoze
intuitivné citime Ze tato dvé tvrzeni jsou v rozporu.

b) V této formuli jiz se kvantifikitor vyskytuje, vytvofime tedy formuli predikatové
logiky. Ozna¢me 7 mnoZinu v8ech ¢aji (chemické napodobeniny ani navonéné lektvary
tam nepocitdme). Necht x € 7. Uvédomte si, Ze toto je jiné x, nez které se vyskytuje ve
formuli ¢. Ve formuli ¢ je vazano kvantifikdtorem.

C(x) = ¢aj x mi chutna
p=—VeeT. Cx)
Pievedeni do normalniho tvaru:
F(-VxeT. C(x))
=G(Vxr e T. C(x))
=dreT.G(C(x))
=dreT. -C(x)
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V normalnim tvaru by tvrzeni znélo: ,Existuje ¢aj, ktery mi nechutna.”
Negace:

F(—~(=Vx e T. C(x)))

V textové podobé negace zni: . Kazdy ¢aj mi chutnd.”

¢) Tento vyrok by bylo opét moZné zapsat jako jednoduchou vyrokovou implikaci.
Ve vyroku je vSak skryta kvantifikace, kterou explicitné vyjadiime prepisem do logiky
predikatové. Ozna¢me R mnozinu vsech rostlin. Abychom zbranili polemikdm o tom, co
rostlina jesté je a co uz neni, omezme se na rostliny s chlorofylem. Nezelené rostliny nor-
malni clovek nepéstuje. Necht x € R. Toto x je opét rizné od x ve formuli . Oznac¢me
P C R mnozinu zelenych pleveli.

R(z) = rostlina x u mne pfeZije rok
p=VreR. Rx)=xzeP

Misto zavedeni mnoziny P a zapisu x € P bychom mohli definovat pro rostliny x € R
predikat P(x), ktery by byl splnén pravé tehdy, kdyz by rostlina x byla plevel.

Formule je v normalnim tvaru, ovéfeni vypoc¢tem ponechavame c¢tenafi.

Negace:

F(-Vx e R. R(x) = x € P)
=G(VreR. R(x) = x €P)
=JdreR. G(R(x) = x €P)
=JreR. F(R(x)) NG(x € P)
=JdreR. R(x) NG(x € P)
=dreR. Rx) A\-x € P

X

X

X

Do textové podoby je negaci mozné prepsat napfiklad takto: ,Existuje rostlina, ktera u
mne pfezije rok a neni to plevel.”

vvvvv

7/ = pfes den je zatazeno
J = v noci je jasno
M = rano bude mrznout
O = prijde obleva
e=ZNT)=(MVO)

Formule je v normalnim tvaru, ovéfeni vypoc¢tem ponechavame c¢tenafi.
Negace:

F(ZNANT)= (MVO0)))
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:g((Z/\J):>(MvO))
F(ZAT)AG(MVO)

F(Z) NF(T)) NG(M VO)
ZNF(J)NGMVO)
ZNJ)ANG(MV O)

= (
= (
= (
= (ZNJ)N(GM) AG(O))

= (ZNJ) N (=M AG(O))

=(ZNJ)N (M N-0)

Do textové podoby bychom negaci ¢ prepsali doslovné takto: ,Pres den je zatazeno a
v noci je jasno a rano nebude mrznout a nepfijde obleva.“ Lépe by znélo: ,,Pies den
je zataZeno a v noci je jasno a rano nebude mrznout ani nepfijde obleva.“ A pokud si
myslite, Ze pfedchozi tvrzeni by v zimé mohlo byt pravdivé, potom byste asi fekli: |, Pfes
den je zataZeno a v noci jasno, ale rdno nebude mrznout ani nepfijde obleva.“

e) Zde se zfejmé jedné o formuli predikatové logiky, jejiz prepis by byl velmi snadny,
kdybychom zavedli predikaty pro lichost a sudost piirozeného ¢isla. My vsak sudost a
lichost vyjadfime pomoci predikitové logiky, kde jedingmi predikaty budou rovnosti ar-
itmetickych vyrazi.

Necht n € Ny. Cislo n je sudé, jestlize 3k € Ng. n = 2k. Cislo n je liché, jestlize
Jk € No. n = 2k + 1. Formuli pak lze zapsat nasledovneé:

v =(n € Ng A Jk € Ng. n = 2k) = Vm € No.
(FeNg.m=2l)= (I eNo. m+n=20))A
(AleNg.m=2l41)= (I eNg. m+n=2i+1))

Uvédomte si, Ze jsme v tomto piipadé mohli u v8ech existencidlnich kvantifikatort pouzit
stejnou proménnou, napiiklad %, [ nebo x. Nebo jsme u kazdého z nich mohli pouzit
proménnou jinou. Diivod je ten, Ze tyto kvantifikované proménné jsou vazany pouze na
prislugnou rovnost za kvantifikitorem. Mimo ni, mino rozsah platnosti kvantifikatoru, se
jednéd o naprosto odlisné proménné, které jsou shodou okolnosti jen oznacené stejnym
pismenem. Pokud bychom vsak potiebovali vyjadfit pomoci rovnosti vztah mezi vice
kvantifikovanymi proménnymi, museli bychom tyto proménné oznacit rizneé.

Formule je v normalnim tvaru. Ovéfeni vypoctem zde uvedeme, protoze je z néj
dobfe vidét struktura formule a rozsah platnosti jednotlivych kvantifikatort.

F((n € No AJk € Ng. n = 2k) = ¥Ym € Ny.

(FeNg.m=2l)=(FHeNg. m+n=20))A

(FleNg.m=2141)= (Fi e No. m+n=2i+1)))
= F(n € No A3k € Ng. n =2k) = F(Vm € No.
(FeNg.m=2l)=(FHeNg. m+n=20))A
(A eNy.m=2+1)=(Fi e Ng. m+n=2i+1)))
= (F(n € No) A F(Fk € No. n = 2k)) = F(¥Vm € No.
(FeNg.m=2l)= (I eNo. m+n=20))A
(FleNg.m=2141)= (Fi e No. m+n=2i+1)))
= (n € Ng A F(3k € No. n = 2k)) = F(Vm € No.
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(FeNg.m=2l)= (I eNo. m+n=20))A
(FleNg.m=2141)= (Fi e No. m+n=2i+1)))
= (n € Ng A 3k € No. F(n = 2k)) = F(Vm € No.
(FeNg.m=2l)=(FHeNg. m+n=20))A
(FleNg.m=2141)= (Fi e No. m+n=2i+1)))
= (n € No A 3k € No. n = 2k) = F(¥m € Np.
(FeNg.m=2l)= (I eNo. m+n=20))A
(FleNg.m=2141)= (Fi e No. m+n=2i+1)))
= (n € Ng A 3k € Ng. n = 2k) = VYm € No.

F(((F eNg.m=2l)= (A € No. m+n=2])) A
(FleNg.m=2141)= (Fi e No. m+n=2i+1)))
= (n € No A 3k € Nyo. n = 2k) = Vm € No.
F((FleNg.m=2l)= (A € Ng. m+n=2[)) A
F((FeNy.m=2l41)=(FeNy.m+n=2i+1))
= (n € No A 3k € Nyo. n = 2k) = Vm € No.
(F(AleNo.m=2l) = F(T € No. m+n=20)) A
F((FeNy.m=2l41)=(FeNy.m+n=2i+1))
= (n € Ng A3k € Ng. n = 2k) = Vm € No.

(F eNog. Fim=2l)) = F(I € No. m+n = 2l)) A
F((FeNo.m=2l+1)=(FJieNg.m+n=2i+1))
= (n € Ng A 3k € Ng. n = 2k) = VYm € No.
(FeNg.m=2l)=F@E@ € No. m+n=20)) A
F((FeNo.m=2l+1)=(FJieNg.m+n=2i+1))
= (n € No A 3k € Nyo. n = 2k) = Vm € No.
(FeNo.m=2l)= (I € Ng. Flm+n =20))) A
F((FeNy.m=2l41)=(FeNy.m+n=2i+1))
= (n € Ng A 3k € Ng. n = 2k) = VYm € No.
(FeNg.m=2l)= (I eNo. m+n=20))A
F((FeNo.m=2l+1)=(FJieNg.m+n=2i+1))
= (n € Ng A3k € Ng. n = 2k) = Vm € No.

((HZENO m—2l) (HZENO m+n:2l))
(FAleNo.m=2l+1)=F(Fi e No. m+n=20+1))
= (n € No A3k € Ng. n = 2k) = Vm € No.
(FeNg.m=2l)=(FHeNg. m+n=20))A
(FeNg. Flm=20l+1)) = F(Fi € Nop. m+n=2i+ 1))
= (n € No A3k € Ng. n = 2k) = Vm € No.
(FeNg.m=2l)= (I eNo. m+n=20))A
(FeNg.m=2l+1)=F(FieNo.m+n=2i+1))
= (n € Ng A 3k € Ng. n = 2k) = VYm € No.
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Negace:

(FeNg.m=2)= (3 €No. m+n=20))A
(FeNg.m=2l+1)= (i € Ng. Flm +n =2i+1)))

(FeNg.m=2)= (3 e€Ng. m+n=20))A
(FeNg.m=2l4+1)= (T € No. m+n=2i+ 1))

(
(
= (n € No A 3k € Nyo. n = 2k) = Vm € No.
(
(

F(—=((n € No A Jk € Ng. n = 2k) = Vm € No.
(FeNg.m=2l)= (T eNg.m+n=20))A
(AleNo.m=2l41)= (F e No. m+n=2i+1))))

=G((n € No A 3k € No. n = 2k) = VYm € N.

(FeNg.m=2l)= (T eNog.m+n=20))A
(3leNg.m=2141)= (J e No. m+n=2i+1)))

=F(n € NoAJk € Ng. n =2k) ANG(Vm € Np.

AeNy.m=2)= (A eNp. m+n=20))A
AeNy.m=2+1)= (FieNo. m+n=2i+1)))
F(n € No) NF(Ik € Nog. n =2k)) AG(¥Ym € Ny.
(FeNg.m=2l)= (T eNg.m+n=20))A
(FeNo.m=2l+1)= (F € No. m+n =20+ 1)))
= (n € No A F(3k € No. n = 2k)) A G(¥m € No.
(FeNg.m=2l)= (T eNg.m+n=20))A
(3leNg.m=2141)= (J e No. m+n=2i+1)))
(

((
((

= (n € No AJk € No. F(n = 2k)) A G(¥Ym € Np.

(FeNg.m=2l)= (I eNo.m+n=20))A
(FeNg.m=2l+1)= (FieNg. m+n=2i+1)))
(

= (n € Ng AJk € No. n = 2k) AG(YVm € No.

(FeNg.m=2l)= (T eNg.m+n=20))A
(FeNg.m=2l+1)= (FieNg. m+n=2i+1)))
= (

= (n € No A3k € No. n = 2k) A Im € Np.

G(((A eNg.m=2l)= (A € No. m+n=20)) A
(FeNg.m=2l+1)= (F € Ng. m+n=2i+1)))
= (n € No A3k € No. n = 2k) A Im € Np.
(FHeNg.m=2l)= (T eNg.m+n=20))V

(Al eNy.m=20+1)= (FJieNg. m+n=2i+1))
= (n € Ng A3k € No. n = 2k) A Im € Ny.
(FAleNo.m=2)ANG(A € Nop. m+n=21))V
G((AeNo.m=20+1)=(FJieNg.m+n=2i+1))
= (n € No A3k € No. n = 2k) A Im € Np.

(FeNo. Fim=20)) ANGA e Ng. m+n=2l)) V
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G((AeNo.m=20+1)=(FJieNg.m+n=2i+1))
= (n € Ng A3k € No. n = 2k) A Im € Ny.
(FeNg.m=2)ANGE € No. m+n=2[)) Vv
G((AeNo.m=20+1)=(FJieNg.m+n=2i+1))
= (n € Ng A3k € No. n = 2k) A Im € Ny.
(FleNg.m=20) ANV € No. G(m+n=21)))V
G((AeNo.m=20+1)=(FJieNg.m+n=2i+1))
= (n € Ng A3k € No. n = 2k) A Im € Ny.

(Al eNg.m=2) ANVl € Ng. ~(m+n=21)))V
G((AeNo.m=20+1)=(FJieNg.m+n=2i+1))
(TLEN()/\HkEN() n—2k)/\§|m€No

(Al eNg.m=2) ANVl € Ng. ~(m+n=21)))V
(F(AleNo.m=2l4+1)AG(Fi e No. m+n=2i+1))
(TLEN()/\HkEN() n—2k)/\§|m€No

(Al eNg.m=2) ANVl € Ng. ~(m+n=21)))V
(T eNo. Fim =20+ 1) AG(Fi € No. m+n =2i+1))
(TLEN()/\HkEN() n—2k)/\§|m€No

(Al eNg.m=2) ANVl € Ng. ~(m+n=21)))V
(FeNo.m=20+1)ANG(FieNg. m+n=2i+1))
(TLEN()/\HkEN() n—2k)/\§|m€No

(Al eNg.m=2) ANVl € Ng. ~(m+n=21)))V
(FeNg.m=20+1)AN(VieNo. Gm+n=2i+1)))
(TLEN()/\HkEN() n—2k)/\§|m€No

(Al eNg.m=2) ANVl € Ng. ~(m+n=21)))V
(FeNg.m=2l+1)AN(VieNg. -(m+n=2i+1)))

Pro prepis do textové podoby si uvédomte, jak se zneguji podformule pro sudost a lichost:
,Prirozené ¢islo n je sudé a existuje prirozené ¢islo m takové, ze m je sudé a m + n neni
sudé, nebo m je liché a m + n neni liché.”

f) Tento piiklad je podobny pfedchozimu. Jedné se vlastné o definici pojmu prvocisio.
Proto budeme moci formuli chépat tak, Ze charakterizuje predikat ,,byt prvocislem® v ter-
minech predikatové logiky. VSimnéte si, Ze v ¢esting se v definicich pouziva slovo ,,jestlize”
ve vyznamu ,tehdy a jen tehdy”, ackoliv v pfirozeném jazyce ma spige vyznam implikace
zprava doleva.

Abychom mohli napsat formuli ¢ bez relace délitelnosti, musime umét vyjadfit
délitelnost dvou &sel pomoci formule predikétové logiky. Nechtf a,b € N. Cislo a déli
¢islo b, jestlize dc € N. b = ca.

Za zminku (a pov8imnuti) stoji i zptisob, jakym vyjadiime, Ze néjakou vlastnost maji
pouze nekterd ¢isla: univerzalni kvantifikaci vezmeme do tvahy vSechna ¢isla a pomoci
implikace se omezime pouze na tu skupinu, kterd nas zajima.

Necht n € N.
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P(n) = ptirozené dslo n je prvodislo
p=Pn)e (YmeN. (m#1Am#n)= -3k e N n=km)

Prevedeni do normélniho tvaru:

-
=
=

s (WVmeN (m#1Am#n)= -3k eN n=km))
Pn)) < FVmeN. (m#1Am#n)= -3k eN. n=km)
s F(vmeN (m#1Am#n)= -3k e N. n=km)
(VmeN. F((m#1Am#n)= -3k € N. n=km))
(VmeN. F(m#1Am#n)=F(-3Ik € N. n=km))
(VmeN. (Fim#1)ANF(m #n)) = F(—-Ik € N. n=km))
(VmeN. (m#1ANF(m#n))=F(-3Ik eN. n=km))
(VmeN. (m#1Am#n)= F(=3k € N. n=km))
(VmeN. (m#1Am#n)=G(3k € N. n=km))

( .(m#LAm#n)=VkeN. Gn=>km))

( (m#1Am#n)=VkeN —~(n=>km))

3

3

3

3

3

3

3

I
VYUV UYDUTTTN
3

TN TN TN TN TN TN TN N N

3

)
)
)
)
)
)
)
)
)

A O O A

¥Ym e N.

Prepis normélniho tvaru do textové podoby by byl shodny s ptivodnim tvarem, protoze
v normalnim tvaru je jinak charakterizovana jen nedélitelnost.

Negace této formule je uzitecna pouze jako cviceni, fakticky nema vyznam negovat
definici.

F(=(Pn) e (YmeN. (m#1Am#n)= -3k eN. n=km)))
=G(P(n) & (YmeN. (m#1Am#n)= -3k € N. n=km))

=(F(Pn))ANG(VmeN. (m#1Am#n)=-3keN. n=km))V
(GPM)ANF(VmeN. (m#1Am#n)= -3k eN. n=km))
=(PM)ANGVmeN. (m#1Am#n)=-IFke N n=km))V
(GPM)ANF(VmeN. (m#1Am#n)= -3k eN. n=km))
=(Pn)AN@BmeN.G((m#1Am#n)=-3JkeN n="km)))V
(GPM)ANF(VmeN. (m#1Am#n)= -3k eN. n=km))
=(Pm)ANEGmeN.Fm#1Am#n)ANG(-Ik eN. n=km)))V
(GPM)ANF(VmeN. (m#1Am#n)= -3k eN. n=km))
=(Pm)AN@meN (Fim#1)ANFm#n) ANG(—Ik € N.n=km)))V
(GPM)ANF(VmeN. (m#1Am#n)= -3k eN. n=km))
=(Pm)AN@meN (m#1ANF(m#n)) ANG(—3Ik € N. n=km))) VvV
(GPM)ANF(VmeN. (m#1Am#n)= -3k eN. n=km))
=(Pn)AN@BmeN (m#1Am#n)ANG(—Ik e N.n=km)))V
(GPM)ANF(VmeN. (m#1Am#n)= -3k eN. n=km))
=(Pn)A@BmeN (m#1Am#n) ANF(Fk e N.n=km)))V
(GPM)ANF(VmeN. (m#1Am#n)= -3k eN. n=km))
( (

dmeN (m#1Am#n) ATk e N. F(n="km)))V
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GPM)ANF(VmeN. (m#1Am#n)= -3k eN. n=km))

)
PmyAN(BmeN. (m#1Am#n) ATk e N n="km))V
GPM)ANF(VmeN. (m#1Am#n)= -3k eN. n=km))
Pn)yA(@meN (m#1Am#n) ATk e N.n=km))V

A
Pn)ANF(VmeN. (m#1Am#n)= -3k €N n=km))
mMyAN@BmeN. (m#1Am#n)ANIkeN n=km))V
Pn)AN(¥VmeN. F((m#1Am#n)= -3k € N. n=km)))
mMyAN@BmeN. (m#1Am#n)ANIkeN n=km))V
Pn)AN(¥VmeN. F(m#1Am#n)= F(-3Ik € N.n=km)))
mMyAN@BmeN. (m#1Am#n)ANIkeN n=km))V
Pn)AN(¥meN. (Fim#1) ANF(m#n)) = F(-3Ik € N. n=km)))
mMyAN@BmeN. (m#1Am#n)ANIkeN n=km))V
)
A
)
A
)
A
)
A
)

]

J

]

J

]

J

]

J

]

Pn)A(VmeN. (im#1ANF(m#n)) = F(—-Ik € N. n=km)))
mMyAN@BmeN. (m#1Am#n)ANIkeN n=km))V

Pn)AN(¥VmeN. (im#1Am#n)= F(—-Ik € N. n=km)))
mMyAN@BmeN. (m#1Am#n)ANIkeN n=km))V

Pn)AN(VmeN. (im#1Am#n)=GEk e N. n="km)))
PmyAN(BmeN. (m#1Am#n) ATk e N n="km))V
“Pn)AN(VmeN. (m#1Am#n)=VYkeN Gn=>km)))
PmyAN(BmeN. (m#1Am#n) ATk e N n="km))V
“Pn)AN(VmeN. (m#1Am#n) =Yk eN =(n=km)))

J

]

J

]

(
= (
(
= (
(
= (
(
= (
(
= (
(
= (
(
= (
(
= (
(
= (
(
= (
(

Slovni pfepis negace ¢ by mohl znit takto: ,Necht n € N. Potom je n prvodislo a pfitom
je délitelné néjakym cislem riiznym od sebe sama i ¢isla 1, nebo n neni prvodislo a neni
délitelné zadnym c¢islem kromé sebe sama a ¢isla 1.“ Do

Uvodni vétu ,Nechf n € N.“ explicitné uvadime, protoze formule ¢ a tudiZ i jeji
negace obsahuje volnou proménnou n (proménnd n neni kvantifikovana). Nemd tedy
smysl hovorit o pravdivosti formule ¢ jako takové nebo jeji negace. Ma smysl se ptat,
zda formule nebo jeji negace plati pro néjaké konkrétni n z mnoziny hodnot, pro néz jsou
definovany predikaty, v nichZ se proménna n vyskytuje. Takovou mnozinou je naptiklad
mnozina prirozenych ¢isel. Abychom odstranili nejasnosti, explicitné ji vymezujeme.

g) Tento slovni zapis ponechévé prostor pro pochybnosti. Néni Gplné ziejmé, jestli je b
volnd proménna, nebo je existencialné kvantifikovana. Protoze v pfislusné ¢asti neni ex-
plicitné uvedeno ,existuje b ani ,néjakym b“, budeme b povazovat za volnou proménnou.

Necht a,b € Ny.

p=(@>8VikeN a=kb)=(a>bANa-b>Db)

Formule jiz je v normélnim tvaru, ovéfeni vypoctem ponechavame ¢tenaii.
Negace:

F(=((a>8Vv3keN a=kb)=(a>bAa-b>D)))
Gla>8VIkeN a=kb)= (a>bAa-b>1D))
Fla>8VIkeN a=kb)AGla>bANa-b>Db)
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(a>8)VF(FkeN. a=kb)ANGla>bANa-b>D)
a>8VFEBkeN a=kb)ANGla>bAa-b>Db)
a>8V3IkeN Fla=kb)ANGla>bAa-b>Db)
a>8VIdkeN. a—kb)/\g(a>b/\a b>b)
a>8V3IkeN a=kb)A(Ga>b)VG(a-b>D))
a>8VIdkeN. a—kb)/\(—'a>b\/g(a b>10))
=(a>8VIkeN a=kb)A(—ma>bV-a-b>"D)

=(F
= (
= (
= (
= (
= (

V textové podobé mlizeme nagaci zapsat napiiklad takto: ,Soucasné plati nasledujici dvé
tvrzeni. (1) Cislo a je v&t& ne# 8, nebo ¢islo b déli ¢fslo a. (2) Cislo a neni vét& nez ¢slo b,
nebo a - b neni vétsi nez b.“

Ptiklad 5.

V nasledujicich piikladech méte za kol znegovat definicni podminky réznych pojmd.
Definice pojmt zapiste jako formule vyrokové, resp. predikatové logiky a znegujte je.

a) Necht n je ptirozené ¢islo. Co znamend, Ze n neni liché?

b) Necht R je relace. Co znamend, %e R neni antisymetrick4?

c) Necht [/ C A x B je parcidlni funkce. Co znamend, %e f neni minimélni prvek
usporddané mnoziny (F, C), kde F je mnozina vSech parcialnich funkei z A do B?

d) Necht f C A x B je parcidlni funkce. Co znamen4, %e f neni nejmensi prvek uspofa-
dané mnoziny (F,C), kde F je mnozina v8ech parcidlnich funkei z A do B?

e) Rekneme, e piirozené ¢islo m je §tastné a veselé, jestlize pro Z4dné prirozené &islo n
veétsi nez m neplati, 7e m déli n a m + n je liché. Co znamend, Ze ¢islo m neni §tastné a
veselé?

f) Rekneme, 7e piirozené &slo k je odvdiné, jestlize existuji pfirozena &sla a, b takova,
7e aibje riizné od &sla 1 a zarovenn k2 = a?b?. Co znamena, 7e ¢islo k neni odvazné?

g) Nechf R C M x M je binarni relace na mno#iné M. Rekneme, 7e relace R je pritazlivd,
jestlize pro kazdé x,y € M plati: pokud (x,y) € R, potom existuje z € M takové, Ze
(x,2) € Ra (y,2) € R. Co znamena, Ze relace R C M x M neni pfitazliva?

h) Necht f: M — M je funkce. Rekneme, %e f md trojihelnik, jestlize pro kazdé x €
€ M plati f(x) # x a existuji navzajem rizna xi,xe,x3 € M takova, Ze f(x1) = w2,
f(x2) = x3 a f(x3) = x1. Co znamend, ze funkce f: M — M nema trojihelnik?

Priklad 6.

Meé&jme vyrokovou formuli p = (A = B) = (B = A).
a) Najdéte vSechny valuace v, pro néz S, (¢) = true. Kolik jich je?
b) Najdéte vSechny valuace v, pro néz S, (¢) = false. Kolik jich je?
Reseni
Protoze pro danou valuaci kazda formule vyrokové logiky bud plati, nebo neplati,
budou valuace, pro néz je formule ¢ splnéna, a valuace, pro néz splnéna neni, tvotit roz-
klad na mnozing viech valuaci. P¥itom mnozina viech valuaci je {true, false}4* (mnozina
viech funkci z At do {true, false}). Protoze mnoZina At je nekonecna, je jisté nekonecna
i mnozina vsech valuaci.
Ve formuli ¢ se vSak vyskytuji pouze dvé vyrokové proménné. Ma proto smysl rozdélit
mnozinu vsech valuaci podle toho, jaké hodnoty pfifazuji vyrokovym proménnym A a B.
Rozklad mé 4 tfidy, kazd4a z nich je nekonecné.
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Ago = {v : At — {true, false} | ¥(A) = false A v(B) = false}
Aor = {v : At — {true, false} | v(A) = false A v(B) = true}
Ao = {v: At — {true,false} | ¥(A) = true A v(B) = false}
A =A{v: At — {true, false} | ¥(A) = true A v(B) = true}

a) S,(¢) = true plati pro vSechny valuace v € Agg U A10 U A11, coZ ovéfime vypodty.
Valuaci je tedy nekonecné mnoho.
Necht v € Ago.

Su(A4) = false (i)  z definice v
Su(B) = false (ii)  z definice v
S,(A= B) = true (iii)  z (i) a (i)
S,(B=A) = true (iv) z (i) a ()
S,((A= B)= (B=A)) =true (v) oz (iii) a (iv)

Necht v € Aqp.

Sy(4) = true (i)  z definice v
Su(B) = false (ii)  z definice v
S,(A= B) = false (iii)  z (i) a (i)
Sy(B=A) = true (iv) z (i) a ()
S,((A= B)= (B=A)) =true (v) oz (iii) a (iv)

Necht v € Aqq.

S, (A4) = true (i) 2z definice v
S,(B) = true (ii)  z definice v

S,(A = B) = true (iii) =z (i) a (i)

Sy(B = A) = true (iv) =z (i) a ()
S,((A= B)= (B= A)) = true (v) oz (iii) a (iv)

b) S, (¢) = false plati pro vSechny valuace v € Agy, coZ ovéiime vypoctem. Valuaci je
tedy nekonecné mnoho.
Necht v € Ag;.

S, (4) = false (i)  z definice v

Su(B) = true (ii)  z definice v
S,(A= B) = true (iii)  z (i) a (i)
Sy(B=A) = false (iv) z (i) a ()

S, (A= B)= (B= A)) =false (v) =z (iil) a (iv)
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Priklad 7.

Rozhodnéte, zda nasledujici formule vyrokové logiky jsou splnitelné. Pokud ano, naleznéte
valuaci, ktera to dosvédcuje.

a) (A=BAB=C)HNAANC

b) (D& (WEVD)A-((DAE)= A)

c) (—BAA) e (A= B)A (=B = A))

Reseni

Jak vite z pfednagky, rozhodnout o splnitelnosti dané formule vyrokové logiky je
vypocetné velmi narocné. V podstaté to znamena vyzkouset vsechna mozné ohodno-
ceni vyrokovych proménnych. Pozor: ne viechny valuace. Valuaci je nekone¢né mnoho.
Protoze vsak kazda formule obsahuje pouze koneéné mnoho vyrokovych proménnych, je
mozné mnozinu vsech valuaci rozlozit na koneéné mnoho tiid podobné jako v predchozim
prikladé a uvazovat pak celou t¥idu rozkladu valuaci najednou.

Pokud rozhodujeme o splnitelnosti formuli ru¢né, je vyhodné postupovat shora po
struktufe formule a ptat se, co musi platit pro jednotlivé podformule, aby byla formule
splnéna. Tak budeme postupovat i my a postupné budeme klast na valuaci v pozZa-
davky, kterym musi vyhovovat, aby byla formule splnéna. MiiZete samoziejmé zvolit i
jiny postup, napiiklad mechanicky vypocet S, (p) pro valuace z jednotlivych tiid rozk-
ladu.

a) Aby byla formule splnéna, musi byt splnény obé podformule, které jsou v konjunkei.
Zejména tedy musi platit v(C') = false. Zbyla podformule je opét konjunkce, z niZ plyne,
7e musi platit v¥(A) = true. Zbyla podformule je opét konjunkce, musi byt tedy soucasné
splnény obé implikace A = B i B = C. Aby bylo splnéno A = B, musi platit v(B) =
= true, protoze v(A) = true. Aby bylo splnéno B = ', musi platit v(B) = false, protoze
v(C) = false. Zadn4 valuace nemfie soucasné spliiovat v(B) = true a v(B) = false,
formule neni splnitelnA.

b) Formule je konjunkci dvou podformuli. Aby byla splnéna levd podformule, staci,
aby platilo (D) = true. Na hodnoté v(F) potom nezdlezi. Aby byla splnéna prava
podformule, nesmi byt splnéna implikace uvnitt negace. Toho lze docilit pouze tak, Ze
bude platit v(A) = false a D A E se vyhodnoti na true, coz nastane, pokud bude platit
v(E) = true.

Formule je splnitelna. Je splnéna libovolnou valuaci v, kterd spliiuje v(A) = false
a v(D) = v(E) = true. Pozor: Nen{ mozné napsat v = {(A, false), (B, true), (C, true) }.
Kazda valuace pritazuje pravdivostni hodnoty véem vyrokovym proménnym. I tém, které
se nevyskytuji ve formuli, se kterou prave pracujeme.

¢) Formule klade dvé podformule do logické ekvivalence. Aby byla splnéna, musi obé
podformule bud soucasné platit, nebo soucasné neplatit. Zkusme nejprve zjistit, zda mo-
hou obé podformule soucasné platit. Leva podformule je konjunkci. Aby byla splnéna,
musi platit v(A) = v(B) = true. Snadno se nyni ukéZe, Ze za téchto podminek je splnéna
i prava podformule. Pro zopakovani zde uvedeme vypocet, ktery to ovétuje:

Sy(A) = true (i) z definice v
Sy(—4) = false i) oz ()
S, (B) = true (i)  z definice v
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Sy(—A = B) = true (iv) =z (ii) a (iii)
Sy(—B) = false (v) z

Sy(—~B = A) = true (vi) =z
S,((mA= B)A (=B = A)) = true (vil)  z (iv) a (vi)

Formule je splnitelna. Je splnéna libovolnou valuaci v, ktera spliiuje v(A) = v(B) =
= true.

Kdybychom zjistili, Ze obé podformule nemohou byt soucasné splnény, museli bychom
vyzkouset, zda mtZe nastat, Ze nebude splnéna ani jedna.

Priklad 8.

Ozna¢me V mnozinu vSech valuaci. Uvazujme uspofadanou mnozinu (U, C), kde U =
= {f C At x {true,false} | f je parcidlni funkce} (jedna se opét o mnozinu parcidlnich
funkef uspotrddanych mnozinovou inkluzi).

a) Dokaite, Ze plati ¥V C U.

b) Charakterizujte valuace v pojmech uspofadané mnoziny (U, C) a dokazte, Ze je po-
dand charakterizace spravna.

¢) V uspofadané mnozingé (U, C) urdete vSechny maximalni dolni zavory mnoziny {v €
eV | Sy(BA(C = A)) =true}. Jsou to valuace?

d) Co musi splitovat vyrokova formule ¢, aby v uspofadané mnoziné (U, C) méla mnoz-
ina{feld|IveV.fCrAS,(¢) = true} infimum? Bude infimum valuace?
Reseni

a) Ano, je to tak ziejmé, jak to vypadd. Kazda valuace je totdlni funkce z At do
{true, false}, je to tedy i parcidlni funkce z At do {true, false} a proto patii do mnoZiny U.

b) Opét se jedné o analogii toho, co jste uZ fesili. Valuace jsou z definice pravé totalni
funkce (tj. kazda valuace je totdlni funkce a kazda totalni funkce je valuace) z At
do {true,false}. DokéZeme, Ze totalni funkce jsou pravé maximalni prvky uspofadané
mnoziny (U, C). Celkem tedy dostaneme, Ze valuace jsou pravé maximalni prvky (U, C).

Necht f : At — {true,false} je totalni funkce. Sporem piedpokladejme, Ze to neni
maximalni prvek (U, C). Tedy existuje g € U takova, 7e [ C g¢. Proto musi existovat
A € At takové, Ze g(A) je definovano a f(A) definovano neni. To je spor s tim, Ze [ je
totalni funkce.

Necht f € U je maximélni prvek (U, C). Sporem pfedpokladejme, Ze neni totalni.
Tedy existuje A € At, pro které neni f definovana. Polozme g = f U {(A4, true)}. Jisté
plati g e U a f C g, f # g. To je ovsem ve sporu s predpokladem, %e¢ f je maximélni
prvek (U, Q).

¢) Nejprve popiSeme mnoZinu, zna¢me ji tfeba M, jejiZz maximalni dolni zavory uréu-
jeme. Mnozina M je mnoZina v8ech valuaci, pro néz je formule B A (C = A) splnéna.
Podobné jako v jednom z predchozich piikladi musime urcit vSechny valuace, pro néz je
formule splnéna. Plati

M=A4,U Ay U Ag

A1 ={r eV | v(A) =false A v(B) = true A v(C) = false}
Ay ={r eV | v(A) =true Av(B) = true A v(C) = false}
As ={r eV | v(A) =true A v(B) = true A v(C) = true}
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Dolni zédvorou mnoZiny M je kazda parcidlni funkce f : At — {true, false}, takova,
ze pro libovolné v € M plati f C v. Aby to mohlo byt splnéno, nesmi byt funkce f
definovana pro A a C. Zaroven nesmi byt definovana ani pro 7adné jiné D € At, D # B.
Pro kazdé D € At, D # A, D # B, D # C toti7 jisté existuji vq,12 € M takové, Ze
(D) = true a (D) = false. Pokud by potom funkce f byla pro D definovan, platilo
by f & 11 nebo f & 1, a funkce f by proto nebyla dolni zavorou M.

Celkem jsme tedy dostali, Ze dolni zédvora mnoziny M miize byt definovina pouze
pro B a pokud je, musi navic platit f(B) = true. Existuji proto pouze dvé dolni zavory
mnoziny M: fi =0 a fo = {(B,true)}. Maximélni horni zdvorou (a dokonce infimem, tj.
nejvétsi dolni zédvorou) je pouze funkce fa a jisté to neni valuace.

d) Véiim, Ze jste se nenechali zmast sloZitosti zadani a uvédomili jste si, jak je tento
priklad trividlni. Formule m@ze byt zcela libovolna. Infimum dané mnoziny, znac¢me ji
tieba N, vzdy existuje a je to (). Pro libovolnou valuaci v € V, bez ohledu na to, zda
je pro ni né&jaka formule splné ¢ nikoliv, totiz plati # C v. Proto ) € N. Protoze 0 je
nejmensi prvek (U, C), je to infimum N. A zcela jisté to neni valuace.

Priklad 9.

Necht pro ¢ € N je A; € At atomické propozice. Pro vSechna n € Ny definujme formule
vy takto:

e (o = true
® Vntl = Yn N An

(Tedy naptiklad ¢3 = ((true A A1) A Ag) A Ag, piicemZ na uzavorkovani zfejmé nezalezi.)
a) Pro kazdé n € N naleznéte valuaci v, takovou, Ze

N _ ftrue proi<n
S (i) = {false jinak

b) Naleznéte valuaci i takovou, aby pro vechna n € Ny platilo S, (¢,) = false.

c¢) Naleznéte valuaci 7 takovou, aby pro vsechna n € Ny platilo Sy (¢n) = true.
Reseni

Jak jste si pravdépodobné vsimli, zadani neni formalné v poradku, protoze true se
nemiize ve formuli vyrokové logiky vyskytovat. Abychom zachovali zamysleny vyznam,
a zadani pfitom bylo korektni, musime true nahradit libovolnou tautologii, naptiklad
BV-B, kde B # A; pro vsechna ¢ € N. V dalsim tedy budeme predpokladat, 7e zékladni
krok induktivni definice m4 tvar
wo = Bv-B

a) Pro kazdé n € Ny pozadujme, aby pro valuaci v, platilo

N _ [true pokudi<n
vn(Ai) = {false jinak

Indukci vzhledem k n dokazeme, Ze potom tyto valuace spliiuji pozadavky ze zadani.
Zakladnt krok: n = 0. ProtoZe S, (o) = true plati pro kazdou valuaci v, plati to
zejména pro valuaci 1.
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Indukénd krok.ProtoZze pro vy, 41 platl vy 11(Any1) = true, platii Sy, (Any1) = true.
Protoze vp41(Ai) = v (A;) = true pro v8echna i € Ny, ¢ < n a z indukéniho pfedpok-
ladu plati Sy, () = true, platii S, . (p,) = true. Celkem dostdvame S, ., (¢n41) =
= Sy, (on N Apy1) = true, coz jsme méli v indukénim kroku dokézat.

b) Hledana valuace p neexistuje, protoze S, (po) = true pro libovolnou valuaci v.
c) Necht pro valuaci n plati n(A;) = true pro vSechna i € N. Indukei vzhledem k n
dokazeme, Ze potom je to hledana valuace.

Zdkladni krok: n = 0. Protoze o je tautologie, jisté plati Sy (o) = true.

Indukcni krok. Protoze pro n plati n(A,y1) = true, plati i S,(A,41) = true. Z in-
dukéniho predpokladu déle plati S,(p,) = true, takie celkem dostévame Sy(pni1) =
= Sy(n A Aypqr) = true, coZ jsme méli v indukénim kroku dokézat.
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