IB000 Uvod do informatiky — piiklady na procvieni
Sada 9 — Zadani

Téma

Induktivné definované mnoziny, jednoznacné induktivni definice, induktivné definované
funkce z induktivné definovanych mnozin. Strukturdlni indukce.

Priklad 1.
Necht M C Ny je induktivné definovana takto:

e e M
o jestlize x € M, potomz +4 € M

a) Zapiste formalné funkce induktivnich pravidel této definice.
b) Plati 129 € M? Plati 65 € M?

¢) Mnozinu M zapiste explicitng, tj. ve tvaru M = {...}.

d) Je tato definice jednoznacna? Svou odpoved zdavodnéte.

Priklad 2.

Necht M C Ny je induktivné definovana takto:

e e M
o jestlizex € M, potomxr+3e Max+5e M
o jestlize x,y € M, potom xy € M

a) Zapiste formalné funkce induktivnich pravidel této definice.
b) Plati 127 € M? Plati 17 € M?

¢) Mnozinu M zapiste explicitng, tj. ve tvaru M = {...}.

d) Je tato definice jednoznacna? Svou odpoveéd dokazte.

e) Rozhodnéte zda plati tvrzeni

IneNyg.VneNg. m<n=neM

a spravnost svého rozhodnuti dokazte.

Priklad 3.
Uvazujme induktivné definovanou mnozinu M C Ny

e 0eM,1eM
e jestlize x € M, potom 2x € M

Tato induktivni definice je zfejmé jednoznacnd, takze funkce f : M — Np je korektné
urcena nasledujici induktivni definici

.« JO) =L f(1)=0
o [(22) = fx) +1

a) Ukazte vSechny kroky vypoctu hodnoty f(256) podle této induktivni definice.
b) UkaZte vSechny kroky vypoctu hodnoty f(192) podle této induktivni definice.



¢) MnoZinu M zapiste explicitné.
d) S vyuzitim explicitniho vyjadfeni prvkt mnoziny M zapiste explicitné i funkei [, tj.
pro kazdé n € M stanovte hodnotu f(n).

Priklad 4.
Mnozinu Ny € Ny definujme nasledujici induktivni definici:

e 0 €Ny
e jestlize n € Ng, potom n + 1 € Ny

Induktivné definujte funkce
a) f: Nog — Ny, f(n) =n-+3
b) f: No — Ny, f(n) =n?4+3n+1
c) f:No— No, f(n) = ontl 1
d) f: Ng — {sudé,liché}

_ fsudé pokud n je sudé
f(n) = {liché jinak

Ptiklad 5.

Mé&jme mnozinu (abecedu) ¥ = {a}. Konecnym posloupnostem prvki (znakt) ¥ budeme
pro strucnost fikat slova nad abecedou X. Prazdnou posloupnost (prazdné slovo, slovo
délky 0) budeme znacit . Uvédomte si, Ze € je metasymbol, zejména ¢ ¢ ¥. Mnozinu
3* C ¥* vech slov nad abecedou ¥ definujme induktivné takto:

e ce ¥
o jestlize w € ¥*, potom wa € ¥*.

Tato definice je jednoznac¢na. Vsimnéte si podobnosti této definice s induktivni definici
mnoziny pfirozenych ¢isel. Induktivné definujme funkci [ : ¥* — Ny, kterd bude pocitat
délku slova nad abecedou .

e l(s)=0
o l[(wa) =1l(w)+1

Uvazujme funkci S : ¥* — ¥* definovanou induktivné takto:

e S(e)=a
e S(wa) = S(w).aaa

Necht w € ¥*. Pomoci funkce [ charakterizujte, co pocita funkce S, tj. stanovte, co musi
splilovat w,v € ¥*, aby platilo S(u) = v a své tvrzeni dokazte (strukturdlni indukei).

Priklad 6.

Necht ¥ je koneénd mnoZina symboli.

a) Podejte jednoznacnou induktivni definici mnoZiny ¥* v8ech konecnych posloupnosti
symbolli z mnoziny 3.

b) Necht wq,wy € ¥*. Definujte induktivné mnozinu vsech slov nad abecedou X, kterd
obsahuji podslovo w; nebo wy. Strukturalni indukei dokazte, Ze je definice spravneé.



¢) S vywitim jednozna¢né induktivni definice mnoZiny ¥* z predchozi ¢ésti tohoto
piikladu pro kazdé a € ¥ induktivné definujte funkci #, : ¥* — Ny, kterd pro kazdé
slovo w € ¥* vrati pocet symboli a ve slové w. Strukturdlni indukci dokazte, ze je funkce
definovéna spravneé.

Priklad 7.
Necht ¥ = {a, b, ¢}. Uvazujme mnozinu M C ¥* danou néasledujici induktivni definici

e ba,bc,cb,abe M
o jestlize x,y € M a x = au a y = va pro néjakad u,v € ¥*, potom xy € M
o jestlize r,y € M a x = ub a y = bv pro néjaka u,v € ¥*, potom xy € M

a) Rozhodnéte, zda abbacbba € M, cbbecbba € M, abbecbba € M, abbabecbabba € M.
Své tvrzeni zddvodnéte.

b) Reverzi slova w € ¥* w = ay...an, kde a; € ¥ pro kazdé i = 1,...,n, rozumime
slovo w! = @, . .. a1. Napiiklad reverz slova abbe je slovo chba.
Strukturalni indukei dokaZte, e pro kazdé w € M plati w® € M, tj. Ze mno¥ina M je
uzaviena na reverzi slov.

Priklad 8.

Necht M je mnoZina. Necht XY C M jsou induktivné definované mnoZiny se spole¢nou
mnozinou B C M bézovych prvki, pficemz fi,..., fm jsou funkce induktivnich pravidel
z definice X a gy, ..., g, jsou funkce induktivnich pravidel z definice Y.

Necht m4 induktivné definovand mnozina 77 € M mnozinu bazovych prvka X a funkce
induktivnich pravidel gq,..., gn.

Necht m4 induktivné definovand mnozina 72 C M mnoZinu bazovych prvki Y a funkce
induktivnich pravidel fi,..., fm.

Rozhodnéte, zda plati 71 = Zo a své tvrzeni dokazte.

Priklad 9.

Necht M je mnozina. Necht X, Y C M jsou jednoznacné induktivné definované mnoziny.
Necht By € M je mnoZina bézovych prvka definice X a necht By C M je mnoZina
bazovych prvki definice Y. Necht definice X a Y maji spoleéné funkce induktivnich
pravidel f1,..., fn.
Necht m4 induktivné definovand mnozina S € M mnozinu bézovych prvki Bx N By a
funkce induktivnich pravidel fi,..., fn.
Necht m4 induktivné definovand mnozina 1" C M mnozinu bazovych prvki By U By a
funkce induktivnich pravidel fi,..., fx.

a) Rozhodnéte, zda je mnoZina S definovina jednoznacéné. Své tvrzeni dokazte.

b) Rozhodnéte, zda je mnoZina T definovana jednoznacné. Své tvrzeni dokate.

¢) Rozhodnéte, zda plati S = X NY a své tvrzeni dokaZte. Co miZeme na zakladée
tohoto vysledku tict o pfipadé, v némz bychom nepozadovali, aby definice mnozin X a
Y byly jednoznacné?

d) Rozhodnéte, zda plati 7' = X UY a své tvrzeni dokazte. Co mtZeme na zakladé
tohoto vysledku tict o pfipadé, v némz bychom nepozadovali, aby definice mnozin X a
Y byly jednoznacné?



Priklad 10.

V zavérecném prikladé této sady se seznémite s obecnéjsim pojetim induktivnich definic,
kdy je navzajem provazana definice vice mnozin, resp. funkci. U funkei jste se s tim
uz v omezené mife setkali. Definice funkci F a G, které prevadéji logické formule do
normalniho tvaru, jsou také provazany, ale obé funkce maji stejny defini¢ni obor.

Necht jsou mnoZiny A, B,C C {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, (,),*,+}"* definovany induktivné
takto (v8imnéte si typografického vyznaceni, 7e se jednd o symboly, z nichZz budeme
vytvafet slova, nikoliv o ¢sla a operace s nimi):

{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} C A

jestlize t € C, potom (1) € A

ACB

jestlize x € B ay € A, potom x*xy € B
BCC

jestlize x € B a y € C, potom z+y € C

Necht X = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,T,P}. Necht u,v € X*. Zfetézeni slov u a v budeme
znacit u . v, pokud by zapis uv vedl k nejasnostem. UvaZme funkce My : A — X*,
Mp: B — X*a Mc: (C — X* definované induktivné takto:

Mu(k) =k pro k € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
Ma((®)) = Mc(t)

Mp(t) = My(t) prot € A

Mp(x*y) = Mp(x) . Ma(y) . T

Mg (t) = Mp(t) prot € B

Mc(x+y) = Mp(x) . M(C) . P

a) Rozhodnéte, zda plati 8+9 € C, (8+9) € (', 4+15+0 € (', 3+2 € A, (3+2+4%7) € A,
3%(2+2) € B, 3*x2+2 € B, (3*2)+2 € B, 3*2+2 € (.

b) UkaZte vSechny kroky vypoctu M (1+2+3+4%5x6%7%8).

c) Ukazte vSechny kroky vypoctu Mo (1% (2+3%4+5%6) *7+8%9).

d) Umite Fict, co je mnoZina C' a co po¢ité funkce M7



