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1. [2 body] Urcete pocet jazykové ruznych (akceptujicich riuzny jazyk) minimélnich de-
terministickych automati s totalni pfechodovou funkei nad abecedou ¥ = {a}, které maji
pravé n stavii a pravé jeden akceptujici stav. Odpoved zdavodnéte.

Resent:

Pro pripad n = 1 existuje ziejmé pouze jeden automat vyhovujici podmince - akceptuje
jazyk >*.

Méjme nyni automat, ktery ma vice stavu nez 1 (n > 1).

Aby byl automat minimalni, nesmi v ném byt nedosazitelné stavy. A protoze je determi-
nisticky a totalni, z kazdého stavu existuje pravé jeden prechod pod a. Automat tedy musi
vypadat jednim z téchto dvou zpusobii:
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Diskutujme nyni umisténi akceptujiciho stavu:

e Je-li v ¢asti pred cyklem, musi to byt pouze v piipadé automatu typu 1. Jinak by
automat nebyl minimalni — mohli bychom stavy z cyklu sloucit do jednoho a automat
by ptijimal stale stejny jazyk. Musi to byt také stav tésné predchazejici smycce, ji-
nak bychom mohli néasledujici stavy az ke smycce odstranit. Mame tedy pouze jednu
moznost, kde muze byt akceptujici stav, pokud neni v cyklu.

Jesté je treba zduvodnit, proc¢ je tento automat minimélni - pfijima jednoslovny ja-
zyk {a"?}, ktery totdlnim automatem s méné nez n stavy nejsme schopni rozpoznat
(zfejmé).

e Je-li jednim ze stavu v cyklu, muzeme akceptujici stav umistit do stavu a,, a prechod

z tohoto stavu muze vést do libovolného stavu a;. Timto vytvorime automat, ktery
piijimd jazyk {a"'a® | x mod (n —i+1) = n —i} (pokud cyklus obsahuje stavy a; az
a, — viz druhy obréazek — a akceptujici je stav a,,i < n). Téchto automatu je n.
Dalsi moznosti je, ze ze stavu a,, vede ptechod do stavu aq, tedy vSechny stavy automatu
jsou v jednom velkém cyklu. Potom muzeme umistit akceptujici stav do libovolného
stavu a automat bude pfijimat jiny jazyk (pokud je ay akceptujici stav, tak {a® |
x mod n = k—1}. Téchto automatu je také n, ale jeden jsme jiz zapocitali v predchozim
piipadé (piipad, ze akceptuje stav a,). Tedy mame dalsich n — 1 automatu.

Oba dva tyto typy automatu je také ziejmé minimalni.



Kdyby automat vypadal néjak jinak — mél by cyklus, kterém by nebyly vsechny vrcholy
a akceptujici stav by byl jiny nez a,, potom by automat nebyl minimélni; intuitivné —
cast vétve pred cyklem bychom mohli “zasunout” do cyklu, viz piiklad na obrazku:

E

Pro n = 1 existuje tedy pouze jeden automat vyhovujici zadani, pro n > 1 jich existuje
l+n+n—-1=2n.
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2. [2 body] Necht 3 = {a,b} je abeceda a ~x a ~y jsou relace na X*. Pro kazdou z nich
rozhodnéte, zda je pravou kongruenci (rozhodnuti zduvodnéte). Pokud ano, udejte pocet tiid
rozkladu X%/~ , resp. X%/~ a uvedte alespon jednoho reprezentanta kazdé tridy.

a) [1 bod] ~x : u ~x v <= |u| = k- |v] pro alespon jedno k € {3, 1,2}
b) [1 bod] ~y : u ~y v <= (Ju| + |v|) mod 2 =10
Resent:

a) Relace ~x neni tranzitivni: kupiikladu b ~x bb a bb ~x bbbb, ale b 4 x bbbb. Tedy ~x
neni ekvivalenci a proto nemuze byt ani pravou kongruenci.

b) Definice u ~y v se dé prepsat slovné jako "délka souctu slov u a v je sudd”. Relace
~y je ekvivalenci, jelikoz je

— reflexivni: Dvojnasobek délky libovolného slova je sudé ¢islo.
— symetrickd: Pokud |u| + |v| je sudé, pak je i |v| + |u| sudé.

— tranzitivni: |u|+|v]| je sudé prave kdyz |u| i |v| jsou obé sudé nebo obe liché. Proto
zu ~y vauv~y w plyne, Ze |u|, [v], |w| jsou bud vsechny sudé nebo vsechny liché
a tudiz u ~y w.

Nyn{ dokdzeme, ze ~y je i pravou kongruenci. Necht u ~y v, tedy |u| + |v] je sudé.
Pak pro libovolné slovo w plati, ze soucet |uw| + [vw| = |u| + |v| + 2|w| je také sudy a
proto uw ~y vw.

Existuji dvé tiidy rozkladu. Jedna obsahuje vSechna slova ze ¥* liché délky, druha
vSechna slova ze ¥* sudé délky: X%/~ = {[al, [ab]}.



