Reseni zkousky MAO010 Grafy: 19.12. 2007, var A

Identifikace Na vypracovani mate 100 minut, celkem ziskate <

UCO: 164 16 + 20 + 20 bodii. Reseni musi byt na tomtéz listu

papiru jako je zadani, pii nedostatku mista pouZijte

druhou stranu papiru. Kazdy list papiru musite pode-

psat! Je zakazano pouzit kalkulacky a jiné el. pfistroje

Poloha v mistnosti: vCetné mobilii. Pracujte samostatné. Povolen je 1 list
A4 viastnoruc¢né psanych poznamek k predmétu.

JMENO:

1). Dény jsou nésledujici ¢ty¥i jednoduché grafy na 10 vrcholech kazdy.

A: ; ;; B: ; i

C: Z z D: ié i
Vasim tdkolem je mezi nimi najit vSechny isomorfni dvojice. Pro kazdou isomorfni dvojici vyznacte bijekci
mezi vrcholy ¢islovanim, pro kazdou neisomorfni dvojici zdivodnéte rozdil mezi grafy.

Vzorové vysledky (feseni):

Spravna odpovéd je A ~ D a B ~ C. Tuto odpovéd je vSak nutno spravné zdavodnit. To
znamend v piipadé isomorfnich dvojic nalézt jejich isomorfismus (s tim obvykle nebyly problémy).
V piipadé neisomorfnich dvojic bylo tfeba rozdil zdtivodnit néjakymi rozdily mezi dotyénymi grafy,
napiiklad kdy jeden z nich obsahuje kruznice lichych délek a druhy ne, nebo kdy obsahuji rozdilné
pocty kopii néjakych malych podgrafu.

Mimo pripadi, kdy isomorfni dvojice byly uréené Spatné, nejcastéjsi chybou bylo nezdtivodnéni
neisomorfnich dvojic nebo pfipadné chybné zduvodnéni. Napiiklad vibec nesta¢i napsat, ze dva
grafy obsahuji rozdilné poc¢ty Cy, musite napsat i kolik a které. Dalsim ptikladem castych chyb je,
kdyz jste pocty podgrafii jako tfeba Cy urcili $patné, pak celd néaslednéd argumentace padé na hlavu.
Takze pokud vam pripada, Ze jste dostali prilis mélo bodt za “spravné” reseni, tak je to pravé kvuli
vyse uvedenym chybam.



2). Je dén jednoduchy graf na 10 vrcholech:

Vasim tdkolem je zodpovédét spravné nasledujici ¢tyfi otazky o tomto grafu. V odpovédi nestaci uvést jen
spravny vysledek, ale nutné je i struéné zdivodnéni jeho spravnosti (na pfiloZeném obrazku).

a) Jak velka je jeho nejvétsi nezdvisld mnozina?
b) Kolik nas graf obsahuje podgrafti isomorfnich kruznici C5?
¢) Kolik nas graf obsahuje podgrafi isomorfnich kruznici Cg?

d) Jakou nejdelsi kruznici nés graf obsahuje jako podgraf?

Vzorové vysledky (feseni):

3).

a) Nejvétsi nezavisla mnozina mé velikost 4. Pozor vSak, k tplné odpovédi musite kromé vyznaceni
této mnoziny pridat i struéné zdavodnéni, pro¢ vétsi byt nemiize. To lze tieba kratkym (a inteligent-
nim) rozborem mozosti, nebo néjakym jingm chytrym pozorovanim, tfeba pokrytim vSech vrchola
(nejlépe) lichymi kruznicemi.

b) Téchto podgrafii je 12. Zde je potfeba systematicky pfistup k jejich nalezeni s vyuzitim symetrii
grafu, pripadné dobré zduvodnéni jejich neexistence. Pokud byla systemati¢nost v feseni vidét, jiz
nebylo vyzadovano i zdivodnéni spravnosti.

c) Téchto podgrafi je 10. Zde je opét potfeba predevsim systematicky pristup k jejich nalezeni s
vyuzitim symetrii grafu. V této podotézce bohuzel vétsina chybovala (ve vSech variantach piikladu).
Zkuste si to propocist znovul!

d) Nejdelsi kruznice je délky 9. Nalézt takovou uréité neni obtizné a skoro kazdy to mél spravné,
ale jen malokomu se podafilo i zdivodnit (ve varianté s 9), Ze delsi kruznice neni. Na tom se také
ztracelo.

Takze opét, pokud vam pripadd, ze jste dostali pfilis méalo bodt i za “spravné” feseni, tak je to
pravé kvili chybicim zdivodnénim odpovédi.

Popiste (jakykoliv) souvisly jednoduchy graf, ktery ma pfesné 2017 koster a pfitom neobsahuje jako podgraf
kruznici délky 2017. Nezbytnou soucasti feseni je i diikaz, pro¢ vas graf ma presné 2017 koster.

(Asi budete zklamani, ale 2017 i 1009 jsou prvocisla.)

Vzorové vysledky (feseni):

Jeden mozny pristup vedouci k feSeni je nasledovny: Sestrojime graf G ze dvou kruznic délek a a b
sdilejicich k po sobé jdoucich hran. Pak pocet koster G je ab— k2. Vhodné celoéiselné feseni rovnice
ab — k? = 2017 najdeme napiiklad pro k =2, a =43 a b =47, nebo k=4, a = 19 a b = 107.

Jiny piistup (bez tak velkych prvodcisel) je tfeba tento: Sestrojime graf H ze tfi kruznic délek a,
b a c sdilejicich jednu spolecnou hranu. Pocet koster H je abc — a — b — ¢ + 2, jak neni tézké pfimo
spocitat. Neboli potfebujeme vyiesit celoc¢iselnou rovnici abc—a—b—c+2 = 2017. Pro jednoduchost
zvolme ¢ = 3, tudiz 3ab—a—b—1 = 2017, a dalsi ipravou na soucin na levé strané (to je standardni
postup hledani celoéiselnych Feseni) po vynasobeni 3 ziskdme (3a —1)(3b —1) = 3-2017 +4 = 6055.
Zde uz je rozklad na soucin pomérné jednoduchy 6055 = 5 -7 -173. Z toho hned ziskdime a = 12 a
b = 58. Dalsi moznosti samoziejmé také existuji. . .



4).

Bohuzel se tento priklad ukazal jako naro¢néjsi, nez bylo zamysleno. Podle nasledné diskuse v IS by
to vypadalo, jako Ze nepfekonatelnym problémem byl vyskyt velkych (prvo)éisel v feseni, ale pohled
do odevzdanych listi ukazuje, ze hlavni zadrhel byl ve Ipéni na stereotypech feSeni prevzatych
z lonskych obdobnych ptikladt. Zadani tohoto pifikladu bylo zamérné navrzeno tak, aby pfistup
“kruznice s jednou tétivou” (u kterého ztstala vétsina ze studentti) k feSeni prosté vést nemohl! To
ostatné naznacila i poznamka o prvociselnosti 1009. Proto misto marnych pokusii o déleni prvocisla
bylo t¥eba jen zkusit néco jiného...(Ostatné celd matematika je o hledani novych piistupt.)

Kdo se dostal na nékterou slibnou cestu k feseni (a pékné to napsal, aby to bylo vidét), dostal uz
docela hodné bodii, tiebaze konkrétni celociselné feseni nenalezl. Kdo aspon obecné rozebral piistup
s kruznici s jednou tétivou a dosel viditelné k poznani, ze tudy cesta nevede, také par bodu obdrzel.
Pokusy chybné pocitajici pocty koster nebo vyuzivajici kruznice necelych délek bodovany nebyly.

Dokazte platnost nasledujiciho tvrzeni:

Kazdy souvisly 8-regulérni graf (tj. kazdy vrchol stupné 8) obsahuje souvisly 6-regularni podgraf.

(Napad: Vsimnéte si, Ze nas graf je nakreslitelny jednim tahem. . .)

Vzorové vysledky (feseni):

Toto je skuteéné obtizny piiklad, i kdyZ spravné feSeni je docela kratké. Necht G je tedy 8-
regularni graf. Pak G je nakreslitelny jednim uzavienym tahem sudé délky, ze kterého vybereme
kazdou druhou hranu. Tim dostaneme 4-regularni podgraf G’. TentyZ postup opakujeme s kazdou
souvislou komponentou G’ a dostaneme tak nakonec 2-regularni podgraf G” se stejnou mnoZinou
vrcholii jako G. Nakonec stadi z G odebrat vSechny hrany G” a vyjde 6-regularni podgraf v G.

Ze tento piiklad nebyl nefesitelny, ukazuje jedno zcela spravné feseni. Na myslenku odebrat z G
néjaky jeho 2-regularni podgraf prislo dost z vas, ale chybné k tomu chtélo vyuzit Hamiltonovskou
kruznici, ktera prosté nemusi existovat. Pfesto za tuto myslenku bylo udéleno par boda. Jiné pokusy
snazici se néjak primo vybrat z kazdého vrcholu 6 jeho hran bohuZel k ni¢emu nevedou a nebyly
hodnoceny vubec.



Reseni zkousky MAO010 Grafy: 19.12. 2007, var B

Identifikace Na vypracovani mate 100 minut, celkem ziskate <

UCO: 16 + 16+ 20 + 20 bodii. Reseni musi byt na tomtéz listu

papiru jako je zadani, pii nedostatku mista pouzijte

druhou stranu papiru. Kazdy list papiru musite pode-

psat! Je zakazano pouzit kalkulacky a jiné el. pfistroje

Poloha v mistnosti: véetné mobilii. Pracujte samostatné. Povolen je 1 list
A4 viastnoru¢né psanych poznamek k predmétu.

JMENO:

1). Dény jsou nésledujici ¢ty¥i jednoduché grafy na 10 vrcholech kazdy.

A: j i B: ; i

C: ; i D: /;. :
Vasim tdkolem je mezi nimi najit vSechny isomorfni dvojice. Pro kazdou isomorfni dvojici vyznacte bijekci
mezi vrcholy ¢islovanim, pro kazdou neisomorfni dvojici zdivodnéte rozdil mezi grafy.

Vzorové vysledky (feseni):

Spravna odpovéd je C ~ D. Tuto odpovéd je vSak nutno spravné zdtvodnit. To znamend v
pripadé isomorfnich dvojic nalézt jejich isomorfismus (s tim obvykle nebyly problémy). V ptipadé
neisomorfnich dvojic bylo tfeba rozdil zdtivodnit néjakymi rozdily mezi dotyénymi grafy, naptiklad
kdy jeden z nich obsahuje kruznice lichych délek a druhy ne, nebo kdy obsahuji rozdilné pocty kopii
néjakych maljch podgrafi.

Mimo pfipadt, kdy isomorfni dvojice byly urcené Spatné, nejcastéjsi chybou bylo nezdivodnéni
neisomorfnich dvojic nebo pfipadné chybné zduvodnéni. Napiiklad vibec nesta¢i napsat, ze dva
grafy obsahuji rozdilné pocty Cy, musite napsat i kolik a které. Dalsim ptikladem castych chyb je,
kdyz jste pocty podgrafii jako tfeba Cy urcili $patné, pak celd néaslednéd argumentace padé na hlavu.
Takze pokud vam pripada, Ze jste dostali prilis malo bodu za “spravné” reseni, tak je to pravé kvuli
vyse uvedenym chybam.



2). Je dén jednoduchy graf na 10 vrcholech:

Vasim tdkolem je zodpovédét spravné nasledujici ¢tyfi otazky o tomto grafu. V odpovédi nestaci uvést jen
spravny vysledek, ale nutné je i struéné zdivodnéni jeho spravnosti (na pfiloZeném obrazku).

a) Jak velka je jeho nejvétsi nezdvisld mnozina?
b) Kolik nas graf obsahuje podgrafti isomorfnich kruznici C5?
¢) Kolik nas graf obsahuje podgrafi isomorfnich kruznici Cg?

d) Jakou nejdelsi kruznici nés graf obsahuje jako podgraf?

Vzorové vysledky (feseni):

3).

a) Nejvétsi nezavisla mnozina mé velikost 5. Pozor vSak, k uplné odpovédi musite kromé vyznaceni
této mnoziny pridat i struéné zdavodnéni, pro¢ vétsi byt nemiize. To lze tieba kratkym (a inteligent-
nim) rozborem mozosti, nebo néjakym jingm chytrym pozorovanim, tfeba pokrytim vSech vrchola
(nejlépe) lichymi kruznicemi.

b) Téchto podgraft je 0. Zde je potfeba systematicky pfistup k jejich nalezeni s vyuzitim symetrii
grafu, pripadné dobré zduvodnéni jejich neexistence. Pokud byla systemati¢nost v feseni vidét, jiz
nebylo vyzadovano i zdivodnéni spravnosti.

c) Téchto podgrafi je 15. Zde je opét potfeba predevsim systematicky pfistup k jejich nalezeni s
vyuzitim symetrii grafu. V této podotézce bohuzel vétsina chybovala (ve vSech variantach piikladu).
Zkuste si to propocist znovul!

d) Nejdelsi kruznice je délky 10. Nalézt takovou urcité neni obtizné a skoro kazdy to mél spravné,
ale jen malokomu se podafilo i zdivodnit (ve varianté s 9), ze delsi kruznice neni. Na tom se také
ztracelo.

Takze opét, pokud vam pripadd, ze jste dostali pfilis méalo bodt i za “spravné” feseni, tak je to
pravé kvili chybicim zdivodnénim odpovédi.

Popiste (jakykoliv) souvisly jednoduchy graf, ktery ma pfesné 2017 koster a pfitom neobsahuje jako podgraf
kruznici délky 2017. Nezbytnou soucasti feseni je i diikaz, pro¢ vas graf ma presné 2017 koster.

(Asi budete zklamani, ale 2017 i 1009 jsou prvocisla.)

Vzorové vysledky (feseni):

Jeden mozny pristup vedouci k feSeni je nasledovny: Sestrojime graf G ze dvou kruznic délek a a b
sdilejicich k po sobé jdoucich hran. Pak pocet koster G je ab— k2. Vhodné celoéiselné feseni rovnice
ab — k? = 2017 najdeme napiiklad pro k =2, a =43 a b =47, nebo k=4, a = 19 a b = 107.

Jiny piistup (bez tak velkych prvodcisel) je tfeba tento: Sestrojime graf H ze tfi kruznic délek a,
b a c sdilejicich jednu spolecnou hranu. Pocet koster H je abc — a — b — ¢ + 2, jak neni tézké pfimo
spocitat. Neboli potfebujeme vyiesit celoc¢iselnou rovnici abc—a—b—c+2 = 2017. Pro jednoduchost
zvolme ¢ = 3, tudiz 3ab—a—b—1 = 2017, a dalsi ipravou na soucin na levé strané (to je standardni
postup hledani celoéiselnych Feseni) po vynasobeni 3 ziskdme (3a —1)(3b —1) = 3-2017 +4 = 6055.
Zde uz je rozklad na soucin pomérné jednoduchy 6055 = 5 -7 -173. Z toho hned ziskdime a = 12 a
b = 58. Dalsi moznosti samoziejmé také existuji. . .



4).

Bohuzel se tento priklad ukazal jako naro¢néjsi, nez bylo zamysleno. Podle nasledné diskuse v IS by
to vypadalo, jako Ze nepfekonatelnym problémem byl vyskyt velkych (prvo)éisel v feseni, ale pohled
do odevzdanych listi ukazuje, ze hlavni zadrhel byl ve Ipéni na stereotypech feSeni prevzatych
z lonskych obdobnych ptikladt. Zadani tohoto pifikladu bylo zamérné navrzeno tak, aby pfistup
“kruznice s jednou tétivou” (u kterého ztstala vétsina ze studentti) k feSeni prosté vést nemohl! To
ostatné naznacila i poznamka o prvociselnosti 1009. Proto misto marnych pokusii o déleni prvocisla
bylo t¥eba jen zkusit néco jiného...(Ostatné celd matematika je o hledani novych piistupt.)

Kdo se dostal na nékterou slibnou cestu k feseni (a pékné to napsal, aby to bylo vidét), dostal uz
docela hodné bodii, tiebaze konkrétni celociselné feseni nenalezl. Kdo aspon obecné rozebral piistup
s kruznici s jednou tétivou a dosel viditelné k poznani, ze tudy cesta nevede, také par bodu obdrzel.
Pokusy chybné pocitajici pocty koster nebo vyuzivajici kruznice necelych délek bodovany nebyly.

Dokazte platnost nasledujiciho tvrzeni:

Kazdy souvisly 8-regulérni graf (tj. kazdy vrchol stupné 8) obsahuje souvisly 6-regularni podgraf.

(Napad: Vsimnéte si, Ze nas graf je nakreslitelny jednim tahem. . .)

Vzorové vysledky (feseni):

Toto je skuteéné obtizny piiklad, i kdyZ spravné feSeni je docela kratké. Necht G je tedy 8-
regularni graf. Pak G je nakreslitelny jednim uzavienym tahem sudé délky, ze kterého vybereme
kazdou druhou hranu. Tim dostaneme 4-regularni podgraf G’. TentyZ postup opakujeme s kazdou
souvislou komponentou G’ a dostaneme tak nakonec 2-regularni podgraf G” se stejnou mnoZinou
vrcholii jako G. Nakonec stadi z G odebrat vSechny hrany G” a vyjde 6-regularni podgraf v G.

Ze tento piiklad nebyl nefesitelny, ukazuje jedno zcela spravné feseni. Na myslenku odebrat z G
néjaky jeho 2-regularni podgraf prislo dost z vas, ale chybné k tomu chtélo vyuzit Hamiltonovskou
kruznici, ktera prosté nemusi existovat. Pfesto za tuto myslenku bylo udéleno par boda. Jiné pokusy
snazici se néjak primo vybrat z kazdého vrcholu 6 jeho hran bohuZel k ni¢emu nevedou a nebyly
hodnoceny vubec.



Reseni zkousky MAO010 Grafy: 19.12. 2007, var C

Identifikace Na vypracovani mate 100 minut, celkem ziskate <

UCO: 16 + 16+ 20 + 20 bodii. Reseni musi byt na tomtéz listu

papiru jako je zadani, pii nedostatku mista pouzijte

druhou stranu papiru. Kazdy list papiru musite pode-

psat! Je zakazano pouzit kalkulacky a jiné el. pfistroje

Poloha v mistnosti: véetné mobilii. Pracujte samostatné. Povolen je 1 list
A4 viastnoru¢né psanych poznamek k predmétu.

JMENO:

; @
Vasim tdkolem je mezi nimi najit vSechny isomorfni dvojice. Pro kazdou isomorfni dvojici vyznacte bijekci
mezi vrcholy ¢islovanim, pro kazdou neisomorfni dvojici zdivodnéte rozdil mezi grafy.

1). Dény jsou nésledujici ¢ty¥i jednoduché grafy na 10 vrcholech kazdy.

Vzorové vysledky (feseni):

Spravna odpovéd je A ~ C. Tuto odpovéd je vSak nutno spravné zdiivodnit. To znamend v
pripadé isomorfnich dvojic nalézt jejich isomorfismus (s tim obvykle nebyly problémy). V ptipadé
neisomorfnich dvojic bylo tfeba rozdil zdtvodnit néjakymi rozdily mezi dotyénymi grafy, naptiklad
kdy jeden z nich obsahuje kruznice lichych délek a druhy ne, nebo kdy obsahuji rozdilné pocty kopii
néjakych maljch podgrafi.

Mimo pfipadt, kdy isomorfni dvojice byly urcené Spatné, nejcastéjsi chybou bylo nezdivodnéni
neisomorfnich dvojic nebo pfipadné chybné zduvodnéni. Napiiklad vibec nesta¢i napsat, ze dva
grafy obsahuji rozdilné pocty Cy, musite napsat i kolik a které. Dalsim pfikladem castych chyb je,
kdyz jste pocty podgrafii jako tfeba Cy urcili $patné, pak celd néaslednéd argumentace padé na hlavu.
Takze pokud vam pripada, Ze jste dostali prilis malo bodt za “spravné” reseni, tak je to pravé kvuli
vyse uvedenym chybam.



2). Je dén jednoduchy graf na 10 vrcholech:

Vasim tdkolem je zodpovédét spravné nasledujici ¢tyfi otazky o tomto grafu. V odpovédi nestaci uvést jen
spravny vysledek, ale nutné je i struéné zdivodnéni jeho spravnosti (na pfiloZeném obrazku).

a) Jak velka je jeho nejvétsi nezdvisld mnozina?
b) Kolik nas graf obsahuje podgrafti isomorfnich kruznici C5?
¢) Kolik nas graf obsahuje podgrafi isomorfnich kruznici Cg?

d) Jakou nejdelsi kruznici nés graf obsahuje jako podgraf?

Vzorové vysledky (feseni):

3).

a) Nejvétsi nezavisla mnozina mé velikost 4. Pozor vSak, k tplné odpovédi musite kromé vyznaceni
této mnoziny pridat i struéné zdavodnéni, pro¢ vétsi byt nemiize. To lze tieba kratkym (a inteligent-
nim) rozborem mozosti, nebo néjakym jingm chytrym pozorovanim, tfeba pokrytim vSech vrchola
(nejlépe) lichymi kruznicemi.

b) Téchto podgrafii je 12. Zde je potfeba systematicky pfistup k jejich nalezeni s vyuzitim symetrii
grafu, pripadné dobré zduvodnéni jejich neexistence. Pokud byla systemati¢nost v feseni vidét, jiz
nebylo vyzadovano i zdivodnéni spravnosti.

c) Téchto podgrafi je 10. Zde je opét potfeba predevsim systematicky pristup k jejich nalezeni s
vyuzitim symetrii grafu. V této podotézce bohuzel vétsina chybovala (ve vSech variantach piikladu).
Zkuste si to propocist znovul!

d) Nejdelsi kruznice je délky 9. Nalézt takovou uréité neni obtizné a skoro kazdy to mél spravné,
ale jen malokomu se podafilo i zdivodnit (ve varianté s 9), Ze delsi kruznice neni. Na tom se také
ztracelo.

Takze opét, pokud vam pripadd, ze jste dostali pfilis méalo bodt i za “spravné” feseni, tak je to
pravé kvili chybicim zdivodnénim odpovédi.

Popiste (jakykoliv) souvisly jednoduchy graf, ktery ma pfesné 2017 koster a pfitom neobsahuje jako podgraf
kruznici délky 2017. Nezbytnou soucasti feseni je i diikaz, pro¢ vas graf ma presné 2017 koster.

(Asi budete zklamani, ale 2017 i 1009 jsou prvocisla.)

Vzorové vysledky (feseni):

Jeden mozny pristup vedouci k feSeni je nasledovny: Sestrojime graf G ze dvou kruznic délek a a b
sdilejicich k po sobé jdoucich hran. Pak pocet koster G je ab— k2. Vhodné celoéiselné feseni rovnice
ab — k? = 2017 najdeme napiiklad pro k =2, a =43 a b =47, nebo k=4, a = 19 a b = 107.

Jiny piistup (bez tak velkych prvodcisel) je tfeba tento: Sestrojime graf H ze tfi kruznic délek a,
b a c sdilejicich jednu spolecnou hranu. Pocet koster H je abc — a — b — ¢ + 2, jak neni tézké pfimo
spocitat. Neboli potfebujeme vyiesit celoc¢iselnou rovnici abc—a—b—c+2 = 2017. Pro jednoduchost
zvolme ¢ = 3, tudiz 3ab—a—b—1 = 2017, a dalsi ipravou na soucin na levé strané (to je standardni
postup hledani celoéiselnych Feseni) po vynasobeni 3 ziskdme (3a —1)(3b —1) = 3-2017 +4 = 6055.
Zde uz je rozklad na soucin pomérné jednoduchy 6055 = 5 -7 -173. Z toho hned ziskdime a = 12 a
b = 58. Dalsi moznosti samoziejmé také existuji. . .



4).

Bohuzel se tento priklad ukazal jako naro¢néjsi, nez bylo zamysleno. Podle nasledné diskuse v IS by
to vypadalo, jako Ze nepfekonatelnym problémem byl vyskyt velkych (prvo)éisel v feseni, ale pohled
do odevzdanych listi ukazuje, ze hlavni zadrhel byl ve Ipéni na stereotypech feSeni prevzatych
z lonskych obdobnych ptikladt. Zadani tohoto pifikladu bylo zamérné navrzeno tak, aby pfistup
“kruznice s jednou tétivou” (u kterého ztstala vétsina ze studentti) k feSeni prosté vést nemohl! To
ostatné naznacila i poznamka o prvociselnosti 1009. Proto misto marnych pokusii o déleni prvocisla
bylo t¥eba jen zkusit néco jiného...(Ostatné celd matematika je o hledani novych piistupt.)

Kdo se dostal na nékterou slibnou cestu k feseni (a pékné to napsal, aby to bylo vidét), dostal uz
docela hodné bodii, tiebaze konkrétni celociselné feseni nenalezl. Kdo aspon obecné rozebral piistup
s kruznici s jednou tétivou a dosel viditelné k poznani, ze tudy cesta nevede, také par bodu obdrzel.
Pokusy chybné pocitajici pocty koster nebo vyuzivajici kruznice necelych délek bodovany nebyly.

Dokazte platnost nasledujiciho tvrzeni:

Kazdy souvisly 8-regulérni graf (tj. kazdy vrchol stupné 8) obsahuje souvisly 6-regularni podgraf.

(Napad: Vsimnéte si, Ze nas graf je nakreslitelny jednim tahem. . .)

Vzorové vysledky (feseni):

Toto je skuteéné obtizny piiklad, i kdyZ spravné feSeni je docela kratké. Necht G je tedy 8-
regularni graf. Pak G je nakreslitelny jednim uzavienym tahem sudé délky, ze kterého vybereme
kazdou druhou hranu. Tim dostaneme 4-regularni podgraf G’. TentyZ postup opakujeme s kazdou
souvislou komponentou G’ a dostaneme tak nakonec 2-regularni podgraf G” se stejnou mnoZinou
vrcholii jako G. Nakonec stadi z G odebrat vSechny hrany G” a vyjde 6-regularni podgraf v G.

Ze tento piiklad nebyl nefesitelny, ukazuje jedno zcela spravné feseni. Na myslenku odebrat z G
néjaky jeho 2-regularni podgraf prislo dost z vas, ale chybné k tomu chtélo vyuzit Hamiltonovskou
kruznici, ktera prosté nemusi existovat. Pfesto za tuto myslenku bylo udéleno par boda. Jiné pokusy
snazici se néjak primo vybrat z kazdého vrcholu 6 jeho hran bohuZel k ni¢emu nevedou a nebyly
hodnoceny vubec.
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Reseni zkousky MAO010 Grafy: 19.12. 2007, var D

Identifikace Na vypracovani mate 100 minut, celkem ziskate <

UCO: 16 + 16+ 20 + 20 bodii. Reseni musi byt na tomtéz listu

papiru jako je zadani, pii nedostatku mista pouzijte

druhou stranu papiru. Kazdy list papiru musite pode-

psat! Je zakazano pouzit kalkulacky a jiné el. pfistroje

Poloha v mistnosti: véetné mobilii. Pracujte samostatné. Povolen je 1 list
A4 viastnoru¢né psanych poznamek k predmétu.

JMENO:

1). Dény jsou nésledujici ¢ty¥i jednoduché grafy na 10 vrcholech kazdy.

B &
&

Vasim tdkolem je mezi nimi najit vSechny isomorfni dvojice. Pro kazdou isomorfni dvojici vyznacte bijekci
mezi vrcholy ¢islovanim, pro kazdou neisomorfni dvojici zdivodnéte rozdil mezi grafy.

Vzorové vysledky (feseni):

Spravna odpovéd je B ~ D. Tuto odpovéd je vSak nutno spravné zdtvodnit. To znamend v
pripadé isomorfnich dvojic nalézt jejich isomorfismus (s tim obvykle nebyly problémy). V pfipadé
neisomorfnich dvojic bylo tfeba rozdil zdtvodnit néjakymi rozdily mezi dotyénymi grafy, naptiklad
kdy jeden z nich obsahuje kruznice lichych délek a druhy ne, nebo kdy obsahuji rozdilné pocty kopii
néjakych maljch podgrafi.

Mimo pfipadt, kdy isomorfni dvojice byly urcené Spatné, nejcastéjsi chybou bylo nezdivodnéni
neisomorfnich dvojic nebo pfipadné chybné zduvodnéni. Napiiklad vibec nesta¢i napsat, ze dva
grafy obsahuji rozdilné pocty Cy, musite napsat i kolik a které. Dalsim pfikladem castych chyb je,
kdyz jste pocty podgrafii jako tfeba Cy urcili $patné, pak celd néaslednéd argumentace padé na hlavu.
Takze pokud vam pripada, Ze jste dostali prilis malo bodu za “spravné” reseni, tak je to pravé kvuli
vyse uvedenym chybam.
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2). Je dén jednoduchy graf na 10 vrcholech:

Vasim tdkolem je zodpovédét spravné nasledujici ¢tyfi otazky o tomto grafu. V odpovédi nestaci uvést jen
spravny vysledek, ale nutné je i struéné zdivodnéni jeho spravnosti (na pfiloZeném obrazku).

a) Jak velka je jeho nejvétsi nezdvisld mnozina?
b) Kolik nas graf obsahuje podgrafti isomorfnich kruznici C5?
¢) Kolik nas graf obsahuje podgrafi isomorfnich kruznici Cg?

d) Jakou nejdelsi kruznici nés graf obsahuje jako podgraf?

Vzorové vysledky (feseni):

3).

a) Nejvétsi nezavisla mnozina mé velikost 4. Pozor vSak, k tplné odpovédi musite kromé vyznaceni
této mnoziny pridat i struéné zdavodnéni, pro¢ vétsi byt nemiize. To lze tieba kratkym (a inteligent-
nim) rozborem mozosti, nebo néjakym jingm chytrym pozorovanim, tfeba pokrytim vSech vrchola
(nejlépe) lichymi kruznicemi.

b) Téchto podgraft je 6. Zde je potfeba systematicky pfistup k jejich nalezeni s vyuzitim symetrii
grafu, pripadné dobré zduvodnéni jejich neexistence. Pokud byla systemati¢nost v feseni vidét, jiz
nebylo vyzadovano i zdivodnéni spravnosti.

c) Téchto podgrafi je 7. Zde je opét potieba pfedevsim systematicky piistup k jejich nalezeni s
vyuzitim symetrii grafu. V této podotézce bohuzel vétsina chybovala (ve vSech variantach piikladu).
Zkuste si to propocist znovul!

d) Nejdelsi kruznice je délky 10. Nalézt takovou urcité neni obtizné a skoro kazdy to mél spravné,
ale jen malokomu se podafilo i zdivodnit (ve varianté s 9), ze delsi kruznice neni. Na tom se také
ztracelo.

Takze opét, pokud vam pripadd, ze jste dostali pfilis méalo bodt i za “spravné” feseni, tak je to
pravé kvili chybicim zdivodnénim odpovédi.

Popiste (jakykoliv) souvisly jednoduchy graf, ktery ma presné 2017 koster a pfitom neobsahuje jako podgraf
kruznici délky 2017. Nezbytnou soucasti feseni je i diikaz, pro¢ vas graf ma presné 2017 koster.

(Asi budete zklamani, ale 2017 i 1009 jsou prvocisla.)

Vzorové vysledky (feseni):

Jeden mozny pristup vedouci k feSeni je nasledovny: Sestrojime graf G ze dvou kruznic délek a a b
sdilejicich k po sobé jdoucich hran. Pak pocet koster G je ab— k2. Vhodné celoéiselné feseni rovnice
ab — k? = 2017 najdeme napiiklad pro k =2, a =43 a b =47, nebo k=4, a = 19 a b = 107.

Jiny piistup (bez tak velkych prvodcisel) je tfeba tento: Sestrojime graf H ze tfi kruznic délek a,
b a c sdilejicich jednu spolecnou hranu. Pocet koster H je abc — a — b — ¢ + 2, jak neni tézké pfimo
spocitat. Neboli potfebujeme vyiesit celoc¢iselnou rovnici abc—a—b—c+2 = 2017. Pro jednoduchost
zvolme ¢ = 3, tudiz 3ab—a—b—1 = 2017, a dalsi ipravou na soucin na levé strané (to je standardni
postup hledani celoéiselnych Feseni) po vynasobeni 3 ziskdme (3a —1)(3b —1) = 3-2017 +4 = 6055.
Zde uz je rozklad na soucin pomérné jednoduchy 6055 = 5 -7 -173. Z toho hned ziskdime a = 12 a
b = 58. Dalsi moznosti samoziejmé také existuji. . .
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Bohuzel se tento priklad ukazal jako naroc¢néjsi, nez bylo zamysleno. Podle nasledné diskuse v IS by
to vypadalo, jako Ze nepfekonatelnym problémem byl vyskyt velkych (prvo)éisel v feseni, ale pohled
do odevzdanych listi ukazuje, ze hlavni zadrhel byl ve lpéni na stereotypech feSeni prevzatych
z lonskych obdobnych ptikladt. Zadani tohoto piikladu bylo zamérné navrzeno tak, aby pfistup
“kruznice s jednou tétivou” (u kterého ztstala vétsina ze studentti) k feSeni prosté vést nemohl! To
ostatné naznacila i poznamka o prvociselnosti 1009. Proto misto marnych pokusii o déleni prvocisla
bylo t¥eba jen zkusit néco jiného...(Ostatné celd matematika je o hledani novych p¥istupt.)

Kdo se dostal na nékterou slibnou cestu k feseni (a pékné to napsal, aby to bylo vidét), dostal uz
docela hodné bodii, tiebaze konkrétni celociselné feseni nenalezl. Kdo aspon obecné rozebral piistup
s kruznici s jednou tétivou a dosel viditelné k poznani, ze tudy cesta nevede, také par bodu obdrzel.
Pokusy chybné pocitajici pocty koster nebo vyuzivajici kruznice necelych délek bodovany nebyly.

Dokazte platnost nasledujiciho tvrzeni:

Kazdy souvisly 8-regulérni graf (tj. kazdy vrchol stupné 8) obsahuje souvisly 6-regularni podgraf.

(Napad: Vsimnéte si, Ze nas graf je nakreslitelny jednim tahem. . .)

Vzorové vysledky (feseni):

Toto je skuteéné obtizny piiklad, i kdyZ spravné feSeni je docela kratké. Necht G je tedy 8-
regularni graf. Pak G je nakreslitelny jednim uzavienym tahem sudé délky, ze kterého vybereme
kazdou druhou hranu. Tim dostaneme 4-regularni podgraf G’. TentyZ postup opakujeme s kazdou
souvislou komponentou G’ a dostaneme tak nakonec 2-regularni podgraf G” se stejnou mnoZinou
vrcholii jako G. Nakonec stadi z G odebrat vSechny hrany G” a vyjde 6-regularni podgraf v G.

Ze tento piiklad nebyl nefesitelny, ukazuje jedno zcela spravné feseni. Na myslenku odebrat z G
néjaky jeho 2-regularni podgraf prislo dost z vas, ale chybné k tomu chtélo vyuzit Hamiltonovskou
kruznici, ktera prosté nemusi existovat. Pfesto za tuto myslenku bylo udéleno par boda. Jiné pokusy
snazici se néjak primo vybrat z kazdého vrcholu 6 jeho hran bohuZel k ni¢emu nevedou a nebyly
hodnoceny vubec.



