/5 Minimalni kostry, Hladovy algoritmus \

Kromé teoretickych “hratek” maji kostry grafd (Oddil 4.4) nasledujici dalezité prak-
tické pouziti: Dfive jsme uvazovali spojeni v grafech cestami jdoucimi z jednoho mista
do druhého, ale nyni se podivdime na jiny zplisob “propojovani” vsech vrchold grafu
najednou.

Vezméme si tfeba pozadavky propojeni domi elektrickym rozvodem, propojeni skol
internetem, atd. Zde nds ani tak nezajimaji délky jednotlivych cest mezi propojenymi
body, ale hlavné celkova délka i cena vedeni/spojeni, které musime postavit.

Nasim cilem je tedy najit minimalni souvisly podgraf daného grafu, tedy minimalni
zpUsob propojeni (v danych podminkach), ve kterém existuji cesty mezi kazdou dvojici
vrchold.

Strucény prehled lekce

e Reseni problému minimalni kostry v grafu — hladovy a Jarnikiv algo-
ritmus.

e Obecné pojeti hladového algoritmu.

e Matroidy — struktury, na nichz hladovy algoritmus vzdy funguje.
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jesté existuji cesty mezi véemi dvojicemi, které byly propojeny i plvodné.

N\

5.1 Hledani minimalni kostry

Problém 5.1. Problém minimalni kostry (MST)
Je ddn (souvisly) vdzeny graf G,w s nezdpornym ohodnocenim hran w. Otdzkou je
najit kostru T v GG, kterda ma nejmensi mozné celkové ohodnoceni. Formalné

MST =  min > w(e)
kostra TCG \e€E(T)

Kostra daného grafu je minimalni podgraf, ktery zachovava souvislost kazdé komponenty
ptvodniho grafu. Proto ndm vlastné ukazuje “minimalni propojeni” danych vrchold, ve kterém
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Praktickou formulaci problému je tfeba propojeni domu elektrickym rozvodem, skol interne-
tem, atd. Jednd se tady o zadani, ve kterych nas zajima predevsim celkova délka ¢i cena
propojeni, které je treba vytvorit. Priklad je uveden na nasledujicim obrazku i s vyznacenou
minimalni kostrou vpravo.

3 4 3
3 2 1
1 2
1 2
1 4 2

Algoritmus 5.2. ,Hladovy" pro minimalni kostru.
Je dan souvisly vazeny graf G,w s nezapornym ohodnocenim hran w.

Seradime hrany grafu GG vzestupné podle jejich ohodnocenti, tj.
w(er) <w(ez) < ... < wlenm).

Za&neme s prazdnou mnozinou hran T' = () pro kostru.

- Proi = 1,2,...,m vezmeme hranu e; a pokud T U {e;} nevytvafi kruznici,
priddme e; do T'. Jinak e; “zahodime”.

— Na konci mnozina T obsahuje hrany minimalni kostry vdZeného grafu G, w.
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Pro ilustraci si ukdZzeme postup hladového algoritmu pro vyhledani kostry vyse zakresleného
grafu. Hrany si nejprve sefadime podle jejich vah 1,1,1,1,2,2,2,2,3,3,3,4,4.

V obrazku pribéhu algoritmu pouzivame tlusté Cary pro vybrané hrany kostry a teckované
&ary pro zahozené hrany. Hrany ted postupné pfiddvdme do kostry / zahazujeme. ..

3 4 3 3 4 3
3 2 1 3 2 1
1 2 1 2
1 ) 1 2
1 4 2 1 4 2

Ziskame tak minimalni kostru velikosti 14+2+2+3+1+1+42 = 12, ktera je v tomto pfipadé
(ndhodou) cestou, na poslednim obrazku vpravo.

Poznamenavame, ze pfi jiném sefazeni hran stejné vahy by kostra mohla vyjit jinak, ale vzdy
bude mit stejnou velikost 12.
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Dikaz spravnosti Algoritmu 5.2:

Necht T je mnozina hran ziskand v Algoritmu 5.2 a necht hrany jsou jiz sefazené
w(er) <w(eg) < ... <w(ey). Vezméme mnozinu hran Ty té minimalni kostry (mize
jich byt vice se stejnou hodnotou), kterd se s T' shoduje na co nejvice prvnich hranach.
Pokud Ty = T, algoritmus pracoval spravné.

Predpokladejme tedy, ze Ty # T, a ukazeme spor, tj. Ze toto nemize ve skuteCnosti
nastat. Oznaéme j > 0 takovy index, ze se mnoziny Ty a T' shoduji na prvnich j — 1
hranach eq,...,ej_1, ale neshoduji se na e;. To znamena, ze e¢; € T, ale ¢; & 1.
(Jisté nemizZe nastat e; ¢ T', ale e; € Tp.)

Podle Dusledku 4.5 obsahuje graf na hrandch TyU{e; } pravé jednu kruznici C'. Kruznice
C vSak nemiZze byt obsazena v nalezené kostre T', a proto existuje hrana e, v C, ktera
er ¢ T a zaroven k > j. Potom vsak je w(ex) > w(e;) podle naseho sefazeni hran, a
tudiz kostra na hranach (Ty \ {ex}) U {e;} (vznikld nahrazenim hrany e; hranou ¢;)
neni horsi nez Ty a méli jsme ji v nasi (vaze zvolit misto Tj. To je hledany spor. = O

Spravny pohled na pfedchozi ditkaz by mél byt nasledovny: Pfedpoklddali jsme, Zze nalezend
kostra 1" se s nékterou optimalni kostrou shoduje aspon na prvnich j — 1 hranach. Poté jsme
ukazali, Ze nékterou dalsi hranu e, v (pfedpoklddané) optimdlni kostfe Ize zaménit hranou
e;, a tudiz dosdhnout shodu aspon na prvnich j hranach. DalSimi iteracemi zamén ukaZeme
Uplnou shodu nasi nalezené kostry T' s nékterou optimalni kostrou. V nasem dikaze jsme se
vlastné zamé¥ili na fakt, ze ta posledni iterace zamén nemuze selhat. Nakreslete si tento diikaz
obrazkem!
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Zakladni hladovy algoritmus pro hledani minimalni kostry grafu byl poprvé explicitné
popsan Kruskalem, ale uz drive byly objeveny jeho podobné varianty, které zde jen
stru¢né zminime.

Algoritmus 5.3. Jarnikiv pro minimalni kostru.

Hrany na zacatku neserazujeme, ale zacneme kostru vytvaret z jednoho vrcholu a v
kazdém kroku priddme nejmensi z hran, které vedou z jiZ vytvoreného podstromu do
zbytku grafu.

Poznamka: Tento algoritmus je velmi vhodny pro praktické vypocty a je dodnes Siroce pouZi-
vany. Malokdo ve svété vsak vi, ze pochazi od Vojtécha Jarnika, znamého ceského matematika
— ve svétové literature se obvykle pripisuje Ameri¢anu Primovi, ktery jej objevil az skoro 30
let po Jarnikovi.

Avsak historicky vilbec prvni algoritmus pro problém minimdlni kostry (z roku 1928)
byl nalezen jinym &eskym (brnénskym) matematikem:

Algoritmus 5.4. Boruvkiav pro minimalni kostru (naznak).
Toto je ponékud slozitéjsi algoritmus, chova se jako Jarnikiv algoritmus spustény za-
roven ze vsech vrcholi grafu najednou.
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5.2 Hladovy algoritmus v obecnosti \

Asi nejprimitivnéjSim moznym pristupem pfri feseni diskrétnich optimalizacnich Gloh je
postupovat stylem beru vzdy to nejleps$i, co se zrovna nabizi. . .

Tento postup obecné v Cestiné nazyvame hladovym algoritmem, i kdyZ lepsi by bylo
pouzit spravnéjsi preklad anglického “greedy”, tedy nenasystny algoritmus. A jesté hezci
Ceské spojeni by bylo “algoritmus hamouna”. JednoduSe bychom jej nastinili takto:

e Postupné v krocich vyber vzdy to nejlepsi, co se da (nabizi).
e To vyZzaduje zvolit usporadani na objektech, ze kterych vybirame.

e Pribéh a Uspéch algoritmu silné zavisi na tomto zvoleném usporadani.

Jak asi kazdy vi, nenasystnost ¢i hamounstvi nebyva v Zivoté tim nejlepSim postupem, ale
kupodivu tento princip perfektné funguje v mnoha kombinatorickych tlohach! Jednim znamym
prikladem je vySe uvedené hledani minimalni kostry. Jinym prikladem je treba jednoduchy
problém pFidélovani (uniformnich) pracovnich Gkold, na némz si obecné schéma hladového
algoritmu ilustrujeme.
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Problém 5.5. Pridéleni pracovnich ukolu

Uvazujeme zadané pracovni iikoly, které maji presné urceny Cas zacdtku i délku trvani.
(Jednotlivé ikoly jsou tedy reprezentovany uzavienymi intervaly na ¢asové ose.) Cilem
je takové pridéleni kol pracovnikiim, aby jich celkové bylo potrfeba co nejméné. VSichni
pracovnici jsou si navzdjem rovnocenni — uniformni, tj. kazdy zvlddne vsechno.

Pro priklad zadani takové problému si vezméme nasledujici intervaly Gkoli:

10— eo
1l o———o 3e——————— o
26— @ o—— 9?2
le—"— @

Kolik je k jejich splnéni potfeba nejméné pracovnik(i? = Asi sami snadno zjistite, ze 4 pracovnici
stadi, viz zobrazené ocislovani. Ale pro¢ jich nemiiZze byt méné?

Poznamka: Uvedené zadani mize byt kombinatoricky popsano také jako problém optimalniho
obarveni daného intervalového grafu (vrcholy jsou intervaly dkolt a hrany zndzorfiuji prekryvani
interval().
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Algoritmus 5.6. Hladovy algoritmus rozdéleni pracovnich akolu.
Problém 5.5 je vyresen nasledujici aplikaci hladového postupu:

1. Ukoly nejprve sefadime podle asii zacatkii.

2. Kazdému tkolu v poradi pridélime volného pracovnika s nejnizsim Cislem.

Dikaz: Necht nas algoritmus pouzije celkem k pracovniki. Dokdzeme jednoduchou
Gvahou, Ze tento pocet je optimalni — nejlepsi mozny. V okamziku, kdy zacdal pracovat

pracovnik &islo k&, v8ichni 1,2,..., k — 1 také pracovali (jinak bychom vzali nékterého
z nich). V tom okamziku tedy mame k p¥ekryvajicich se tkold a kaZdy z nich vyZaduje
vlastniho pracovnika. O

Priklad neoptimalniho pridéleni pracovnich (koli dostaneme napriklad tak, Ze na zacatku
koly sefadime podle jejich ¢asové délky. (Tj. &im delsi dkol, tim d¥ive mu hladové pfiradime
pracovnika.)

56— o—— 3
20—o 26— o
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Jak vidime na obrazku, nalezené feSeni neni optimalni — vyZzaduje 5 misto 4 pracovniki. Je
tedy velmi dulezité, podle jakého prinicipu sefadime objekty (lkoly) na vstupu.

J




/ 5.3 Pojem matroidu

Definice 5.7. Matroid na mnoziné X, znageny M = (X, N),
je takovy systém N podmnozin nosné mnoziny X, ve kterém plati nasledujici:

LOeN
2. AeNaBCA = BeN
3. ABeNal|A|<|B| = JyeB\A: AU{y} e N

Mnozindm ze systému N fikdme nezdvislé mnoziny. Tém ostatnim pak ¥Fikdme z3vislé.
Nezdvislym mnozinam, do kterych jiz nelze pridat Zadny prvek tak, Ze z(stanou neza-
vislé, fikdme baze matroidu.

Nejdalezitéjsi ¢asti definice matroidu je zvyraznény treti bod. Pfimo ukazkovy priklad matroidu
nam dava linearni algebra — vSechny linedrné nezavislé podmnoziny vektor( tvofi matroid.
Odtud také pochdzeji pojmy nezavislosti a baze matroidu, které pfimo odpovidaji pfislusnym
pojmim vektorového prostoru.

Lema 5.8. VSechny baze matroidu obsahuji stejné mnoho prvkii.

Dukaz: Toto pfimo vyplyva z treti vlastnosti definice matroidu: Pokud nezdvisld mno-
zina A ma méné prvk( nez bize B, tak do A lze vzdy pridat dalsi prvek x tak, Ze
zistane AU {x} nezavisla. O
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Nyni uvedeme nékolik poznatk(i o stromech, které jsou relevantni pro zavedeni “grafo-
vych” matroidd.

/

Lema 5.9. Les na n vrcholech s ¢ komponentami souvislosti mad pfesné n — ¢ hran.

Duikaz: Kazdy vrchol lesa L nélezi pravé jedné komponenté souvislosti z definice. Jak
znamo, kazdy strom, tj. komponenta lesa L, ma o jednu hranu méné nez vrcholi. Ve
sjednoceni ¢ komponent tak bude pravé o ¢ méné hran nez vrchold. O

Definice: Rekneme, 7e podmnozina hran F' C E(G) je acyklicka, pokud podgraf s
vrcholy V(G) a hranami z F' nema kruznici.

Lema 5.10. Necht F, F» jsou acyklické podmnoZiny hran grafu G a |F1| < |Fz|. Pak
existuje hrana [ € Fy \ Iy takovd, Ze Fy U {f} je také acyklickd podmnozZina.

Dukaz: Jelikoz |Fy| < |Fz| a plati Lema 5.9, ma podgraf G tvoreny hranami z F vice
komponent nez podgraf G5 tvoreny hranami z F5. Potom vSak nékterd hrana f € F;
musi spojovat dvé riizné komponenty podgrafu (G1, a tudiz pfidanim f do Fj nevznikne
kruznice. O
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Definice: Podle Lematu 5.10 tvori systém vSech acyklickych podmnozin hran v (libo-
volném) grafu G matroid. Tento matroid nazyvdme matroidem kruznic grafu G.
V analogii s grafy pouzivdme nazev kruZnice pro minimalni zavislé mnoziny matroidu.

Dva priklady matroidu jsou hezky ilustrovany v nasledujicim obrazku, ktery ukazuje, jak hrany
grafu K4 vlevo odpovidaji vektorim v matroidu kruznic vpravo. Cary (zvané “pfimky") v
pravém schématu vyznaluji linedrni zavislosti mezi vektory; tj. nezavislé jsou ty trojice bodi,
které nelezi na zadné spolecné “pfimce”.

Ky
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Abstraktni hladovy algoritmus

V praxi se matroid obvykle nezadava vyctem vsech nezavislych mnozin, protoZe téch
je pfilis§ mnoho (aZ 2™ pro n-prvkovou mnoZinu X).
Misto toho byva ddna externi funkce pro testovani nezavislosti dané podmnoziny.

Algoritmus 5.11. Nalezeni minim. baze matroidu — hladovy algoritmus.
vstup: mnozina X s vahovou funkciw : X — R,
matroid na X urceny externi funkci nezavisla(Y);

setridit X=(x[1],x[2],...,x[n]) tak,
aby wlx[1]11<=...<=w[x[nl];
B = 0(;
for (i=1; i<=n; i++)
if (nezavisla(BU{x[il}))
B = BU{x[il};

vystup: bdze B daného matroidu s min. souctem ohodnoceni vzhledem k w.
Poznamka: Pokud X v tomto algoritmu je mnozina hran grafu, w vahova funkce na hranach

a nezdvislost znamend acyklické podmnoziny hran (matroid kruznic grafu), pak Algoritmus 5.2
je presné instanci Algoritmu 5.11.

\_
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Véta 5.12. Algoritmus 5.11 (hladovy algoritmus) pro danou nosnou mnoZinu X s
vdhovou funkci w : X — R a pro dany matroid N na X spravné najde bdzi v N s
nejmensim souctem vah.

/

Dukaz: Z definice matroidu je jasné, ze k vysledné mnoziné B jiz nelze pridat dalsi
prvek, aby zistala nezdvisld, proto je B baze. Sefadme si prvky X podle vah jako

v algoritmu w(z[1]) < ... < w(x[n]). Necht indexy i1,19, ..., uréuji vybranou k-
prvkovou bazi B v algoritmu a necht indexy j1, ja, - . ., jk vyznacuji (tfeba jinou?) bazi
{z[j1], .., z[jx]} s nejmensim moZnym soultem vah.

Vezméme nejmensi r > 1 takové, Zze w(x[i,]) # w(x[jr]). Potom nutné w(x[i,]) <
w(x[jr]), protoze na$ algoritmus je “hladovy” a bral by mensi w(z[j,]) jiz dfive. Na

druhou stranu, pokud by druhd baze {z[j1],...,z[jx]} dadvala mensi soucet vah, mu-
selo by existovat jiné s > 1 takové, ze w(x[is]) > w(x[js]). Nyni vezméme nezavislé
podmnoziny Ay = {z[i1],...,x[is—1]} a A2 = {z[j1],...,z[js]}, kde A3 ma o jeden

prvek vice neZ A; a vSechny prvky Ay maji dle pfedpokladu mensi vahu neZ w(x[is]).

Podle definice matroidu existuje y € Ay \ A; takové, ze Ay U {y} je nezavisla. Pfitom
samoziejmé y = x[{] pro néjaké ¢. Ale to neni mozné, protoze, jak je vySe napséno,
w(y) < w(x[is]), takze by nads hladovy algoritmus musel y = z[{], ¢ < i, vzit dfive do
vytvérené baze B neZ vzal z[is]. Proto jind bize s mensim sou¢tem vah neZ nalezen3
B neexistuje. O
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5.4 Kdy hladovy algoritmus (ne)pracuje spravné

Jak ukazeme, funkénost hladového algoritmu je pfimo svdzadna s matroidy.

Véta 5.13. Necht X je nosnd mnoZina se systémem “nezdvislych” podmnozin N
splriujici podminky (1,2) Definice 5.7. Pokud pro jakoukoliv vdhovou funkciw : X — R
najde Algoritmus 5.11 optimalIni nezavislou mnoZinu z N, tak N splfiuje také podminku
(3), a tudiz tvofi matroid na X .

Dukaz: Tvrzeni dokazujeme sporem. Pfedpokladejme, Ze vlastnost (3) neplati pro dvo-
jici nezévislych mnozin A, B, tj. ze |A| < |B]|, ale pro zadny prvek y € B\ A neni
A U {y} nezdvisld. Necht |A| = a,|B| = b, kde 2b > 2a + 1. Zvolime n3sledujici
ohodnoceni

o w(xz)=—2bprozec A,

o w(x)=—2a—1prox e B\ A,

e w(z) =0 jinak.
Hladovy algoritmus pfirozené najde bazi By obsahujici A a disjunktni s B\ A podle
naseho predpokladu. Jeji ohodnoceni je w(B1) = —2ab. Avsak optimalni bazi je v
tomto pfipadé jind Bs obsahujici celé B a majici ohodnoceni nejvyse w(Bs) < (—2a —
1)b = —2ab — b < w(By). To je ve sporu s dalsim predpokladem, Ze i pfi nami
zvoleném ohodnoceni w nalezne hladovy algoritmus optimalni bazi. Proto je sporny

knéé predpoklad o mnozindch A, B a podminka (3) je splnéna. D/
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Priklad 5.14. Nakonec uvddime dvé ukdzky, ve kterych hladovy algoritmus selze:

Obarveni grafu. Problém obarveni grafu zadd pfifazeni co nejméné barev vrcholim
tak, aby sousedni dvojice dostaly riizné barvy. Obecné hladové barvime graf tak,
Ze ve zvoleném poradi vrcholil kazdému nasledujicimu pridélime prvni volnou
barvu.

C —— e S )
1 2 3 1

Treba v nakreslené cesté délky 3 miZeme barvit hladové v poradi od vyznacenych
krajnich vrcholl, a pak musime pouzit 3 barvy misto optimalnich dvou.

Vrcholové pokryti.  Problém vrcholového pokryti se ptd na co nejmensi podmnozinu
C vrcholt daného grafu takovou, Ze kazdd hrana ma alespori jeden konec v C.
PFirozenym hladovym postupem by bylo vybirat od vrcholl nejvyssich stupnd ty,
které sousedi s doposud nepokrytymi hranami. Bohuzel tento postup také obecné

nefunguje.




