8. Parametrické ulohy o jednom nahodném vybéru
a dvou nezavislych nahodnych vybérech z alternativnich rozloZeni

8.1. Véta: Asymptotické rozlozeni statistiky odvozené z vybérového primeéru.

8.2. Véta: Vzorec pro meze 100(1-a)% asymptotického empirického intervalu spolehlivosti
pro parametr O .

8.3. Piiklad: Nahodné bylo vybrano 100 osob a zjisténo, ze 34 z nich pouziva zubni kartacek
zahrani¢ni vyroby. Najdéte 95% asymptoticky interval spolehlivosti pro pravdépodobnost, ze
ndhodné vybrand osoba pouziva zubni kartacek zahranicni vyroby.

Reseni:

Zavedeme nahodné veliCiny X, ..., Xj00, pfiCemz X; = 1, kdyz i-t4 osoba pouziva zahranic¢ni
zubni kartacek a X; = 0 jinak, 1= 1, ..., 100. Tyto ndhodné veli¢iny tvofi ndhodny vybér

z rozlozeni A(9).

n-= 100, m = 34/100, o= 0,05, Ui-g2 = U0975 = 1,96.

Ovéieni podminky nd (1- 9) > 9: parametr 3 nezname, musime ho nahradit vybérovym
pramérem. Pak 100.0,34.0,66 = 22,44 > 9.

d=034- JWL% =0.2472,h =034 + WL% =0,4328 .

S pravdépodobnosti ptiblizné 0,95 tedy 0,2472 < & < 0,4328.

8.4. Priklad: Kolik osob musime vybrat, abychom podil modrookych osob v populaci odhadli
se spolehlivosti 90% a §itka intervalu spolehlivosti byla nanejvys a) 0,06, b) 0,01?

Reseni:

Sika 100(1-0))% asymptotického empirického intervalu spolehlivosti pro parametr 9 :
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Predpokladejme, Ze neméame zadné piedbézné informace o podilu modrookych osob
v populaci. Musime tedy zvolit takové m, aby S§ifka intervalu spolehlivosti byla maximalni.

Maximalizujeme vyraz m(l—m)=m—m2. Derivujeme podle m a polozime rovno O:

1 ] o
1-2m=0=>m= 5 .V tomto ptipadé volime relativni ¢etnost m = 0,5.
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Uvedenou podminku tedy splnime, kdyz vybereme aspoii 752 osob.
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Chceme-li dosahnout podstatné uzsiho intervalu spolehlivosti, musime vybrat aspon 27 061
osob.

Modifikace: Pfedpokladejme, Ze v populaci je nanejvys 30% modrookych osob. Pak relativni
¢etnost m = 0,3.

4m(l-m)u, ) _ 403070, _400,300,7 1,645
A 0,06> 0,06>

V tomto piipad¢ staci vybrat 632 osob.
Ve srovnani s ptedesSlym ptipadem vidime, ze rozsah vybéru skutecné klesl.

ada) n = =631,41

ad b)

4m(l-m,,," 4030,70,," _403D,70,645>
N O B 0,012

V tomto piipadé musime vybrat aspon 22 731 osob.

n= =22730,61

8.5. Véta: Testovani hypotézy o parametru 3 .

8.6. Piiklad: Pravdépodobnost vyrobeni zmetku pii vyrobé urcité soucastky ¢ini & =0,01.
Bylo ndhodné vybrano 1000 vyrobk a zjistilo se, Ze mezi nimi je 16 zmetki. Na asymptotic-
ké hladin¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu Hy: 9 = 0,01 proti oboustranné alternativé H;:
9 #0,01.

Reseni:

Ovéfeni podminky nd (1- 9)>9: 1000.0,01.0,99 = 9,9 > 9. Realizace testového kritéria:

= Q0167991 907 Kriticky obor: W = (00, 475 ) 0 {11 g75,%0) =

t) = ———e
[0,01[0,99
1000

= (— 00, — 1,96> 0 <1,96, 00). Protoze 1,907 [ W, Hy nezamitdme na asymptotické hladin€ vy-

znamnosti 0,05.

8.7. Ptiklad: Novy lé¢ebny postup povazujeme za uspésny, pokud po jeho ukonceni bude
dosazeno zlepSeni zdravotniho stavu u alespon 50% zucastnénych pacientli. Nova terapie byla
vyzkouSena u 40 pacientd a ke zlepSeni doslo u 24 osob. Je mozné na asymptotické hlading
vyznamnosti zamitnout 0,05 hypotézu, Ze tato terapie nedosahuje uspéSnosti aspon 50%?
Reseni:

Zavedeme nahodné veliCiny X, ..., X4, pfiCemz X; = 1, kdyz terapie u i-t€¢ho pacienta byl
uspésna a X; = 0 jinak, 1 =1, ..., 40. Tyto ndhodné veliiny tvoii ndhodny vybér z rozlozeni
A(D).

Testujeme hypotézu Hp: & < 0,5 proti pravostranné alternativé H;: & > 0,5.

24
Zname: n =40, m = 20 =0,6,c=0,5, a=0,05, U2 = Ugos = 1,645
Ovéteni podminky n9(1—=9)>9:40.0,6.0.4=9,6>9.

Realizace testového kritéria: t, = m-c _06-05 _ 1,2649.

\/c[ﬂl—c) \/0,5 [0,5
n 40




Kriticky obor: W = <u1_u , 00) = <u0’95 , 00) = <1,645, 00) . Protoze 1,2649 [ W, Hy nezamitime

na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.
8.8. Véta: Asymptotické rozlozeni statistiky odvozené ze dvou vyberovych praiméra.

8.9. Véta: Vzorec pro meze 100(1-a)% asymptotického empirického intervalu spolehlivosti
pro parametrickou funkci 9, -9, .

8.10. Priklad: Management supermarketu vyhlasil tyden slev a sledoval, zda toto vyhlaseni
ma vliv na podil vétsich ndkupti (nad 500 K¢). Na zdklad€ ndhodného vybéru 200 zdkaznikl
v tydnu bez slev bylo zjisténo 97 velkych nakupii, zatimco v tydnu se slevou z 300 ndhodné
vybranych zakaznikil u€inilo velky ndkup 162 zdkazniki. Sestrojte 95% asymptoticky interval
spolehlivosti pro rozdil pravdépodobnosti uskutecnéni vétsiho ndkupu v tydnu se slevou a

v tydnu bez slevy.

Reseni:

Zavedeme nahodnou veli¢inu X;, ktera bude nabyvat hodnoty 1, kdyz v tydnu bez slevy i-ty
nahodné vybrany zdkaznik uskutecni vétsi nakup a hodnoty 0 jinak, i =1, ..., 200. Ndhodné
veli¢iny X i, ..., Xi200 tvofi ndhodny vybér z rozlozeni A(wS1 ) . Dale zavedeme nahodnou
veli¢inu Xy, ktera bude nabyvat hodnoty 1, kdyz v tydnu se slevou i-ty ndhodné vybrany za-
kaznik uskute¢ni vEtsi ndkup a hodnoty 0 jinak, i =1, ..., 300. Ndhodné veli¢iny X, 1, ...,
X300 tvofi nahodny vybér z rozlozeni A(wS2 )

n; =200, n, = 300, m; = 97/200, m, = 162/300.

Ovefeni podminek n; &, (1-9,)>9anyd, (1-9,)>9: Parametry 9, a 9, nezname, nahra-
dime je odhady m; a m;. 97.(1-97/200) = 49,955 > 9, 162.(1-162/300) = 74,52 > 9.

Meze 100(1-0)% asymptotického empirického intervalu spolehlivosti pro parametrickou
funkci 9, -9, jsou:
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_97 _162 _\/200(1_29070 2300730 06 01443
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h=m, -m, +\/m1(1_m1) ¥ mz(l_mz)ul—a/z =
n, n,

=97 _16 +\/29°7°(1 “a) w0 730) ) 062 0.0343
200 300 200 300
Zjistili jsme tedy, ze s pravdépodobnosti ptiblizné 0,95 —0,1443 < &, -8, < 0,0343.

8.11. Véta: Testovani hypotézy o parametrické funkci 9, -3,
8.12. Poznamka: Postup pfi testovani hypotézy &, -9, =0

8.13. Priklad: Pro udaje z ptikladu 8.10. testujte na asymptotické hladin€¢ vyznamnosti 0,05
hypotézu, ze tyden se slevami nezvysi pravdépodobnost uskute¢néni vétsiho nakupu.
Reseni:

Testujeme hypotézu &, —9, = 0 proti levostranné alternativé H;: 9, —3, < 0 na asympto-
tické hladiné vyznamnosti 0,05.



n; =200, n, =300, m; = 97/200, m, = 162/300, m« = (97 + 162)/500 = 0,518.
Podminky dobré aproximace byly ovéteny v ptikladu 8.8.

Testovani pomoci intervalu spolehlivosti:

Pro levostrannou alternativu pouzivdme pravostranny interval spolehlivosti:

h=m —m, +\/ml<l—ml)+m2<l—m2)u _

1-a
1,ll rl2

_97 _162 +\/;;)(1—;(;) L) s 2000
200 300 200 300
Protoze cislo ¢ = 0 je obsaZeno v intervalu (— 00; 0,02> , Hp nezamitdme na asymptotické hla-

din¢ vyznamnosti 0,05.
Testovani pomoci kritického oboru:

Realizace testového kritéria:
97 162
m, —m S — 222
t 1 2 200 300 - _1,2058

" S (-m )+ ) ) J0,518(1-0,518)(3% + k)
Kriticky obor je W = (— ©,—u,_, > = (— 00, — u0’95> = (— 00, — 1,645> . ProtoZe testové kritérium

nepatii do kritického oboru, Hy nezamitame na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05.
Testovani pomoci p-hodnoty:

Pro levostrannou alternativu se p-hodnota pocita podle vzorce p = P(T( < ty):

p = P(T, < -1,2058) = d(-1,2058) = 1 - ®(1,2058) =1-0,8861 = 0,1139

Protoze p-hodnota je vétsi nez 0,05, Hy nezamitdme na asymptotické hladiné vyznamnosti
0,05.



